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Communicated by Dr. Rozora I.V.

On September 28, 2023, Mykhailo
Moklyachuk, Doctor of Physical and Mathemati-
cal Sciences, Professor, Laureate of the State Pri-
ze of Ukraine in Education, and Academician of
the Academy of Sciences of the Higher School of
Ukraine, celebrated his 75th birthday.

Mykhailo Pavlovych Moklyachuk was born in
Rozhychna village, Orativ district, Vinnytsia regi-
on. In 1972, he graduated from Taras Shevchenko

State University of Kyiv with a degree in probabi-
lity theory and mathematical statistics. Since
1976, Mykhailo Moklyachuk has been worki-
ng at Taras Shevchenko National University of
Kyiv at the Department of Probability Theory
and Mathematical Statistics (since 2009 – the
Department of Probability Theory, Statistics and
Actuarial Mathematics), where in 1977, under the
supervision of Mykhailo Yadrenko, he defended his
dissertation for the degree of Candidate of Physi-
cal and Mathematical Sciences on “Some problems
of linear forecasting of homogeneous random fi-
elds”. In the same year, he received the Young
Scientists Award of Taras Shevchenko State Uni-
versity of Kyiv for his scientific achievements. In
1980 he obtained International Science Exchange
Program (ISEP) grant (Stanford University visiti-
ng scholar).

In 1995, Mykhailo Moklyachuk defended his
doctoral dissertation on “Estimation of Functi-
onals from Stochastic Processes and Random
Fields”, his scientific advisor was Corresponding
Member of the National Academy of Sciences of
Ukraine Mykhailo Yadrenko. In 1999, he recei-
ved the Taras Shevchenko Prize of the Taras
Shevchenko National University of Kyiv for the
best textbook (“Calculus of variations. Extreme
problems”), and in 2012, the State Prize of Ukrai-

c⃝ О. Борисенко, В. Зубченко, Ю. Мiшура, Р. Ямненко, Т. Яневич, 2023

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2023/2.1
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ne in Education.
In 2016, Professor Mokliachuk was elected an

academician of the Academy of Sciences of Higher
Education of Ukraine. In 2019, he was awarded
the badge of the Ministry of Education and Sci-
ence of Ukraine “For Scientific and Educational
Achievements”.

Mykhailo Mokliachuk is the author of
more than 200 scientific papers, including 12
monographs, 13 textbooks and manuals. He is the
editor-in-chief of the journal “Bulletin of Taras
Shevchenko National University of Kyiv. Seri-
es: Physical and Mathematical Sciences” and a
member of the editorial boards of the journals
“Statistics, Optimization & Information Computi-
ng”, “Stochastic Modeling and Applications”, “Sci-
entific Bulletin of Uzhhorod University. Series of
Mathematics and Informatics”. Under his supervi-
sion, 7 postgraduate students defended their di-
ssertations for the title of Candidate of Physical
and Mathematical Sciences.

Mykhailo Pavlovych is a member of internati-
onal scientific societies such as the Ameri-
can Mathematical Society and the Institute of
Mathematical Statistics (USA). He is an acti-
ve participant in numerous international scientific
conferences, seminars and schools.

Mykhailo Pavlovych’s scientific research is
devoted to the study of stationary random
processes, functionalities of stationary processes
and random fields. For example, in [2] he investi-
gates methods for estimating linear functionals
of unknown values of stochastic processes. The
formulas for calculating the root mean square error
of the optimal estimation are presented. The least
favorable spectral widths and minimum (robust)
spectral characteristics are found.

Monograph [3] describes methods for esti-
mating linear functionals of unknown values
of vector-valued stationary random sequences
and processes. The problems of extrapolation,
interpolation and filtering are investigated. Two
main approaches to solving estimation problems
are developed. The first one, the case of spectral
certainty, is based on the assumption that the
spectral density matrices of stochastic sequences
and processes are known exactly. The second
approach, the case of spectral uncertainty, is
based on the assumption that the spectral densi-
ty matrices of processes are not known exactly,
but classes of permissible values of spectral densi-

ties are given. These classes of densities descri-
be different models of vector-valued stationary
stochastic processes.

Methods for estimating linear functionals
from unknown values of random fields are descri-
bed in [4]. The formulas for calculating the
spectral characteristic and the root mean square
error of the optimal estimate are given. The least
favorable spectral widths and minimum (robust)
spectral characteristics are found.

The monograph [5] investigates methods for
estimating linear functionals from unknown values
of stochastic processes. The formulas for calculati-
ng the root mean square error of the optimal esti-
mate are given. The least favorable spectral densi-
ties and minimum (robust) spectral characteristics
are found.

The monograph [8] investigates the problems
of optimal estimation by the mean-squared criteri-
on of linear functions that depend on unknown
values of periodically correlated isotropic random
fields. The estimates are based on observations of
fields with noise. The formulas for calculating the
mean square errors and spectral characteristics of
the optimal linear functionals are obtained under
conditions of spectral certainty, where the spectral
densities of the fields are known exactly.

A thorough study of spectral theory and esti-
mation methods for random processes with stati-
onary increments is provided in [10]. In parti-
cular, the estimation of unknown value functions
for random processes with stationary increments,
including ARIMA processes, seasonal time series,
and the class of cointegrated sequences, is investi-
gated. A solution is proposed for the problems
of extrapolation (forecasting), interpolation (esti-
mation of missing values) and filtering (smoothi-
ng) based on observations with and without noise
in discrete and continuous time domains.

The monograph [11] investigates the problems
of optimal estimation by the mean-squared cri-
terion of linear functions constructed on the
basis of unknown values of stationary random
processes. The estimates are based on observati-
ons of processes with an additional stationary noi-
se process. The aim of the study is to develop
methods for finding optimal estimates of the
functional in the case when some observations are
missing.

The monograph [12] investigates random
processes involving random variables associated
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with the concepts of uncertainty or randomness.
The study of such processes is currently of parti-
cular interest in mathematics and applied sci-
ences. The growing interest of researchers in this
area is caused by various applications in such fi-
elds as mechanics, acoustics, economics, medici-
ne, biology, and others. The purpose of this book
is to combine the needs of practitioners and si-

multaneously present new theoretical results.
The staff of Mechanics and Mathemati-

cs faculty sincerely congratulates Mykhailo
Moklyachuk on this significant date and wishes
him good health, family happiness, creative inspi-
ration and new achievements in his scientific
research.

Monographs co-authored by M. Moklyachuk

1. Moklyachuk M. (2008). Robust estimates for
functionals of stochastic processes. VPC “Kyiv
University” [in Ukrainian]. (Моклячук М.П.
(2008). Робастнi оцiнки функцiоналiв вiд
стохастичних процесiв. ВПЦ «Київський
унiверситет».)

2. Moklyachuk M. & Masyutka O. Minimax esti-
mates for functionals of stochastic processes.
VPC “Kyiv University” [in Ukrainian]. (Ма-
сютка О.Ю., Моклячук М.П. (2012). Мi-
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Academic Publishing.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ òîòàëüíi ïiäïðîñòîðè â ïðîñòîði ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íàä íåñêií÷åííî-

âèìiðíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè àëãåáðè i ãðóïè Ìàêêi. Öÿ ñòàòòÿ

ïðèñâÿ÷åíà îïèñó àâòîìîðôiçìiâ ãðóï Ìàêêi SL∞(V |W ), O∞(f) òà SU∞(f) íàä ïîëÿìè õàðà-

êòåðèñòèêè, âiäìiííî¨ âiä 2 àáî 3. Äëÿ öüîãî äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ àâòîìîðôiçìàìè ïîëiâ

òà àâòîìîðôiçìàìè çãàäàíèõ ãðóï.

Äæ.Õîëë äîâiâ, ùî íåñêií÷åííèìè ïðîñòèìè ôiíiòàðíèìè ïåðiîäè÷íèìè ãðóïàìè ¹ àáî çíà-

êîçìiííi ãðóïè íà íåñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ, àáî ãðóïè Ìàêêi íàä ïîëÿìè, ùî ¹ àëãåáðè÷íèìè

ðîçøèðåííÿìè ñêií÷åííèõ ïîëiâ. Àâòîìîðôiçìè íåñêií÷åííèõ çíàêîçìiííèõ ãðóï áóëè îïèñàíi

â ðîáîòàõ Äæ.Øðàéåðà òà Ñ.Óëàìà. Îïèñîì àâòîìîðôiçìiâ ôiíiòàðíèõ ãðóï Ìàêêi òà ñïå-

öiàëüíèõ ôiíiòàðíèõ óíiòàðíèõ ãðóï Ìàêêi ìè çàâåðøó¹ìî êëàñèôiêàöiþ àâòîìîðôiçìiâ óñiõ

íåñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ôiíiòàðíèõ ïåðiîäè÷íèõ ãðóï íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè, ùî íå äîðiâ-

íþ¹ 2 àáî 3. Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà îïèñi àâòîìîðôiçìiâ åëåìåíòàðíèõ ëiíiéíèõ ãðóï íàä

àñîöiàòèâíèìè êiëüöÿìè, ÿêèé íàëåæèòü I.Ãîëóá÷èêó, Î.Ìèõàëüîâó òà Þ.Çåëüìàíîâó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Àâòîìîðôiçì, àíòè-àâòîìîðôiçì, íåñêií÷åííà ïðîñòà ôiíiòàðíà ïåðiîäè÷íà

ãðóïà, ãðóïà Ìàêêi.

We consider total subspaces of linear functionals on an in�nite-dimensional vector space and the

related Mackey algebras and groups. We outline the description of automorphisms of Mackey groups

SL∞(V |W ), O∞(f), and SU∞(f) over �elds of characteristics not equal to 2, 3. Moreover, the paper

explores the relationship between �eld automorphisms and automorphisms of the aforementioned groups.

J.Hall proved that in�nite simple �nitary torsion groups are the alternating groups on in�nite sets

or Mackey groups over a �eld, which is an algebraic extension of a �nite �eld. J.Schreier and S.Ulam

described automorphisms of in�nite alternating groups. With the description of automorphisms of �ni-

tary Mackey groups and special �nitary unitary Mackey groups we �nish classi�cation of automorphisms

of all in�nite simple �nitary torsion groups over �elds of characteristics not equal to 2, 3. The proof

is based of description of automorphisms of elementary linear groups over associative rings that due to

I.Golubchik, A.Mikhalev and E.Zelmanov.

Key Words: Automorphisms, anti-automorphisms, in�nite simple �natary torsion group, Mackey

group.

Communicated by Prof. Anatolii Petravchuk

1 Introduction

Let F be a �eld of characteristic 6= 2, 3; and let
V be an in�nite-dimensional vector space over F.
Let V ∗ denote the vector space of all linear functi-
onals V → F. For an element v ∈ V and a linear
functional w ∈ V ∗, we denote w(v) = (v|w).

A subspace W ⊂ V ∗ is called total if v ∈ V,
(v|W ) = (0) implies v = 0.

Let EndF(V ) be the associative algebra of
all linear transformations V → V. Additionally,

de�ne

Endfin(V ) = {ϕ ∈ EndF(V )
∣∣ dimF ϕ(V ) <∞}.

The space V ∗ has a natural structure of a
right EndF(V )-module. Given a linear functional
χ : V → F and a linear transformation ϕ : V → V
we de�ne

(χϕ)(v) = χ(ϕ(v)), v ∈ V.

The subalgebras

A(V |W ) = {ϕ ∈ EndF(V )
∣∣Wϕ ⊆W}

© Îêñàíà Áåçóùàê, 2023
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and

Afin(V |W ) = A(V |W ) ∩ Endfin(V |W )

are called the Mackey algebra and the �nitary

Mackey algebra, respectively. Clearly, Afin(V |W )
is an ideal of the algebra A(V |W ). For more
information about Mackey algebra, see [6, 7, 8].

The algebra Afin(V |W ) can be identi�ed with
the tensor product

V ⊗FW, (v1 ⊗ w1)(v2 ⊗ w2) = (v2|w1)v1 ⊗ w2.

Here, an element
∑

i vi⊗wi is viewed as the linear
transformation

v →
∑
i

(v|wi)vi, v ∈ V.

The algebra Afin(V |W ) of a total subspace
W ⊂ V ∗ is a nonunital locally matrix algebra;
see [1, 3, 4].

Let GL(V ) denote the group of all invertible
linear transformations on V. The Mackey algebras
A(V |W ) and Afin(V |W ) give rise to the groups:

GL(V |W ) = A(V |W ) ∩GL(V );

GL∞(V |W ) =
(
Afin(V |W ) + IdV

)
∩GL(V ),

where IdV is the identity mapping V → V. We
also consider the group

SL∞(V |W ) = [GL∞(V |W ), GL∞(V |W )].

This group SL∞(V |W ) is a direct limit of groups
SLn(F), and it is a diagonally local SL-group in
the sense of [2].

A bijective linear transformation (respecti-
vely, additive map) ϕ of an associative
algebra (respectively, ring) A is called an anti-

automorphism if

ϕ(ab) = ϕ(b)ϕ(a)

for arbitrary elements a, b ∈ A. An anti-
automorphism ∗ is called an involution if

(a∗)∗ = a for an arbitrary element a ∈ A.

N. Jacobson [6] showed that a �nitary Mackey
algebra Afin(V |W ) has an involution if and only
if the vector space V is equipped with a weakly
Hermition nondegenerate bilinear form f(x, y)

such that W constitutes the space of linear
functionals

x̂ : v → f(v, x), v ∈ V,

where x runs over V. In this case, we call the
pair (V,W ) dual ; and the anti-automorphism is
the transpose

ϕ→ ϕt, f(ϕ(v1), v2) = f(v1, ϕ
t(v2)).

Let us note that a linear transformation
ϕ ∈ EndF(M) has a transpose if and only if it
lies in A(V |W ).

We also note that an anti-automorphism t is
an involution if and only if the form f is symmetric
or skew-symmetric.

Consider the group O(f) of orthogonal linear
transformations de�ned as

O(f) = {a ∈ A(V |W )
∣∣ at = a−1}

and
O∞(f) = O(f) ∩GL∞(V |W ).

If the �eld F is equipped with an automorphism
of order 2: α→ ᾱ, α ∈ F, and the form f is semi-
linear, i.e.

f(αv1, v2) = αf(v1, v2); f(v1, αv2) = ᾱf(v1, v2),

then we de�ne unitaly groups as follows:

U(f) = {a ∈ A(V |W )
∣∣ āt = ā−1},

U∞(f) = U(f) ∩GL∞(V |W )

and their special analogs:

SU(f) = [U(f), U(f)],

SU∞(f) = [U∞(f), U∞(f)].

We also consider scalar-unitary groups de�ned
as follows:

Ũ(f) = {a ∈ A(V |W )
∣∣ āt = αa−1, 0 6= α ∈ F}.

J. Hall [5] classi�ed in�nite simple �nitary
torsion groups. He showed that a group belongs
to this class if and only if it is isomorphic to an
alternating group Alt(X) on an ini�nite set X
or to one of Mackey groups SL∞(V |W ), O∞(f),
SU∞(F), where the ground �eld F is locally �-
nite, and f is a nondegenerate (skew) symmetric
(semi)linear form. The proof uses the Classi�cati-
on of Finite Simple Groups.
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2 Main results

The following two theorems describe automorphi-
sms of Mackey groups

SL∞(V |W ), O∞(f), SU∞(f).

In particular, they describe automorphisms of all
in�nite simple �nitary torsion groups in J. Hall's
classi�cation. Recall that automorphisms of in�ni-
te alternating groups were described by J. Schreri-
er and S. Ulam [9].

Theorem 1. (a) Let the characteristic of the �-

eld F is not equal to 2 or 3. Then an arbitrary

automorphism ϕ of the group SL∞(V |W ) either

extends to a ring automorphism of Afin(V |W ) or,
if the spaces V and W are dual, there exists an

anti-automorphism ψ of Afin(V |W ) such that

ϕ(g) = ψ
(
(g−1)t

)
for an arbitrary element g ∈ SL∞(V |W ).

(b) Let the characteristic of the �eld F is not

equal to 2 or 3. Then an arbitrary automorphism

of the group O∞(f) or SU∞(f) extends to a ring

automorphism of Afin(V |W ).

N. Jacobson [6] showed that all F-linear
automorphisms of Afin(V |W ) are conjugations by
elements from GL(V |W ). Hence,

AutF
(
Afin(V |W )

) ∼=
∼= GL(V |W )�Center = PGL(V |W ).

A ring automorphism of Afin(V |W ) is semilinear
with respect to some automorphism σ ∈ Aut(F)
of the �eld F.

Let the subgroup AutV,W (F) 6 Aut(F) consist
of those automorphisms σ ∈ Aut(F) that extend
to σ-semilinear automorphisms of Afin(V |W ).

If both spaces V and W are countable-
dimensional, then

AutV,W (F) = Aut(F).

If the spaces V and W have uncountable dimensi-
ons, then the subgroup AutV,W (F) may be strictly
smaller than Aut(F).

Theorem 2. If the spaces V and W are not dual,

then the group Aut
(
SL∞(V |W )

)
is an extension

of AutV,W (F) by PGL(V |W ). If the spaces V and

W are dual, then

Aut
(
SL∞(V |W )

)
�AutF

(
Afin(V |W )

) ∼=
∼= AutV,W (F),

AutF
(
Afin(V |W )

)
�PGL(V |W ) ∼= Z/2Z.

The proof of Theorems 1, 2 are based on the
description of automorphisms of elementary linear
groups over associative rings due to I. Golubchik,
A. Mikhalev and E. Zelmanov; and on the fact that
Afin(V |W ) is locally covered by algebras, to the
automorphisms or anti-automorphisms of which
the automorphisms of elementary matrix groups
are lifted.

The question about automorphisms of Mackey
groups in characteristics 2, 3 remains open.
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Статтю присвячено аналiзу судових справ, який грунтується на текстовiй iнформацiї,
що включає позовнi вимоги, пiдставу позову та вiдзив вiдповiдача. Беручи до уваги цi параме-
три, ми можемо класифiкувати справу до однiєї iз семи категорiй, визначених для цiлей цього
дослiдження, та спрогнозувати рiшення по нiй у судi першої iнстанцiї. Для розв’язання цiєї за-
дачi ми використали нейронну мережу на основi представлення текстових даних згенерованих
мовленнєвою моделлю XLM\RoBERTa. Було порiвняно два пiдходи до побудови такої нейронної
мережi. Один базується на вертикальному об’єднаннi числових представлень декiлькох речень
таким чином, що вони утворюють матрицю, а потiм застосуваннi до неї 2D згорток. Дру-
гий пiдхiд полягає в послiдовному об’єднаннi речень та застосуваннi щiльних нейронних мереж.
Останнiй пiдхiд показує трохи кращi результати в нашому експериментi, в той час як перший
демострує простiший процес навчання.

Ключовi слова: обробка природної мови, мовленевi моделi, згортки, щiльнi нейроннi мережi

This paper is devoted to the analysis of court cases based on multiple sentences that represent
plaintiff’s claim, claim motivation and defendant’s response. Based on these parameters we classify a
given case into one of seven categories designed for our task and then predict its decision in the first
court’s instance. We use fine-tuned XLM\RoBERTa for this task. There were compared two approaches
for building fine-tuned model’s head. One is based on stacking the numerical representation of multiple
sentences so that they form a matrix and applying 2D convolutions. Second approach is based on
concatenated sentences and application of dense neural networks. The latter demonstrates a slightly
better performance in our experiments, while the former exhibits the simpler training process.

Key Words: Natural Language Processing , language models, convolutions, dense neural networks

Communicated by Prof. M. P. Moklyachuk

1 Introduction

Our research group is working on the project
whose main aim is to find the best way of using AI
for analyzing court decisions of the Unified state
register of Ukraine (more then 100 million cases)
to gain efficiency, speed, and valuable insights.
This enables us to make faster and more accurate
legal research and decision-making, and provide

rational recommendations for the developing of
the judicial system.

The analysis of legal documents, such as
contracts and claims, constitutes a specific field
of research and application of Natural Language
Processing (NLP) algorithms. Special considerati-
ons in such analysis include: length of a document,
specific legal language, special requirements for
the legal accuracy of the generated texts, etc. The

© V. V. Golomoziy, Yu. S. Mishura, T. O. Ianevych, I. O. Izarova, 2023
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length of a document or a series of documents
typically exceeds a limit of 512-2048 tokens per
sequence required by most open source Large
Language Models (LLM), such as BERT (see [1]).
In this paper, we construct an algorithm to predi-
ct court decisions based on documents related to
civil procedure. The cases may have tens of associ-
ated documents, with several thousands of tokens
each. For more details about the dataset see [2].

Another important aspect of the algorithm
under consideration is the multi-sentence input.
Typical NLP algorithms follow the standard
transformer approach to input. This approach
supposes three stages of input pre-processing. In
the first stage, every input sentence is trimmed or
padded so that all sentences have the same length.
In the second stage, every word is encoded using
some standard word embedding, thus creating a
vector representation of each word. Such vectors
then stack one on top of another, forming an input
matrix. Finally, this matrix is added to the matrix
of the same size, representing so-called positional
encodings. The result is a two-dimensional matrix
that represents a single input sentence.

In our project we are working on prediction
of various characteristics of the civil procedure.
The characteristics of interest are: first instance
decision, whether it was appealed, decision in
appeal, final decision, the process duration, associ-
ated costs and etc. Predicting these values based
on the whole text of the case documents is a
nearly unfeasible task since civil procedure may
last for years, and a stock of associated documents
may include tens or even hundreds of various
documents. To circumvent this problem, we have
manually labelled a subset of documents specifyi-
ng particular sentences or text fragments that, we
think, are relevant to the algorithm we develop.
Among others, we have chosen claim, claim moti-
vation and defendant’s response as three main
elements to base our algorithm on. Each of these
elements is a relatively short fragment of text
that can easily be passed through the existing
open-source LLMs. But each LLM takes only
one sentence as input, while we have three. Our
approach is to use LLMs to derive a contextual
numeric representation of each text fragment and
then build another neural network to predict
values of interests based on these representations.
As mentioned above, we use claim, claim motivati-
on and response as input text fragments, and after

passing them through the LLM, we have got three
768-dimensional vectors.

When stacking these vectors, we got a 3×768
matrix as input to our algorithm. Since matrix-
type inputs are typical for convolutional neural
networks widely used in computer vision, we deci-
ded to utilize a convolution-based approach. It is
worth mentioning that the use of convolutions in
text analysis is not an entirely new idea. See, for
example, [10]. As an alternative approach, we can
use a dense neural network with all our inputs bei-
ng flattened into one long vector.

We developed and evaluated three models
(small, medium and large) for each approach
and compared the results. As a result of our
experiments, we have found that a dense network
approach performs slightly better in terms of hi-
gher accuracy, although it uses more parameters
and takes a bit longer to train. The best of our
convolutional models demonstrated comparable
performance with smaller number of parameters
and simpler training process. We believe that
convolutional approach for analysis of multi-input
NLP models is a perspective one and deserves
more attention in the future research.

The approach based on convolutions of matri-
ces created by word embeddings has been proven
to be fruitful, as presented in [5, 6]. It allows
analysis of a single sentence and uses general
word embeddings that miss the context, but such
methods demonstrate good results on relatively si-
mple tasks, like sentiment analysis (see [8]). Paper
[3] is devoted to 1D convolutions based on word
order, and [4] contains a detailed discussion on 2D
convolutions applied to one-hot word representati-
on. Convolutions applied to word embeddings for
a lexical analysis were used in [7, 15], while [11] is
devoted to a semantic clustering problem.

An interesting approach to capture the
contextual meaning of the words in a pre-
transformers era was developed in [9]. The authors
built a convolution-based model to obtain a latent
semantic representation for a given text. Another
work of a similar kind, where convolutions are
applied for development of semantic embeddings
from hashtags, is [12].

Finally, the paper [13] is devoted to general di-
scussion about application of convolutions in text
mining and natural language processing.

The paper is organized as follows. In Section 2
we describe the initial phase of data processing.
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We move on to the category prediction in Secti-
on 3. The different approaches for decision predi-
ction are considered and compared in Section 4.
The conclusion remarks are given in Section 5.

2 Initial Phase

We started with about 700 labeled court cases,
each including the data that is described in
Table 1:

Table 1: Variables and their description

variable description average length

claim fragment of text describing the essence of a claim 12300
claim justification fragment of text motivating the claim 12300

response fragment of text that includes defendant’s response 12300
category categorical parameter describing a type of a case 7 categories in total
decision decision in the first instance 4 types

Our analysis pursued three goals:
1. to identify whether the categories are balanced
and have impact on decision;
2. to predict the category by a claim;
3. to predict the decision by claim, claim justifi-
cation and response.

We used simple descriptive statistics to exami-
ne our categories. We found out that categories are
unbalanced, with roughly 55-60% of cases being
judged in favour of plaintiff.

The second task (category prediction) is a
very important practical problem. The corpus of
judicial documents does not include good categori-
zation, while it is essential for such problems.
Different types of civil procedure require di-
fferent sets of documents to submit, have different
chances to win the case, and have different durati-
ons and associated costs. That is why categorizati-
on itself is a crucial problem. We used dense neural
network to predict categories.

Finally, the most important goal of this
research is to predict the first instance’s decisi-
on. To do this, we used our three text variables

as predictors and developed two families of neural
networks: one is based on 2D convolutions and
another is based on dense neural networks.

The actual problem that needed to be
solved was converting text parameters into
numeric vectors. Our text data are in Ukrainian
language, so we used a variant of XLM/RoBerta
large language model adapted for the Ukraini-
an language only. This model demonstrates fast
inference while sharing the overall performance of
the original XLM/Roberta model. We removed
the head of the model and used the last layer
as our numeric representation, which allowed us
to convert all our text data into 768-dimensional
numeric vectors used in our further analysis.

3 Category prediction

In order to predict categories we experimented wi-
th dense neural networks. There were used claim
as the predictor and achieved about 98% accuracy
on the test dataset with such model.

On the pie chart (Fig. 1) we can see how many
cases belong to the top six categories.

Figure 1: Category’s distribution
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We can see that the most popular category
includes about 50% of all cases, the second and
third include about 15%, the fourth is about 9%,
and the rest is 5% and below, which makes our
categories distribution quite unbalanced.

The model we developed uses claim text vari-
able as its input (it is encoded as 768-dimensional
numeric vector), which is passed through the two
dense layers of 512 neurons each before the final
classification layer. We used ReLu activation for

dense layers and softmax for the last one.

We trained our model for 20 epochs with
cross-entropy loss function, Adam optimizer and
learning rate of 10−4 and obtained 95% accuracy
on a test dataset.

Since our dataset is imbalanced, we evaluated
the performance of each category prediction by
calculating Precision, Recall and F1 score, which
gives the following results.

Table 2: Prediction performance

category total number TP FP FN Precision Recall F1

1 99 98 8 1 0.92 99 0.96
2 16 16 0 0 1 1 1
3 18 17 1 1 0.94 0.94 0.94
4 34 34 0 0 1 1 1
5 6 6 0 0 1 1 1
6 22 22 0 0 1 1 1
7 2 2 0 0 1 1 1

where TP is True Positive, FP is False Positi-
ve and FN is False Negative. Let the category
under consideration is category 1, say. Then True
Positive means the number of correct predicti-
ons, True Negative means number of prediction
for 1 category while the true category is different
and False Negative means prediction for another
category while the true category is 1. Here

Precision =
TP

TP + FP
=

TP

Total Positive
,

Recall =
TP

TP + FN
=

=
TP

Total number of positive instances
,

F1 = 2 ∗ Precision ∗Recall

Precision+Recall
.

We can see that model misclassifies the first
category, which is expected having the imbalance
of the dataset. At the same time we can see
that the model’s prediction performance is even
(homogeneous) across all categories.

4 Decision prediction

As for the term ’decision’, we are using one of
the following outcomes from the final judgment
of the first-instance court: ’complete satisfacti-
on of the claim’, ’decline the claim’, ’partially
satisfy the claim’ or ’other’. For the decision
prediction we built and evaluated two families
of deep models. One of the area of our interest
was evaluation how 2D-convolutions (Conv2D)
perform themselves in multi-sentence input setup.
Normally, 2D-convolutions are used in computer
vision problems, and they are known to be effecti-
ve in capturing spatial effects, such as identi-
fying an eye or an ear in a certain area of an
image. In our case, each element of the numerical
representation obtained from the large language
model contains some particular information about
the sentence. Our motivation was caused by
the fact that there is at least vertical spaci-
al alignment between elements of the input
matrix. In addition to that, other experiments wi-
th convolutions, 1-D convolutions, in particular,
demonstrated promising results in reducing the
number of parameters required, improving the
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training process and learning valuable insights
from the original numerical sequences representing
inputs.

For this purpose, we developed three models
(small, medium and large) based on convoluti-
ons and three models based on dense networks.
Our goal was to evaluate the performance of
convolution-based models, their difficulty to train
and approximate dependence of a number of
parameters.

It is appeared that decisions of about 60% of
all cases in our dataset were ”complete satisfacti-
on of the claim”. It is worth mentioning that we
only used a subset of civil cases related mainly to
pension and social aid, that’s why the percentage
of ’positive’ decisions is so high. So, 60% is our
baseline.

All Conv2D models take input of the size
3 × 768. We tried two variants of a loss function:
regular cross-entropy loss function and weighted
cross-entropy with weights backwards proporti-
onal to the class distribution. We repeatedly
trained multiple models every time comparing
the performance and difficulty of training and
evaluating the model’s expressiveness. We trained
each model with a learning rate of 10−3 for some
number of epochs (usually between 200 and 400),
then selected the best candidates and ran the trai-

ning for another 100-200 epochs with the smaller
learning rate of 10−4.

4.1 Conv2D-small network

Our first Conv2D-small network model has the
following architecture:

1. Conv2D layer with 10 3×3 kernels and ReLU
activation function, that outputs tensor of
the size 1× 766× 10.

2. Conv2D layer with a single 1 × 1 kernel
and ReLU activation function, that outputs
tensor of the size 1× 766× 1.

3. Flatten layer followed by Linear 766 × 20
layer with ReLU activation.

4. Dropout layer with p = 0.3.

5. Final classification layer.

The model has 15, 556 trainable parameters
in total. The best achieved result in the sense of
accuracy was 0.75, i.e. 15% above the baseline.

We may conclude that such a network does
not have enough expressiveness, but at the same
time it can be relatively easily trained and does
not require much fine-tuning.

Figure 2: Conv2D-small network model performance

4.2 Conv2D-standard network

The second Conv2D-standard network model has
the following architecture:

1. Conv2D layer with 10 3×3 kernels and ReLU
activation function, that outputs tensor of
the size 1× 766× 10.

2. Conv2D layer with a single 1 × 1 kernel
and ReLU activation function, that outputs

tensor of the size 1× 766× 1.

3. Flatten layer followed by a Linear 766 × 50
layer with ReLU activation.

4. Dropout layer with p = 0.3.

5. Another 50×30 linear layer with ReLU acti-
vation.

6. Dropout layer with p = 0.3.
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7. Final classification layer.

The model has 40146 trainable parameters in

total. The best achieved accuracy result was 0.786,
or 18.6% above the baseline.

Figure 3: Conv2D-standard network model performance

The best result has been achieved with the
first training attempt (without the fine tuning).
However, we find that models with weights requi-
re some fine-tuning, while standard models usually
achieve their best results during the first training
attempt.

4.3 Conv2D-deep network

Our last Conv2D-deep network model has the
following architecture:

1. Conv2D layer with 10 3 × 3 kernels, paddi-
ng=”same” and ReLU activation function,
that outputs tensor of the size 1× 766× 10.

2. Another Conv2D layer with 10 3×3 kernels,
and ReLU activation function, that outputs
tensor of the size 1× 766× 10.

3. Conv2D layer with a single 1 × 1 kernel
and ReLU activation function, that outputs
tensor of the size 1× 766× 1.

4. Flatten layer followed by a Linear 766 × 30
layer with ReLU activation.

5. Dropout layer with p = 0.3.

6. Another 30×20 linear layer with ReLU acti-
vation.

7. Dropout layer with p = 0.3.

8. One more 20 × 30 linear layer with ReLU
activation.

9. Dropout layer with p = 0.3.

10. Final classification layer.

The model has 25, 436 trainable parameters in
total. The best achieved accuracy result was 0.73,
i.e. 13% above the baseline.

We may conclude that such a network does
not have enough expressiveness, but at the same
time is relatively easy to train and does not require
much fine-tuning.

Figure 4: Conv2D-deep network model performance
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4.4 Dense-small network

Our first Dense-small network model has the
following architecture:

1. Flatten layer that converts (3× 768) inputs
into one 2304-dimensional array.

2. Dense layer that outputs 20 neurons followed
by ReLU activation and Dropout.

3. Final classification layer.

The model has 46, 205 trainable parameters in
total. The best achieved accuracy result was 0.818,
i.e. 21, 8% above the baseline. This result has been
achieved after multiple iterations of training each
consisting of 100-200 epochs and reducing learning
rate scheme.

We can see that “small” network has much
more parameters and convolution-based networks
and renders better accuracy. However it takes
more time to converge and is more difficult to
train.

Figure 5: Dense-small network model performance (1st series of 300 epochs)

Figure 6: Dense-small network model performance (2nd series of 300 epochs)

4.5 Dense-medium network

The second Dense-medium network model has the
following architecture:

1. Flatten layer that converts (3× 768) inputs
into one 2304-dimensional array.

2. Dense layer that outputs 50 neurons followed
by ReLU activation and Dropout.

3. Another dense layer that outputs 30 neurons
followed By ReLU activation and Dropout.

4. Final classification layer.

The model has 116, 935 trainable parameters in
total. The best achieved accuracy result was 0.857,
or 25, 7% above the baseline.

This is the best result we recorded. The traini-
ng process was relatively involving, required multi-
ple learning rates adjustment and testing different
combinations of batch size and other parameters.
This result was achieved using a weighted loss
function.
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Figure 7: Dense-medium network model performance (1st series of 300 epochs)

Figure 8: Dense-medium network model performance (2nd series of 300 epochs)

4.6 Dense-large network

Our last Dense-large network model has the
following architecture:

1. Flatten layer that converts (3× 768) inputs
into one 2304-dimensional array

2. Dense layer that outputs 100 neurons
followed by ReLU activation and Dropout

3. Another dense layer that outputs 50 neurons
followed By ReLU activation and Dropout

4. Yet another dense layer that outputs 30
neurons followed By ReLU activation and
Dropout

5. Final classification layer

The model has 237, 235 trainable parameters in
total. The best achieved accuracy result was 0.786,
i.e. 18, 6% above the baseline.

Despite all adjustments and experiments we
can clearly see that this model overfits the data
and demonstrates the worse performance of all
dense networks.

Figure 9: Dense-large network model performance (1st series of 300 epochs)

27



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
фiзико-математичнi науки

2023, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Physics & Mathematics

Figure 10: Dense-large network model performance (2nd series of 300 epochs)

5 Conclusions

In this paper, we have developed the algorithm
for classification of various parameters related to
the civil procedure, such as court case category
and first instance decision. One important feature
of our algorithm is the use of multiple text
inputs such as court claim, claim motivation and
defendant’s response. In order to process such
inputs, we used XLM/RoBerta language model,
which provided us with numerical representations
for such text inputs. Thus, we obtained multi-
ple 768-dimensional vectors that represent our
input. In order to process them all at the same
time, we tried multiple approaches. One approach
was to use convolutional layers, typically used in
computer vision models, to process multiple layers
at once. Our motivation was that each numerical
representation keeps the same type of informati-
on at the same position of the embedding obtai-
ned from the LLM, and so there is some spatial
structure in our inputs if we represent them as a
matrix.

As alternative to convolutions, we used dense
neural networks consisting of fully connected
layers. We tried multiple architectures of each
type and searched for the best combination
of hyperparameters. Finally, we arrived to the
following results.

Dense networks, in general, produce better
quality (measured by accuracy). However, they are
more difficult and expensive to train. Convoluti-
onal networks are usually easier to train, and they
also produce good results, although slightly worse
than that of dense networks.

We may conclude that the use of convolutions
in such tasks deserves further investigation. It may
be fruitful to try to reshape the output of a large
language model so that the similar features are
located close to each other in the resulting numeri-

cal vector, thus increasing the spatial connectivity
of inputs.

References

1. DEVLIN, J., CHANG, M., LEE, K., and
TOUTANOVA, K. (2019) BERT: Pre-
training of Deep Bidirectional Transformers
for Language Understanding. In Proceedi-
ngs of the 2019 Conference of the North
American Chapter of the Association for
Computational Linguistics: Human Language
Technologies, Volume 1 (Long and Short
Papers), pp. 4171-4186, Available from:
https://aclanthology.org/N19-1423/

2. GOLOMOZIY, V., MISHURA, Y.,
IZAROVA, I., and IANEVYCH, T. (2023)
Processing Big Data of Court Decisi-
ons, BALTIC JOURNAL OF MODERN
COMPUTING, Vol. 11, No. 4. Available
from: https://www.bjmc.lu.lv/contents/

3. JOHNSON, R., and ZHANG, T. (2015)
Effective Use of Word Order for Text
Categorization with Convolutional
Neural Networks. In Proceedings of the
2015 Conference of the North Ameri-
can Chapter of the Association for
Computational Linguistics: Human Language
Technologies, pp. 103-112. Available from:
https://aclanthology.org/N15-1011/

4. JOHNSON, R., and ZHANG, T. (2015) Semi-
supervised Convolutional Neural Networks for
Text Categorization via Region Embedding.
In Advances in Neural Information Processi-
ng Systems 28, pp. 919-927.

5. KALCHBRENNER, N., GREFENSTETTE,
E., and BLUNSOM, P. (2014) A Convoluti-
onal Neural Network for Modelling Sentences.

28



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
фiзико-математичнi науки

2023, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Physics & Mathematics

In Proceedings of the 52nd Annual Meeting
of the Association for Computational Lingui-
stics (Volume 1: Long Papers), pp. 655-665.
Available from: https://aclanthology.org/P14-
1062/

6. KIM, Y., (2014) Convolutional Neural
Networks for Sentence Classification. In
Proceedings of the 2014 Conference on Empi-
rical Methods in Natural Language Processing,
pp. 1746-1751.

7. NGUYEN, T. H., and GRISHMAN, R.
(2015) Relation Extraction: Perspecti-
ve from Convolutional Neural Networks.
In Proceedings of the 1st Workshop on
Vector Space Modeling for Natural Language
Processing, pp. 39-48. Available from:
https://aclanthology.org/W15-1506/

8. SANTOS, C. N. DOS, and GATTI, M.
2014. Deep Convolutional Neural Networks
for Sentiment Analysis of Short Texts. In
Proceedings of COLING 2014, the 25th
International Conference on Computational
Linguistics: Technical Papers, pp. 69-78. Avai-
lable from: https://aclanthology.org/C14-
1008/

9. SHEN, Y., HE, X., GAO, J., DENG,
L., and MESNIL, G. (2014) A Latent
Semantic Model with Convolutional-Pooling
Structure for Information Retrieval. In
Proceedings of the 23rd ACM International
Conference on Conference on Information
and Knowledge Management, pp. 101-110.
https://doi.org/10.1145/2661829.2661935

10. SONI, S., CHOUHAN, S.S. and RATHORE,
S.S. (2023) TextConvoNet: a convolutional
neural network based architecture for text
classification. Appl Intell 53, 14249-14268.
https://doi.org/10.1007/s10489-022-04221-9

11. WANG, P., XU, J., XU, B., LIU, C.,
ZHANG, H., WANG, F., and HAO, H.

(2015) Semantic Clustering and Convoluti-
onal Neural Network for Short Text Categori-
zation. In Proceedings of the 53rd Annual
Meeting of the Association for Computati-
onal Linguistics and the 7th International Joi-
nt Conference on Natural Language Processi-
ng (Volume 2: Short Papers), pp. 352-357.
Available from: https://aclanthology.org/P15-
2058/

12. WESTON, J., and ADAMS, K. (2014)
TagSpace: Semantic Embeddings from
Hashtags. In Proceedings of the 2014
Conference on Empirical Methods in Natural
Language Processing., pp. 1822-1827. Avai-
lable from: https://aclanthology.org/D14-
1194/

13. WIDIASTUTI, N., (2019) Convolution
Neural Network for Text Mining and Natural
Language Processing. IOP Conference
Series: Materials Science and Engineeri-
ng, Issue 5, Vol. 662. doi: 10.1088/1757-
899X/662/5/052010

14. YUAN, K., GUO, S., LIU, Z., ZHOU, A.,
YU, F., and WU, W. (2021) Incorporati-
ng Convolution Designs Into Visual
Transformers. In Proceedings of the
IEEE/CVF International Conference
on Computer Vision., pp. 559-568. doi:
10.1109/ICCV48922.2021.00062

15. ZENG, D., LIU, K., LAI, S., ZHOU, G.,
and ZHAO, J. (2014) Relation Classi-
fication via Convolutional Deep Neural
Network. In Proceedings of COLING
2014, the 25th International Conference
on Computational Linguistics: Technical
Papers, pp. 2335-2344. Available from:
https://aclanthology.org/C14-1220/

Received: 28.10.2023

The work has been done within the project ”Innovative technologies for processing court decisi-
ons using machine learning algorithms” K-I-186, financed by an external instrument of assistance of
the European Union to fulfill Ukraine’s obligations in the European Union Framework Program for
Research and Innovation ”Horizon 2020”.

29



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2023, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 519.21

I. I. Голiченко1, к. ф.-м. н., доц.
М. П. Моклячук2, д. ф.-м. н., проф.

Задача фiльтрацiї для перiодично
корельованих випадкових
послiдовностей iз пропущенними
значеннями

1 Нацiональний технiчний унiверситет
України ”Київський полiтехнiчний iнститут
Iгоря Сiкорського”, м. Київ 03056, Україна
e-mail: idubovetska@gmail.com
2 Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка, 01601, м. Київ, вул. Воло-
димирська 64
e-mail: moklyachuk@gmail.com

I. I. Golichenko1, Ph.D., Assoc. Prof.
M. P. Moklyachuk2, Dr.Sci., Prof.

Filtering problem for periodically
correlated stochastic sequences with
missing observations

1 National Technical University of Ukraine ”Igor
Sikorsky Kyiv Politechnic Institute”, Kyiv 03056,
Ukraine
e-mail: idubovetska@gmail.com
2 Taras Shevchenko National University of Kyiv,
64 Volodymyrska Str., Kyiv 01601, Ukraine
e-mail: moklyachuk@gmail.com

Дослiджується задача оптимального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих зна-
чень перiодично корельованої стохастичної послiдовностi за спостереженнями послiдовностi iз
пропущеними значеннями. Знайдено формули для обчислення значень середньокваратичних по-
хибок та спектральних характеристик оптимальних оцiнок функцiоналiв у випадку, коли спе-
ктральнi щiльностi послiдовностей точно вiдомi. Отримано формули для визначення найменш
сприятливих спектральних щiльностей та мiнiмаксних спектральних характеристик опти-
мальних лiнiйних оцiнок функцiоналiв у випадку спектральної невизначеностi, коли спектраль-
нi щiльностi послiдовностей точно не вiдомi, але задано множини допустимих спектральних
щiльностей.
Ключовi слова: перiодично корельована стохастична послiдовнiсть, мiнiмаксна (робастна) оцiн-
ка, найменш сприятлива спектральна щiльнiсть, мiнiмакснi спектральнi характеристики.

The problem of the mean-square optimal estimation of the linear functionals which depend on the
unknown values of a periodically correlated stochastic sequence from observations of the sequence with
missings is considered. Formulas for calculation the mean-square error and the spectral characteri-
stic of the optimal estimate of the functionals are proposed in the case where spectral densities of the
sequences are exactly known. Formulas that determine the least favorable spectral densities and the mi-
nimax spectral characteristics are proposed in the case of spectral uncertainty, when spectral densities
of sequences are not exactly known but the class of admissible spectral densities is given.
Key Words: periodically correlated stochastic sequence, minimax (robust) estimate, least favorable spectral
density, minimax spectral characteristics.

Introduction

W. R. Bennett in 1958 [1] started to explore
cyclostationarity as a phenomenon and property
of the process, which describes signals in
channels of communication. Studying the stati-
stical characteristics of information transmissi-
on, he calls the group of telegraph signals the
cyclostationary process, that is the process whose
group of statistics changes periodically with time.
W. A. Gardner and L. E. Franks [3] highlights the
greatest similarity of cyclostationary processes,
which are a subclass of nonstationary processes,

with stationary processes. W. A. Gardner [4],
W. A. Gardner, A. Napolitano and L. Paura [5]
presented bibliography of works in which properti-
es and applications of cyclostationary processes
were studied. Recent developments and applicati-
ons of cyclostationary signal analysis are revi-
ewed in the papers by A. Napolitano [28], [29]. In
other sources cyclostationary processes are called
periodically stationary, periodically nonstationary,
periodically correlated. We will use the term peri-
odically correlated processes.

E. G. Gladyshev in 1961 [6] was the first who

c⃝ I. I. Golichenko, M. P. Moklyachuk, 2023
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published the analysis of spectral properties and
representation of periodically correlated sequences
based on its connection with vector stationary
sequences. He formulated the necessary and suffi-
cient conditions for determining of periodically
correlated sequence in terms of the correlation
function. A. Makagon carried in his works [17], [18]
detailed spectral analysis of periodically correlated
sequences. Main ideas of the research of periodi-
cally correlated sequences are outlined in the book
by H. L. Hurd and A. Miamee [12].

The problem of estimation of unknown values
of random processes is one of the very important
and topical subsections of the theory of stochastic
processes. Processes that are observed can be
completely defined by its characteristics (correlati-
on function, spectral density, canonical decomposi-
tion) or their characteristics can be defined only
by the set of admissible values of characteri-
stics. The linear extrapolation and interpolation
problems for stationary stochastic processes under
the condition that spectral densities are known
exactly were first introduced by A. N. Kolmogorov
[15]. Solutions of the extrapolation and filtering
problems for stationary processes and sequences
with rational spectral densities were offered by
N. Wiener [34] and A. M. Yaglom [35]. Predicti-
on problems for vector-valued stationary processes
were investigated by Yu. A. Rozanov [32] and
E. J. Hannan [11].

Since processes often accompanied by undesi-
rable noise it is naturally to assume that the exact
value of spectral density is unknown and the model
of process is given by a set of restrictions on
spectral density. K. S. Vastola and H. V. Poor
[33] showed for certain classes of spectral densities
that the Wiener filter is very sensitive to minor
changes of spectral model unlike the robust Wi-
ener filter. That is the filter is the least sensitive to
the worst case of uncertainty. Thus, it is reasonable
to use the minimax (robust) estimation method,
which allows to define the optimal estimate for
all densities from a certain class of the admissible
spectral densities simultaneously. Ulf Grenander
[10] was the first who proposed the minimax
approach to the extrapolation problem for stati-
onary processes. A survey of results in minimax-
robust methods of data processing can be found in
the paper by S. A. Kassam and H. V. Poor [14].
Formulation and investigation of the problems of
extrapolation and interpolation of linear functi-

onals which depend on the unknown values of
stationary sequences from observations with and
without noise are presented by M. P. Moklyachuk
in the paper [23]. Similar problems of optimal esti-
mation of vector-valued stationary sequences and
processes were examined by M. P. Moklyachuk
and O. Yu. Masyutka [24], by O. Yu. Masyutka,
I. I. Golichenko and M. P. Moklyachuk [22].

In their book M. M. Luz and
M. P. Moklyachuk [16] investigated the minimax
estimation problems for linear functionals whi-
ch depends on unobserved values of stochastic
sequences with stationary increments. In their
book I. I. Golichenko and M. P. Moklyachuk
[27] presented results of investigation of the
interpolation, extrapolation and filtering problems
for linear functionals from periodically correlated
stochastic sequences and processes.

The interpolation and extrapolation problems
of linear functionals from periodically correlated
stochastic sequences with missing observati-
ons were investigated by I. I. Golichenko and
M. P. Moklyachuk in [7], [9], by I. I. Goli-
chenko, O. Yu. Masyutka and M. P. Moklyachuk
in [8]. The results of the study of the extrapolati-
on, interpolation and filtering problems for li-
near functionals constructed from unobserved
values of multidimensional stochastic sequences
and processes are presented in the papers by
O. Yu. Masyutka, M. P. Moklyachuk and M. I. Si-
dei [19]–[21], [26]. We also refer to the book by
M. P. Moklyachuk, O. Yu. Masyutka and I. I. Goli-
chenko [25] where results of the investigation of
the problem of mean square optimal estimation
(forecasting, interpolation, and filtering) of linear
functionals constructed from unobserved values of
periodically correlated isotropic random fields are
described.

In this paper we study the problem of opti-
mal linear estimation of the functional Aζ =∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j), which depends on the unknown

values of a periodically correlated stochastic
sequence ζ(−j), j ∈ Zs = {T + 1, T +

2, . . . }\
s∪

i=1
{Mi ·T+1, . . . , (Mi+Ni)·T}. Estimati-

on is based on observations of the sequence ζ(j)+
θ(j) at points j ∈ {. . . ,−(T+2),−(T+1)}\S, S =
s∪

i=1
{−(Mi + Ni) · T, . . . ,−Mi · T − 1}. θ(j) is

an uncorrelated with ζ(j) periodically correlated
stochastic sequence. Formulas for calculation the
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mean square error and the spectral characteri-
stic of the optimal estimate of the functional Aζ
are proposed in the case where spectral densities
are exactly known. Formulas that determine the
least favorable spectral densities and the minimax
spectral characteristic are proposed for the given
class of admissible spectral densities.

1 Periodically correlated and multidi-
mensional stationary sequences

The term periodically correlated process was
introduced by E. G. Gladyshev [6] while
W. R. Bennett [1] called random and periodic
processes cyclostationary process.

Periodically correlated sequences are
stochastic sequences that have periodic structure
(see, for example, the book by H. L. Hurd and
A. Miamee [12]).

Definition 1.1. A complex valued stochastic
sequence ζ(n), n ∈ Z with zero mean, Eζ(n) = 0,
and finite variance, E|ζ(n)|2 < +∞, is called
cyclostationary or periodically correlated (PC) wi-
th period T (T -PC) if for every n,m ∈ Z

Eζ(n+T )ζ(m+ T ) = R(n+T,m+T ) = R(n,m)
(1)

and there are no smaller values of T > 0 for which
(1) holds true.

Definition 1.2. A complex valued T-variate
stochastic sequence ξ⃗(n) = {ξν(n)}Tν=1 , n ∈ Z
with zero mean, Eξν(n) = 0, ν = 1, . . . , T , and
E||ξ⃗(n)||2 <∞ is called stationary if for all n,m ∈
Z and ν, µ ∈ {1, . . . , T}

Eξν(n)ξµ(m) = Rνµ(n,m) = Rνµ(n−m).

If this is the case, we denote R(n) =
{Rνµ(n)}Tν,µ=1 and call it the covariance matrix
of T-variate stochastic sequence ξ⃗(n).

Proposition 1.1. (E. G. Gladyshev [6]). A
stochastic sequence ζ(n) is PC with period T if
and only if there exists a T -variate stationary
sequence ξ⃗(n) = {ξν(n)}Tν=1 such that ζ(n) has
the representation

ζ(n) =

T∑
ν=1

e2πinν/T ξν(n), n ∈ Z. (2)

The sequence ξ⃗(n) is called generating sequence of
the sequence ζ(n).

Proposition 1.2. (E. G. Gladyshev [6]). A complex
valued stochastic sequence ζ(n), n ∈ Z with zero
mean and finite variance is PC with period T if
and only if the T -variate blocked sequence ζ⃗(n) of
the form

[ζ⃗(n)]p = ζ(nT + p), n ∈ Z, p = 1, . . . , T (3)

is stationary.

We will denote by f ζ⃗(λ) =
{
f ζ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1

the matrix valued spectral density function
of the T -variate stationary sequence ζ⃗(n) =
(ζ1(n), . . . , ζT (n))

⊤ arising from the T -blocking
(3) of a univariate T-PC sequence ζ(n).

2 The classical projection method of fi-
ltering

Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated T-PC stochastic
sequences. Consider the problem of optimal linear
estimation of the functional

Aζ =
∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j),

that depends on the unknown values of T -PC
stochastic sequence ζ(−j), j ∈ Zs = {T + 1, T +

2, . . . }\
s∪

i=1
{Mi · T + 1, . . . , (Mi +Ni) · T}, (Mi >

1,Mi > Mi−1 + Ni−1, i = 1, ...s). Estimation is
based on observations of the sequence ζ(j) + θ(j)
at points j ∈ {. . . ,−(T + 2),−(T + 1)}\S, S =
s∪

i=1
{−(Mi+Ni) ·T, . . . ,−Mi ·T −1}. Note that in

every interval of known and unknown observations
of sequence ζ(j)+θ(j) the amount of observations
is a multiple of the period T.

Let assume that the coefficients a(j), j ∈ Zs

which determine the functional Aζ satisfy condi-
tion ∑

j∈Zs

|a(j)| <∞ (4)

and are of the form

a(j) = a

((
j −

[
j

T

]
T

)
+

[
j

T

]
T

)
=

a(ν + j̃T ) = a(j̃)e2πij̃ν/T , (5)

where ν = 1, . . . , T, j̃ =
[
j
T

]
> 1; ν = T and

j̃ = λ− 1, if j = T · λ, λ ∈ Z, or

a(j) = a(T ·λ) = a(T+(λ−1)T ) = a(λ−1)e2πi(λ−1)T/T .
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Under the condition (4) the functional Aζ has the
finite second moment.

Using Proposition 1.2, the linear functional
Aζ can be written as follows

Aζ =
∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j) =

∑
j̃∈Z̃s

a(j̃)

T∑
ν=1

e2πij̃ν/T ζ(−(ν + j̃T )) =

∑
j̃∈Z̃s

T∑
ν=1

a(j̃)e2πij̃ν/T ζν(−j̃) =

∑
j̃∈Z̃s

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(−j̃) = Aζ⃗,

where

Z̃s = {1, 2, 3, . . . , }\
s∪

i=1

{Mi, . . . ,Mi +Ni − 1},

a⃗⊤(j̃) =
(
a1(j̃), . . . , aT (j̃)

)
,

aν(j̃) = a(j̃)e2πij̃ν/T , ν = 1, . . . , T, (6)

ζ⃗(j̃) =
{
ζν(j̃)

}T

ν=1
is T -variate stationary

sequence, obtained by the T -blocking (3) of uni-
variate T -PC sequence ζ(−j), j ∈ Zs.

Let ζ⃗(j) and θ⃗(j) be uncorrelated T-variate
stationary stochastic sequences with the spectral

density matrices f ζ⃗(λ) =
{
f ζ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
and

f θ⃗(λ) =
{
f θ⃗νµ(λ)

}T

ν,µ=1
, respectively. Consider the

problem of optimal linear estimation of the functi-
onal

Aζ⃗ =
∑
j̃∈Z̃s

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(−j̃),

that depends on the unknown values of sequence
ζ⃗(−j̃), j̃ ∈ Z̃s, based on observations of the
sequence ζ⃗(j̃)+ θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−2,−1}\ S̃,
S̃ =

s∪
i=1

{−(Mi +Ni) + 1, . . . ,−Mi}.

Let the spectral densities f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ)
satisfy the minimality condition∫ π

−π
Tr

[
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1

]
dλ < +∞. (7)

Condition (7) is necessary and sufficient in order
that the error-free filtering of unknown values of
the sequence ζ⃗(j) + θ⃗(j) is impossible [32].

Define as H = L2(Ω,F, P ) the Hilbert
space generated by random variables ζ with zero
mathematical expectation, Eζ = 0, finite vari-
ation, E|ζ|2 < ∞, and inner product (ζ, θ) =
Eζθ. Consider values ζν(j), ν = 1, ..., T ; j ∈ Z
and θν(j), ν = 1, ..., T ; j ∈ Z as elements of H.
Denote by Hs[ζ⃗ + θ⃗] the closed linear subspace
in the Hilbert space H generated by elements
{ζν(j̃) + θν(j̃), j̃ ∈ {...,−2,−1} \ S̃, ν = 1, ..., T}.

Denote by L2(f) the Hilbert space of vector
valued functions b⃗(λ) = {bν(λ)}Tν=1 that are
integrable with respect to a measure with the
density f(λ) = {fνµ(λ)}Tν,µ=1:∫ π

−π
b⃗⊤(λ)f(λ)⃗b(λ)dλ =∫ π

−π

T∑
ν,µ=1

bν(λ)fνµ(λ)bµ(λ)dλ < +∞.

Denote by Ls
2(f) the subspace in L2(f)

generated by functions

eij̃λδν , δν = {δνµ}Tµ=1 ,

ν = 1, . . . , T, j̃ ∈ {...,−2,−1} \ S̃,

where δνν = 1, δνµ = 0 for ν ̸= µ.

Every linear estimate Âζ⃗ of the functional Aζ⃗
from observations of the sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at
points j̃ ∈ {...,−2,−1} \ S̃ has the form

Âζ⃗ =

∫ π

−π
h⃗⊤(eiλ)(Z ζ⃗(dλ) + Z θ⃗(dλ)) =∫ π

−π

T∑
ν=1

hν(e
iλ)(Z ζ⃗

ν (dλ) + Z θ⃗
ν (dλ)), (8)

where Z ζ⃗(∆) =
{
Z ζ⃗
ν (∆)

}T

ν=1
and Z θ⃗(∆) ={

Z θ⃗
ν (∆)

}T

ν=1
are orthogonal random measures

of the sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), and h⃗(eiλ) ={
hν(e

iλ)
}T

ν=1
is the spectral characteristic of the

estimate Âζ⃗. The function h⃗(eiλ) ∈ Ls
2(f

ζ⃗ + f θ⃗).
The mean square error ∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) of the esti-

mate Âζ⃗ is calculated by the formula

∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) = E|Aζ⃗ − Âζ⃗|2 =

=
1

2π

∫ π

−π

[
A(eiλ)− h⃗(eiλ)

]⊤
f ζ⃗(λ)

[
A(eiλ)− h⃗(eiλ)

]
dλ+

(9)

+
1

2π

∫ π

−π
h⃗⊤(eiλ)f θ⃗(λ)⃗h(eiλ)dλ,
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A(eiλ) =
∑
j̃∈Z̃s

a⃗(j̃)e−ij̃λ.

The spectral characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) of the opti-
mal linear estimate of Aζ⃗ minimizes the mean
square error

∆(f ζ⃗ , f θ⃗) = ∆(⃗h(f ζ⃗ , f θ⃗); f ζ⃗ , f θ⃗) =

min
h⃗∈Ls

2(f
ζ⃗+f θ⃗)

∆(⃗h; f ζ⃗ , f θ⃗) = min
Âζ⃗

E

∣∣∣∣Aζ⃗ − Âζ⃗

∣∣∣∣2 .
(10)

With the help of the Hilbert space projection
method proposed by A. N. Kolmogorov [15] we can
find a solution of the optimization problem (10).

The optimal linear estimate Âζ⃗ is a projection of
the functional Aζ⃗ on the subspace Hs[ζ⃗ + θ⃗]. The
projection is characterized by following conditions

1) Âζ⃗ ∈ Hs[ζ⃗ + θ⃗],

2) Aζ⃗ − Âζ⃗ ⊥ Hs[ζ⃗ + θ⃗].
The condition 2) gives us the possibility to

derive the formula for spectral characteristic of the
estimate

h⃗⊤(f ζ⃗ , f θ⃗) =(
A⊤(eiλ)f ζ⃗(λ)− C⊤(eiλ)

) [
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
=

A⊤(eiλ)−
(
A⊤(eiλ)f θ⃗(λ) + C⊤(eiλ)

)
×

×
[
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
, (11)

where

C(eiλ) =
∑
j∈S̃

c⃗(n)eijλ +

∞∑
j=0

c⃗(n)eijλ,

where c⃗(j), j ∈ S̃ ∪ {0, 1, 2, ...}, are unknown
vectors of coefficients.

Denote by U = S̃ ∪ {0, 1, 2, ...}.
Condition 1) is satisfied if the system of

equalities∫ π

−π
h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗)e−imλdλ = 0,m ∈ U (12)

holds true.
The last equalities (12) provide the following

relations∑
j̃∈Z̃s

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1e−iλ(j̃+m)dλ−

∑
j̃∈S̃

c⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1e−iλ(m−j̃)dλ−

∞∑
j̃=0

c⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1e−iλ(m−j̃)dλ = 0⃗,

m ∈ U. (13)

Denote the Fourier coefficients of the matrix
functions (f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1 and f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ) +

f θ⃗(λ))−1 as

B(m, j̃) =
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1e−iλ(m−j̃)dλ,

m ∈ U, j̃ ∈ U,

R(m, j̃) =
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ)+f θ⃗(λ))−1e−iλ(m+j̃)dλ,

m ∈ U, j̃ ∈ Z̃s.

Using the notations above we can rewrite
relation (13) in the form of the system of equations∑
j̃∈Z̃s

R(m, j̃)⃗a(j̃) =
∑
j̃∈S̃

B(m, j̃)c⃗(j̃)+

∞∑
j̃=0

B(m, j̃)c⃗(j̃),

m ∈ U. (14)

Denote by

a⃗⊤ =

0⃗⊤, ..., 0⃗⊤︸ ︷︷ ︸∑s
i=1 Ni+1

, a⃗⊤(1), ..., a⃗⊤(M1 − 1),

0⃗⊤, ...., 0⃗⊤︸ ︷︷ ︸
N1

, ..., a⃗⊤(Ms +Ns), a⃗
⊤(Ms +Ns + 1), ...


a vector that has zero vectors 0⃗⊤ = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

T

),

vectors a⃗(1), ..., a⃗(M1 − 1), ..., a⃗(Ms + Ns), ..., are
constructed from coefficients of the functional Aζ
by formula (6).

Denote by c⃗⊤ = (c⃗⊤(m))m∈U a vector of the
unknown coefficients.

The last system of equations (14) can be rewri-
tten in the matrix form

Ra⃗ = Bc⃗.

The linear operator B is defined by the matrix

B =


Bs,s Bs,s−1 . . . Bs,1 Bs,n

Bs−1,s Bs−1,s−1 . . . Bs−1,1 Bs−1,n

. . . . . . . . . . . .
B1,s B1,s−1 . . . B1,1 B1,n

Bn,s Bn,s−1 . . . Bn,1 Bn,n

 ,
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constructed with the help of the block-matrices

Bl,k =
{
Bl,k(m, j̃)

}−Ml

m=−(Ml+Nl)+1

−Mk

j̃=−(Mk+Nk)+1
,

l, k = 1, ..., s,

Bl,n =
{
Bl,n(m, j̃)

}−Ml

m=−(Ml+Nl)+1

∞
j̃=0

, l = 1, ..., s,

Bn,l =
{
Bn,l(m, j̃)

}∞

m=0

−Ml

j̃=−(Ml+Nl)+1
, l = 1, ..., s,

Bn,n =
{
Bn,n(m, j̃)

}∞

m=0

∞
j̃=0

,

Bl,k(m, j̃) = B(m, j̃),∀l, k =∈ {1, ..., s} ∪ {n}.

The linear operator R is defined by the
corresponding matrix, which is constructed in the
same manner as matrix B.

The unknown coefficients c⃗(m),m ∈ U are
determined from the equation

c⃗ = B−1Ra⃗, (15)

where the m-th component of the vector c⃗ is the
m-th component of vector B−1Ra⃗:

c⃗(m) = (B−1Ra⃗)(m), m ∈ U. (16)

We will suppose that the operator B has the
inverse matrix.

The mean-square error of the optimal estimate

Âζ⃗ is calculated by the formula (9) and is of the
form

∆(⃗h, f ζ⃗ , f θ⃗) = E|Aζ⃗ − Âζ⃗|2 =∑
j̃∈U

∑
m∈U

a⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1×

× f θ⃗(λ)e−iλ(j̃−m)dλ · a⃗(m)+∑
j̃∈U

∑
m∈U

c⃗⊤(j̃)
1

2π

∫ π

−π
(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1×

× e−iλ(m−j̃)dλ · c⃗(m) =

⟨Da⃗, a⃗⟩+ ⟨Bc⃗, c⃗⟩, (17)

where ⟨a, b⟩ denotes the scalar product, D is
defined by the corresponding matrix, which is
constructed in the same manner as matrix B, with
elements

D(m, j̃) =
1

2π

∫ π

−π
f ζ⃗(λ)(f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ))−1×

×f θ⃗(λ)e−i(j̃−m)λdλ, m, j̃ ∈ U.

The following statement holds true.

Theorem 2.1. Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated
T-PC stochastic sequences with the spectral density
matrices f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate stationary
sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), respectively. Assume that
f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) satisfy the minimality condition
( 7). Assume that condition ( 4) is satisfied and
operator B is invertible. The spectral characteri-
stic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) and the mean square error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗)
of the optimal linear estimate of the functional Aζ⃗
based on observations of the sequence ζ⃗(j̃)+θ⃗(j̃) at
points j̃ ∈ {...,−1} \ S̃, are calculated by formulas
( 11) and ( 17).

Consider the mean-square estimation problem
of functional Aζ =

∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j), Zs = {T +

1, T + 2, ...} \ {MT + 1, ..., (M + N)T} based
on observations of the sequence ζ(j) + θ(j) at
points j ∈ {...,−(T + 2),−(T + 1)} \ {−(M +
N)T, ...,−MT − 1}. Using Proposition 1.2, the li-
near functional Aζ can be written as follows

Aζ =
∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j) =
∑
j̃∈Z̃s

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(−j̃) = Aζ⃗,

where

Z̃s = {1, 2, 3, . . . , }\{M, . . . ,M +N − 1}.

The estimate Âζ⃗ of functional Aζ⃗ from
observations of sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−1} \ {−(M +N) + 1, ...,−M} is defined
by spectral characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) (see formula
(8)). The spectral characteristic is calculated by
the following formula

h⃗⊤(f ζ⃗ , f θ⃗) =
(
A⊤(eiλ)f ζ⃗(λ)− C⊤(eiλ)

)
×

×
[
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
, (18)

where C(eiλ) =
−M∑

j=−(M+N)+1

c⃗(j)eijλ+
∞∑
j=0

c⃗(j)eijλ,

unknown coefficients c⃗(j), j ∈ {−(M + N) +
1, ...,−M} ∪ {0, 1, ...} are calculated by formula

c⃗ = B−1Ra⃗.

Linear operators B,R are defined by compound
matrices, for example

B =

(
B1,1 Bs,n

Bn,s Bn,n

)
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is constructed with the help of the block-matrices
B1,1, Bs,n, Bn,s, Bn,n with the elements

B1,1 =
{
B1,1(m, j̃)

}−M

m=−(M+N)−1

−M

j̃=−(M+N)−1
,

Bs,n =
{
Bs,n(m, j̃)

}−M

m=−(M+N)−1

∞
j̃=0

,

Bn,s =
{
Bn,s(m, j̃)

}∞

m=0

−M

j̃=−(M+N)−1
,

Bn,n =
{
Bn,n(m, j̃)

}∞

m=0

∞
j̃=0

.

The vector

a⃗⊤ =

0⃗⊤, ..., 0⃗⊤︸ ︷︷ ︸
N+1

, a⃗⊤(1), ..., a⃗⊤(M − 1),

0⃗⊤, ...., 0⃗⊤︸ ︷︷ ︸
N

, a⃗⊤(M +N), a⃗⊤(M +N + 1), ...


is a vector with vectors a⃗(1), ..., a⃗(M − 1), a⃗(M +
N), ..., constructed from coefficients of the functi-
onal Aζ by formula (6).

The mean square error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗) is calculated
by the formula

∆(f ζ⃗ , f θ⃗) = ⟨Da⃗, a⃗⟩+ ⟨Bc⃗, c⃗⟩, (19)

where linear operator D is defined by the
corresponding matrix, which is constructed in the
same manner as matrix B above.

The following corollary from the theorem 2.1
holds true.

Corollary 2.1. Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated
T-PC stochastic sequences with the spectral
density matrices f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate
stationary sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), respecti-
vely. Assume that f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) satisfy the
minimality condition (7). Assume that condi-
tion (4) is satisfied and operator B is inverti-
ble. The spectral characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) and the
mean square error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗) of the optimal li-
near estimate of the functional Aζ⃗ based on
observations of the sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at poi-
nts j̃ ∈ {...,−1} \ {−(M + N) + 1, ...,−M}, are
calculated by formulas (18) and (19).

Consider the mean-square estimation problem
of functional Aζ =

∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j), Zs = {T +

1, T + 2, ...} \ {MT + 1, ...,MT + T} based on
observations of the sequence ζ(j) + θ(j) at poi-
nts j ∈ {...,−(T + 2),−(T + 1)} \ {−(MT +
T ), ...,−(MT + 1)}. Using Proposition 1.2, the li-
near functional Aζ can be written as follows

Aζ =
∑
j∈Zs

a(j)ζ(−j) =
∑
j̃∈Z̃s

a⃗⊤(j̃)ζ⃗(−j̃) = Aζ⃗,

where
Z̃s = {1, 2, 3, . . . , }\{M}.

The estimate Âζ⃗ of functional Aζ⃗ from
observations of sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−1} \ {−M} is defined by spectral
characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗). The spectral characteri-
stic is calculated by the following formula

h⃗⊤(f ζ⃗ , f θ⃗) =
(
A⊤(eiλ)f ζ⃗(λ)− C⊤(eiλ)

)
×

×
[
f ζ⃗(λ) + f θ⃗(λ)

]−1
, (20)

where C(eiλ) = c⃗(−M)e−iMλ +
∞∑
j=0

c⃗(j)eijλ,

unknown coefficients c⃗(j), j ∈ {−M} ∪ {0, 1, ...}
are calculated by formula

c⃗ = B−1Ra⃗.

Linear operators B,R are defined by compound
matrices, for example

B =

(
B−M,−M B−M,n

Bn,−M Bn,n

)
is constructed with the help of the block-matrices
B−M,−M , B−M,n, Bn,−M , Bn,n with the elements

B−M,−M = B(−M,−M),

B−M,n =
{
B−M,n(−M, j̃)

}
, j̃ = 0, 1, ...,

Bn,−M = {Bn,−M (m,−M)} , m = 0, 1, ...,

Bn,n =
{
Bn,n(m, j̃)

}∞

m=0

∞
j̃=0

.

The vector

a⃗⊤ =
(
0⃗⊤, 0⃗⊤, a⃗⊤(1), ..., a⃗⊤(M − 1), 0⃗⊤,

a⃗⊤(M + 1), a⃗⊤(M + 2), ...
)

is a vector with vectors a⃗(1), ..., a⃗(M − 1), a⃗(M +
1), ..., constructed from coefficients of the functi-
onal Aζ by formula (6).
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The mean square error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗) is calculated
by the formula

∆(f ζ⃗ , f θ⃗) = ⟨Da⃗, a⃗⟩+ ⟨Bc⃗, c⃗⟩, (21)

where linear operator D is defined by the
corresponding matrix, which is constructed in the
same manner as matrix B above.

The next corollary from the theorem 2.1 holds
true.

Corollary 2.2. Let ζ(j) and θ(j) be uncorrelated
T-PC stochastic sequences with the spectral
density matrices f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate
stationary sequences ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃), respectively.
Assume that f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) satisfy the mini-
mality condition (7). Assume that condition (4) is
satisfied and operator B is invertible. The spectral
characteristic h⃗(f ζ⃗ , f θ⃗) and the mean square
error ∆(f ζ⃗ , f θ⃗) of the optimal linear estimate of
the functional Aζ⃗ based on observations of the
sequence ζ⃗(j̃)+θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−1}\{−M},
are calculated by formulas (20) and (21).

The filtering problem of linear functional for
the case with factorization of density matrices
f ζ⃗(λ) and f θ⃗(λ) of T-variate stationary sequences
ζ⃗(j̃) and θ⃗(j̃) is considered in the article [2].

3 Minimax (robust) method of filtering
problem

Let f(λ) and g(λ) be the spectral density matrices
of T -variate stationary sequences ζ⃗(j) and θ⃗(j),
obtained by T -blocking (3) of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively.

Formulas (11) and (17), (18) and (19), (20)
and (21) may be applied for finding the spectral
characteristic and the mean square error of the
optimal linear estimate of the functional Aζ⃗ only
under the condition that the spectral density
matrices f(λ) and g(λ) are exactly known. If the
density matrices are not known exactly while a
set D = Df ×Dg of possible spectral densities is
given, the minimax (robust) approach to estimati-
on of functionals from unknown values of stati-
onary sequences is reasonable. In this case we fi-
nd the estimate which minimizes the mean square
error for all spectral densities from the given set
simultaneously.

Definition 3.1. For a given class of pairs of
spectral densities D = Df ×Dg the spectral densi-
ty matrices f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg are called the
least favorable in D for the optimal linear esti-
mation of the functional Aζ⃗ if

∆(f0, g0) = ∆(⃗h(f0, g0); f0, g0) =

max
(f,g)∈D

∆(⃗h(f, g); f, g).

Definition 3.2. For a given class of pairs of
spectral densities D = Df × Dg the spectral
characteristic h⃗0(λ) of the optimal linear estimate
of the functional Aζ⃗ is called minimax (robust) if

h⃗0(λ) ∈ HD =
∩

(f,g)∈D

Ls
2(f + g),

min
h⃗∈HD

max
(f,g)∈D

∆(⃗h; f, g) = max
(f,g)∈D

∆(⃗h0; f, g).

Taking into consideration these definitions
and the obtained relations we can verify that the
following lemma holds true.

Lemma 3.1. The spectral density matrices
f0(λ) ∈ Df , g0(λ) ∈ Dg, that satisfy the mini-
mality condition (7), are the least favorable in the
class D for the optimal linear estimation of Aζ⃗, if
the Fourier coefficients of the matrix functions

(f0(λ) + g0(λ))−1, f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1,

f0(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1g0(λ)

define matrices B0,R0,D0, that determine a
solution of the constrained optimization problem

max
(f,g)∈D

(⟨Ra⃗,B−1Ra⃗⟩) + ⟨Da⃗, a⃗⟩) =

⟨R0a⃗, (B0)−1R0a⃗⟩) + ⟨D0a⃗, a⃗⟩. (22)

The minimax spectral characteristic h⃗0 =
h⃗(f0, g0) is given by (11), if h⃗(f0, g0) ∈ HD.

The least favorable spectral densities f0(λ) ∈
Df , g0(λ) ∈ Dg and the minimax spectral
characteristic h⃗0 = h⃗(f0, g0) form a saddle poi-
nt of the function ∆(⃗h; f, g) on the set HD × D.
The saddle point inequalities

∆(⃗h0; f, g) 6 ∆(⃗h0; f0, g0) 6 ∆(⃗h; f0, g0),

∀h⃗ ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

hold true when h⃗0 = h⃗(f0, g0), h⃗(f0, g0) ∈ HD

and (f0, g0) is a solution of the constrained opti-
mization problem

∆
(
h⃗(f0, g0); f, g

)
→ sup, (f, g) ∈ Df ×Dg.

(23)
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The linear functional ∆(⃗h(f0, g0); f, g) is
calculated by the formula

∆(⃗h(f0, g0); f, g) =

=
1

2π

∫ π

−π

(
A⊤(eiλ)g0(λ) + (C0(eiλ))⊤

)
×

×(f0(λ) + g0(λ))−1f(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1×

×
(
A⊤(eiλ)g0(λ) + (C0(eiλ))⊤

)∗
dλ+

+
1

2π

∫ π

−π

(
A⊤(eiλ)f0(λ)− (C0(eiλ))⊤

)
×

×(f0(λ) + g0(λ))−1g(λ)(f0(λ) + g0(λ))−1×

×
(
A⊤(eiλ)f0(λ)− (C0(eiλ))⊤

)∗
dλ,

where C0(eiλ) =
∑

j∈U c⃗
0(j)eijλ, according

to the formula (16) column vectors c⃗ 0(j) =
((B0)−1R0a⃗)(j).

The constrained optimization problem (23)
is equivalent to the unconstrained optimization
problem, [30]:

∆D(f, g) = −∆(⃗h(f0, g0); f, g)+

δ((f, g) |Df ×Dg ) → inf, (24)

where δ((f, g)|Df × Dg) is the indicator functi-
on of the set D = Df × Dg. A solution of the
problem (24) is characterized by the condition
0 ∈ ∂∆D(f

0, g0), where ∂∆D(f
0, g0) is the subdi-

fferential of the convex functional ∆D(f, g) at poi-
nt (f0, g0), [31].

The form of the functional ∆(⃗h(f0, g0); f, g)
admits finding the derivatives and differentials of
the functional in the space L1 × L1. Therefore
the complexity of the optimization problem (24)
is determined by the complexity of calculati-
ng of subdifferentials of the indicator functions
δ((f, g)|Df ×Dg) of the sets Df ×Dg, [13].

The form of the functional ∆(⃗h(f0, g0); f, g)
is convenient for application the Lagrange method
of indefinite multipliers for finding solution to
the problem (24). Using the Lagrange method of
indefinite multipliers and the form of subdifferenti-
als of the indicator functions we derived relations
that determine the least favourable spectral densi-
ties in some classes of spectral densities (see books
[27], [24]).

4 The least favorable spectral densities in
the class D = D0 ×D1δ

Let f(λ) and g(λ) be the spectral density matrices
of T -variate stationary sequences ζ⃗(j) and θ⃗(j),
obtained by T -blocking (3) of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively.

Consider the problem of minimax estimation
of the functional Aζ⃗ based on observations of the
sequence ζ⃗(j̃)+ θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−2,−1}\ S̃,
S̃ =

s∪
i=1

{−(Mi + Ni) + 1, . . . ,−Mi}, under the

condition that the spectral density matrices f(λ)
and g(λ) belong to the class D = D0×D1δ, where

D1
0 =

{
f(λ)

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Tr f(λ)dλ = p

}
,

D1
1δ =

{
g(λ)

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

∣∣Tr(g(λ)− g1(λ))
∣∣ dλ 6 δ

}
,

D2
0 =

{
f(λ)

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
fkk(λ)dλ = pk, k = 1, ..., T

}
,

D2
1δ =

{
g(λ)

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

∣∣Tr(gkk(λ)− g1kk(λ))
∣∣ dλ 6 δk,

k = 1, ...., T} ,

where g1(λ) =
{
g1kl(λ)

}T

k,l=1
is known positive

definite Hermitian matrix, δ, δk, p, pkk, k = 1, ..., T,
are known and fixed numbers.

The classes Di
0, i = 1, 2, describe densities wi-

th the moment restrictions. The classes Di
1δ, i =

1, 2, describe the ”δ–neighborhood” models in the
space L1 of a fixed bounded spectral density g1(λ).

With the help of the method of Lagrange
multipliers we can find that solution (f0(λ), g0(λ))
of the constrained optimization problem (23) sati-
sfy the following relations for these sets of admi-
ssible spectral densities.

For the pair D1
0 ×D1

1δ we have relations

(g0(λ)A(eiλ)+C0(eiλ))(g0(λ))⊤(A(eiλ)+C0(eiλ))⊤ =

α2(f0(λ) + g0(λ))2, (25)

(f0(λ)A(eiλ)−C0(eiλ))(f0(λ))⊤(A(eiλ)−C0(eiλ))⊤ =

β2ψ(λ)(f0(λ) + g0(λ))2, (26)

1

2π

∫ π

−π

∣∣Tr(g0(λ)− g1(λ))
∣∣ dλ = δ, (27)

where α, β are Lagrange multipliers, |ψ(λ)| 6 1
and ψ(λ) = sign (Tr(g0(λ)− g1(λ))) if Tr(g0(λ)−
g1(λ)) ̸= 0.
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For the pair D2
0 ×D2

1δ we have relations

(g0(λ)A(eiλ) + C0(eiλ))×
× (g0(λ))⊤(A(eiλ) + C0(eiλ))⊤ =

(f0(λ) + g0(λ))
{
α2
kδkl

}T

k,l=1
(f0(λ) + g0(λ)),

(28)

(f0(λ)A(eiλ)− C0(eiλ))×
(f0(λ))⊤(A(eiλ)− C0(eiλ))⊤ =

(f0(λ)+g0(λ))
{
β2kψk(λ)δkl

}T

k,l=1
(f0(λ)+g0(λ)),

(29)

1

2π

∫ π

−π

∣∣Tr(g0kk(λ)− g1kk(λ))
∣∣ dλ = δk, k = 1, ...., T,

(30)
where α2

k, β
2
k are Lagrange multipliers, δkl are

Kronecker symbols, |ψk(λ)| 6 1 and ψk(λ) =
sign (Tr(g0kk(λ)−g1kk(λ))) if Tr(g0kk(λ)−g1kk(λ)) ̸=
0, k = 1, ..., T .

Hence the following theorem and corollaries
hold true.

Theorem 4.1. Let the spectral densities f0(λ)
and g0(λ) satisfy the minimality condition ( 7).
The least favorable spectral densities f0(λ), g0(λ)
in the class D1

0×D1
1δ for the optimal linear filteri-

ng of the functional Aζ⃗ are determined by relations
( 25)–( 27). The least favorable spectral densities
f0(λ), g0(λ) in the class D2

0 ×D2
1δ for the optimal

linear filtering of the functional Aζ⃗ are determi-
ned by relations ( 28)–( 30). The minimax spectral
characteristic of the optimal estimate of the functi-
onal Aζ⃗ is determined by the formula ( 11).

Corollary 4.1. Assume that the spectral density
g(λ) is known. Let the spectral density f0(λ)+g(λ)
satisfies the minimality condition (7). The least
favorable spectral density f0(λ) in the class D1

0 or
D2

0 for the optimal linear filtering of the functi-
onal Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−2,−1} \ S̃ is determined by relations
(25), (28), respectively, and by the constrained
optimization problem (22).

Corollary 4.2. Assume that the spectral density
f(λ) is known. Let the spectral density f(λ) +
g0(λ) satisfies the minimality condition (7). The
least favorable spectral density g0(λ) in the class
D1

1δ or D2
1δ for the optimal linear filtering of the

functional Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at poi-
nts j̃ ∈ {...,−2,−1} \ S̃ is determined by relati-
ons (26)–(27), (29)–(30), respectively, and by the
constrained optimization problem (22).

5 The least favorable spectral densities in
the class D = D0 ×DW

V

Let f(λ) and g(λ) be the spectral density matrices
of T -variate stationary sequences ζ⃗(j) and θ⃗(j),
obtained by T -blocking (3) of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively.

Consider the problem of minimax estimation
of the functional Aζ⃗ based on observations of the
sequence ζ⃗(j̃) + θ⃗(j̃) at points j̃ ∈ {...,−2,−1} \
S̃, under the condition that the spectral densi-
ty matrices f(λ) and g(λ) belong to the class
D = D0 ×DW

V , where

D3
0 =

{
f(λ)

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(λ)dλ = P

}
,

DW
U = {g(λ) |U(λ) 6 g(λ) 6W (λ),

1

2π

∫ π

−π
g(λ)dλ = Q

}
,

where P,Q are known positive definite Hermitian
matrices, U(λ),W (λ) are fixed spectral densities.

The class D3
0 describes densities with the

moment restrictions. The class DW
U describes the

”strip” models of spectral densities.
With the help of the method of Lagrange

multipliers we can find that solution (f0(λ), g0(λ))
of the constrained optimization problem (23) sati-
sfy the following relations for this set of admissible
spectral densities.

For the class D3
0 ×DW

U we have relations

(g0(λ)A(eiλ) + C0(eiλ))×
(g0(λ))⊤(A(eiλ) + C0(eiλ))⊤ =

(f0(λ) + g0(λ))α⃗α⃗⊤(f0(λ) + g0(λ)), (31)

(f0(λ)A(eiλ)− C0(eiλ))×
(f0(λ))⊤(A(eiλ)− C0(eiλ))⊤ =

(f0(λ)+g0(λ))(β⃗β⃗⊤+Γ1(λ)+Γ2(λ))(f
0(λ)+g0(λ)),

(32)

where α⃗, β⃗ are Lagrange multipliers, Γ1(λ) 6 0
and Γ1(λ) = 0 if g0(λ) > V (λ), Γ2(λ) > 0 and
Γ2(λ) = 0 if g0(λ) < W (λ).

Hence the following theorem and corollaries
hold true.
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Theorem 5.1. Let the spectral densities f0(λ)
and g0(λ) satisfy the minimality condition ( 7).
The least favorable spectral densities f0(λ), g0(λ)
in the class D3

0×DW
U for the optimal linear filteri-

ng of the functional Aζ⃗ are determined by relati-
ons ( 31), ( 32). The minimax spectral characteri-
stic of the optimal estimate of the functional Aζ⃗ is
determined by the formula ( 11).

Corollary 5.1. Assume that the spectral density
g(λ) is known. Let the spectral density f0(λ)+g(λ)
satisfies the minimality condition (7). The least
favorable spectral density f0(λ) in the class D3

0

for the optimal linear filtering of the functional
Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at points j̃ ∈
{...,−2,−1}\ S̃ is determined by relation (31) and
by the constrained optimization problem (22).

Corollary 5.2. Assume that the spectral density
f(λ) is known. Let the spectral density f(λ) +
g0(λ) satisfies the minimality condition (7). The
least favorable spectral density g0(λ) in the class
DW

U for the optimal linear filtering of the functi-
onal Aζ⃗ based on observations of ζ⃗(j̃) at points
j̃ ∈ {...,−2,−1}\ S̃ is determined by relation (32)
and by the constrained optimization problem (22).

6 Conclusions

In this article we study the filtering problem
of the functional Aζ which depends on the
unobserved values of a periodically correlated
stochastic sequence ζ(j). Estimates are based on
observations of a periodically correlated stochastic
sequence ζ(j) + θ(j) with missing observations,
that means that observations of ζ(j) + θ(j) are
known at points j ∈ {. . . ,−(T +2),−(T +1), }\S.
The sequence θ(j) is an uncorrelated with ζ(j)
additive noise.

The filtering problem is considered under
conditions of spectral certainty and spectral
uncertainty. In the first case of spectral certai-
nty the spectral density matrices f(λ) and g(λ) of
the T -variate stationary sequences ζ⃗(n) and θ⃗(n),
obtained by T -blocking of T -PC sequences ζ(j)
and θ(j), respectively, are suppose to be known
exactly. With the help of Hilbert space projecti-
on method formulas for calculating the spectral
characteristic and the mean-square error of the
optimal estimate of the functionals are proposed.
In the second case of spectral uncertainty the
spectral density matrices are not exactly known

while a class D = Df ×Dg of admissible spectral
densities is given. Using the minimax (robust) esti-
mation method we derived relations that determi-
ne the least favorable spectral densities and the
minimax spectral characteristic of the optimal
estimate of the functional Aζ. The problem is
investigated in details for two special classes of
admissible spectral densities.
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В роботі досліджено скорингові моделі як інструмент управління кредитними ризиками, їх типи 
та особливості. Розглянуто поняття кредитоспроможності та скорингу, типи скорингу та їх 
особливості, методи скорингових моделей (логістична регресія, дерева рішень, лінійне програмування, 
дерева рішень та інші) та етапи їх побудови. В роботі наведені основні формули, що 
використовуються для оцінки кредитоспроможності позичальників та підвищення точності 
скорингових моделей, включаючи індекс стабільності популяції, коефіцієнт R2, коефіцієнт 
Колмогорова-Смірнова та інші; розглянуто практичне застосування скорингових моделей в банках 
України на прикладі типового позичальника. 

Ключові слова: кредитний скоринг, кредитоспроможність, платоспроможність, оцінка 
кредитоспроможності, позичальники, скорингова карта, класифікація ознак, методи створення, 
машинне навчання, тестування моделі. 

In the paper we investigate scoring models as a tool for credit risk management, their importance, types, 
features and applications. We consider the history of scoring models and the development of the modern 
concepts of creditworthiness and scoring, examine scoring types and their features, methods (logistic 
regression, decision trees, linear programming, decision trees, and others), strengths and weaknesses of each 
considered method and stages of building scoring models; we stress the importance of scoring cards for 
building scoring models, indicate the main quantitative and qualitative features, their classification used for 
and describe the procedure of creating scoring cards. In the paper we consider the factors needed to be 
considered for more effective scoring model building process; we indicate the main formulas used to assess 
the creditworthiness of borrowers and improve the accuracy of scoring models, including Population Stability 
Index (PSI), R-Square Coefficient, Kolmogorov-Smirnov Coefficient, GINI Coefficient, and others; the 
practical application of scoring models in banks of Ukraine and their steps after applying scoring models are 
described on the example of a typical borrower. 

Keywords: credit scoring, creditworthiness, solvency, creditworthiness assessment, borrowers, scoring 
card, classification of features, creation methods, machine learning, model testing.
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Вступ 
В наш час кредитування є однією з ключових 

економічних складових, оскільки для банків 
воно є основним джерелом прибутку. В 
сучасному світі спостерігається збільшення 
обсягів споживчого кредитування. Проте разом 
з цим,  зростає і кількість неповернених 
кредитів, що наносить великі збитки 
банківським установам. Саме через це 
важливою задачею є мінімізація кредитних 
ризиків для зменшення цих збитків. З цією 
метою було розроблено кілька методів 
оцінювання кредитних ризиків, одним з яких і є 
кредитний скоринг. 

У 1940 році Національне бюро економічних 
досліджень США опублікувало роботу Ральфа 
Янга «Особисті фінансові компанії та їх 
кредитна практика», в якій вперше були 
висловлені ідеї скорингу. Однак, зараз про цю 
публікацію знає лише вузьке коло фахівців, а 
«винахідником» скорингу вважається Девід 
Дюран, який адаптував розроблену Гансом 
Фішером методику класифікації рослин для 
класифікації кредитів на «погані» і «хороші». У 
1941 р. Національне бюро економічних 
досліджень США замовило  дослідницький 
проект, в якому Дюран на основі статистики 
банків і інших фінансових організацій 
проаналізував сотню позитивних і негативних 
кредитних історій, використав дискримінантний 
аналіз та розробив індивідуальну систему оцінки 
ступеня важливості параметрів. 

Модель Д. Дюрана складалась з групи 
чинників для визначення ступеня кредитного 
ризику та коефіцієнтів для різних факторів, що 
характеризують кредитоспроможність клієнта. 

У 1956 році американці – інженер Вільям Фер 
і математик Ерл Айзек, які працювали в 
Стенфордському дослідницькому інституті, 
описали першу кредитну скорингову модель. 
Вони розробили математичний алгоритм, що 
дозволяв прораховувати кредитні ризики у 
вигляді трьохзначного числа, яке є кредитним 
рейтингом, і таким чином визначав рівень 
кредитоспроможності позичальника. Вони 
заснували компанію Fair, Isaac and Company 
(FICO), яка досі є одним із лідерів серед 
розробників скорингових систем. 

На початку 1960-х років з появою кредитних 
карток, системи кредитного скорингу набули 
більшого поширення. Великий потік клієнтів, 
які зверталися за кредитними картками, разом з 
дефіцитом трудових ресурсів привів до 
автоматизації кредитного процесу. 
Використання кредитного скорингу в банках 

зменшило кількість дефолтів по позикам на 50% 
в порівнянні з використанням експертної думки, 
яку використовували до цього. 

Успіх застосування скорингу у видачі 
кредитних карток забезпечив на початку 80-х 
років перехід методу і на інші банківські 
продукти, такі як персональні кредити, іпотечні 
кредити та кредити для малого бізнесу. 
Досягнення в області обчислювальної техніки 
відкрили можливості для побудови скорингових 
моделей новими способами. Були розроблені та 
впроваджені основні математичні методи, які 
використовуються і сьогодні: лінійне 
програмування, дерева рішень та логістична 
регресія. 

Мета роботи – розкрити поняття 
кредитоспроможності та скорингу, розглянути 
типи скорингу та їх особливості; розглянути 
методи (логістична регресія, дерева рішень та 
лінійне програмування) та етапи побудови 
скорингових моделей, навести основні формули, 
що використовуються для оцінки 
кредитоспроможності позичальників та 
підвищення точності  скорингових моделей; 
описати практичне застосування скорингових 
моделей в банках України на прикладі 
конкретного позичальника. 

 
1. Загальна інформація про предмет 

дослідження 
Основним критерієм, що визначає 

можливість надання банком кредиту, є 
кредитоспроможність та платоспроможність 
позичальника, після перевірки яких банки 
визначають фактори, що впливають на 
можливість неповернення кредиту. 

Кредитоспроможність - наявність у клієнта  
передумов для проведення активної операції 
(отримання кредиту) і його спроможність 
повернути кредит у повному обсязі та в 
обумовлені договором строки. 

Банки (фінансові установи) при оцінці 
кредитоспроможності враховують наступні 
фактори: 

 фінансовий стан потенційного 
позичальника; 

 боргове навантаження – співвідношення 
існуючих зобов'язань і запитуваної 
позики до основного доходу заявника; 

 кредитну репутацію клієнта; 
 вартість майна, яке є у власності 

позичальника; 
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 соціальний статус заявника, його 

особистісні характеристики, просування 
кар'єрними сходами та інші фактори. 

Платоспроможність -  це здатність боржника 
банку здійснювати розрахунки за всіма видами 
своїх зобов'язань відповідно до умов договорів. 
[1] 

Кредитоспроможність позичальника, на 
відміну від його платоспроможності, не фіксує 
неплатежі за минулий період чи на певну дату, а 
прогнозує здатність до погашення боргу на 
найближчу перспективу. Отже, 
кредитоспроможність – це якісна оцінка 
позичальника, яка дається банком для розгляду 
питання про можливість і умови кредитування і 
дозволяє передбачити ймовірність своєчасного 
повернення позик та їх ефективного 
використання. [2] 

Для визначення кредитоспроможності та 
платоспроможності кредитопозичальника банки 
застосовують метод кредитного скорингу. 

Кредитний скоринг - математична або 
статистична модель, створена на підставі 
кредитної історії минулих клієнтів за 
допомогою якої банк намагається визначити, 
наскільки велика вірогідність того, що окремий 
потенційний позичальник поверне кредит в 
обумовлений строк; систематизована шкала 
значень якісних та кількісних показників, а 
також балів, що використовується для оцінки 
ймовірності повернення кредиту.  

В залежності від мети проведення оцінки 
виділяють такі 4 типи кредитного скорингу: 

1) аплікаційний скоринг (application 
scoring) - використовується на початку 
кредитних відносин, коли позичальник 
отримує кредит. [3] Дана скорингова 
модель є методом оцінки потенційних 
позичальників для прийняття рішення 
щодо надання кредиту та трансформує в 
кількісні значення ті ризики, які 
пов'язані з правильною оцінкою 
соціальних, демографічних, фінансових 
та інших даних позичальника. Її 
використання дозволяє отримати 
найбільш об'єктивну оцінку на підставі 
статистично підтверджених 
закономірностей, а не суб'єктивної 
думки певного кола осіб; 

2) поведінковий скоринг (behavioral 
scoring) є частиною кредитного 
моніторингу протягом кредитного 
періоду. [3] Даний скоринг є оцінкою 
ймовірності повернення позичальником 

вже існуючих кредитів, яка заснована на 
даних про історію транзакцій по його 
рахунках, його кредитній історії, 
фінансовому стані, соціальних, 
демографічних та інших даних; 

3) колекторський скоринг (collection 
scoring) - оцінка ймовірності повного або 
часткового повернення кредиту. [3] 
Даний вид скорингу використовується 
при порушенні позичальником терміну 
договору та здійснюється для 
визначення пріоритетних заходів щодо 
поверненням позичальником кредиту; 

4) шахрайський скоринг (fraud scoring) - 
статистична оцінка вірогідності 
шахрайських дій з боку потенційного 
позичальника. [3] 

Скорингові моделі є інструментом оцінки 
кредитного ризику, тобто  імовірності 
виникнення збитків або додаткових втрат або 
недоотримання запланованих доходів унаслідок 
невиконання боржником узятих на себе 
зобов'язань відповідно до умов договору. [5] 

Скорингові моделі застосовуються з метою: 
 прискорення процедури оцінки 

позичальника і, як наслідок,  зменшення 
терміну розгляду заявки та прийняття 
рішення; 

 зменшення обсягу неповернутих кредитів та 
зменшення обсягів сформованих (відповідно 
до нормативних вимог) резервів під можливі 
втрати за кредитними зобов’язаннями 
відповідно; 

 зниження впливу людського фактору на 
прийняття рішень за кредитними запитами; 

 формування повної та якісної бази даних 
позичальників тощо. 

Етапами побудови скорингової моделі 
можна зазначити: 
 визначення основних характеристик та 

припущень; 
 підготовка вхідних даних для скорингової 

моделі, перевірка їх якості і достатності; 
 побудова моделі; 
 тестування моделі та оцінка коректності її 

результатів; 
 опис та затвердження моделі; 
 впровадження моделі; 
 моніторинг моделі та, за необхідності, 

внесення змін. 
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2. Методика побудови скорингових моделей    
2.1. Методи і моделі для вирішення задачі 
оцінювання кредитних ризиків 

Основними методами, що 
застосовуються для створення скорингових 
моделей, є лінійне програмування, дерева 
рішень та логістична регресія. 
Лінійне програмування в контексті оцінки 
кредитоспроможності клієнта використовується 
для побудови лінійної імовірнісної моделі. 
 Лінійна ймовірнісна модель – модель, у 
якій ймовірність виникнення певної події 
(наприклад, виплати кредиту або затримки у 
платежах) моделюється як лінійна функція від 
набору показників або змінних. Ці показники 
можуть включати різні характеристики 
кредитопозичальників, такі як вік, зайнятість, 
дохід, кредитна історія та інші. 

Лінійну ймовірнісну модель можна 
представити наступним чином: 

P(Y = 1|X) = a₀ + a₁X₁ + a₂X₂ + ...  +aₖXₖ, 

де P(Y = 1|X) представляє ймовірність події Y 
(наприклад, виплата кредиту) при заданих 
значеннях показників X₁, X₂, ..., Xₖ. a₀, a₁, a₂, ..., 
aₖ є коефіцієнтами моделі, які визначають вплив 
кожного показника на ймовірність виникнення 
події. X₁, X₂, ..., Xₖ є значеннями показників 
кредитопозичальників. 
 Лінійні ймовірнісні моделі є простими в 
реалізації та інтерпретації та досить стійкими до 
викидів даних, проте мають низьку ефективність 
при роботі з даними, які характеризуються 
нелінійними залежностями. 
 Логістична регресія – це статистичний 
регресійний метод, що застосовують у випадку, 
коли залежна змінна є категорійною (може 
набувати тільки два значення), тобто за 
допомогою логістичної регресії можна оцінити 
ймовірність того, що подія наступить для 
конкретного дослідження, наприклад, чи буде 
дефолт по кредиту, чи ні. В останні роки 
логістична регресія стала найбільш поширеним 
методом побудови скорингових моделей для 
розрахунку рейтингу позичальників і 
управління кредитними ризиками. 

Логістична регресія дозволяє оцінити 
ймовірність того, що відбудеться якась 
конкретна подія для певного випробування 
(наприклад, повернення кредиту).  
 Логістична регресія описується 
формулою:  

𝐹(𝑋) =  
ଵ

ଵା௘ష(ೢబశ ೢభೣభశ⋯శೢ೙ೣ೙), де 

x1, x2 …. xn  - незалежні змінні/показники; 
w1, w2 …. wn – коефіцієнти логістичної регресії; 
n -  кількість незалежних змінних/показників. 

Існує кілька методів знаходження 
коефіцієнтів логістичної регресії. Найчастіше 
використовують метод максимальної 
правдоподібності. Його використовують в 
статистиці, щоб одержати оцінки параметрів 
генеральної сукупності за даними вибірки. В 
основі методу знаходиться функція 
правдоподібності (likehood function), яка 
виражає щільність імовірності спільної появи 
результатів вибірки. 

До переваг логістичної регресії можна 
віднести ефективність в навчанні та зрозумілість 
в інтерпретації результатів. Окрім цього, в 
порівнянні з лінійною регресією логістична 
регресія потребує менше вхідних даних, бо для 
її проведення потрібно менше припущень. При 
цьому, одним із обмежень логістичної регресії є 
те, що вона не дозволяє описати складні 
нелінійні зв’язки між незалежними та 
залежними змінними. Іншими недоліками 
логістичної регресії є те, що вона потребує 
великого обсягу навчальних даних і є чутливою 
до викидів.[4] 

Дерева рішень представляють собою 
структуру, зазвичай створену за допомогою 
алгоритмів машинного навчання, яка моделює 
прийняття рішень шляхом розгалуження на 
основі набору правил та умов. Дерево рішень 
можна проілюструвати як ієрархічну структуру, 
в якій спостереження класифікуються на основі 
тверджень «якщо… то…». У деревах рішень 
вибір класифікаторів та їх граничних значень 
здійснюється автоматично на основі їх 
статистичної важливості. Дерево рішень 
починається з найважливішого класифікатора 
(кореневого вузла дерева), який розбиває всі 
залежні значення на дві групи (істина або хиба). 
Усі наступні класифікатори (оператори if) 
називаються внутрішніми вузлами. Залежні 
значення присвоюються відповідним групам 
операторів then, які називаються листками. 

Ключовою перевагою дерев рішень є їх 
зрозуміле представлення у того, як були 
отримані результати моделі. Ієрархічна та 
послідовна структура дерев рішень дозволяє 
проілюструвати нелінійні зв’язки між 
незалежними та залежними змінними. Ще 
однією перевагою застосування дерева рішень є 
те, що цей метод є ефективним у роботі з 
відсутніми значеннями. Головний недолік дерев 
рішень полягає в тому, що вони можуть бути 
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нестійкими до перенавчання та змін у 
навчальних даних – це означає, що невеликі 
коригування вхідних даних можуть кардинально 
змінити структуру дерева рішень.[5] 

Останнім часом набирають популярність 
нові підходи до побудови скорингових моделей, 
що використовують можливості штучного 
інтелекту, такі як нейронні мережі та метод 
випадкового лісу. 

Нейронні мережі – інструмент 
нелінійного машинного навчання. Вони 
складаються з вхідного, прихованого та 
вихідного шарів нейронів. Навчальні дані 
передаються через вхідні нейрони до нейронів 
прихованих шарів. На наступному кроці 
нейрони прихованих шарів намагаються 
розпізнати деякі закономірності в даних та 
зв’язки між ознаками та залежною змінною. 
Після обробки цих даних вони передаються далі 
на вихідний рівень. Оцінки вихідного рівня 
порівнюються з фактичними даними та 
обчислюється похибка моделі.  

Нейронні мережі здатні виявляти складні 
нелінійні моделі даних з великою кількістю 
параметрів і спостережень. З іншого боку, 
навчання нейронних мереж потребує багато 
часу і великих обчислювальних потужностей, а 
результати створених ними моделей є 
складними для інтерпретації.[5] 

Випадкові ліси — це група методів 
машинного навчання, які використовуються для 
задач класифікації та регресії. Основна ідея 
методу випадкових лісів полягає в побудові 
набору дерев рішень із випадково вибраними 
підвибірками даних та ознак. Кожне дерево в 
лісі незалежно конструюється шляхом 
випадкового вибору підвибірки даних 
(bootstrapping) та випадкового вибору 
підмножини ознак.    Випадковий вибір ознак є 
другим методом, який використовується 
випадковими лісами для диверсифікації дерев 
рішень. У цьому підході не всі параметри 
використовуються в навчанні дерева рішень. 
Кожне з дерев рішень випадкового лісу буде 
побудовано на навчальній вибірці з частиною 
випадково вибраних незалежних змінних. Як 
наслідок, випадковий вибір параметрів моделі 
не дозволяє моделі надавати надмірно великого 
значення певним параметрам та нехтувати 
іншими. 

Метод випадкового лісу має кілька 
переваг і недоліків. Цей підхід дозволяє 
зменшити дисперсію окремих дерев рішень і 
запобігти переобладнанню моделі. Ще одна 

перевага випадкового лісу полягає в тому, що 
він може обробляти відсутні значення. Крім 
того, метод випадкового лісу не вимагає 
попередньої нормалізації змінних або вибору 
ознак і ефективно обробляти набори даних із 
великою кількістю вхідних змінних. 
Найбільшим недоліком цього підходу є висока 
складність аналізу моделі через велику кількість 
випадкових дерев та потреба у великих 
обчислювальних потужностях.[5] 

 
2.2. Визначення основних характеристик, 
підготовка вхідних даних, перевірка їх якості 

На даному етапі побудови скорингової 
моделі здійснюється обробка і аналіз 
характеристик-показників про поведінку 
аналогічних позичальників в минулому, 
експертних знань, значної кількості даних, 
отриманих з різних (в т. ч. зовнішніх) джерел. 
Показники, що використовуються, поділяються 
на кількісні та якісні. 

До складу якісних показників можуть 
включатись, зокрема, але не виключно, наступні 
показники: 
 сімейний стан; 
 вік позичальника; 
 освіта позичальника; 
 стаж роботи; 
 стаж роботи на останньому місці роботи; 
 посада; 
 наявність/відсутність власного майна та/або 

нерухомості. 
До складу кількісних показників  можуть 

включатись, зокрема, але не виключно наступні 
показники: 
 коефіцієнт платоспроможності 

позичальника; 
 розмір доходу позичальника; 
 показник сукупного чистого доходу; 
 частка погашення кредиту в чистому доході 

позичальника; 
 коефіцієнт боргового навантаження 

(відношення місячного платежу 
позичальника за кредитом до його місячного 
доходу). 

 Для формування повноцінної вибірки та 
суттєвого підвищення якості даних, 
здійснюється цілеспрямований, систематичний 
збір і аналіз даних. 
 На основі зібраних даних створюється 
скорингова карта, тобто набір характеристик 
(вік, дохід, професія, досвід роботи, наявність 
майна тощо) позичальника та певні ваги, 
виражені в балах. Клієнту банку нараховується 
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певна кількість балів залежно від інформації, яку 
він повідомив про себе. 

 Максимальна сума кредиту, яку банк 
готовий надати позичальнику, розраховується 
залежно від кількості балів. Логістична регресія 
є найбільш поширеною статистичною моделлю 
оцінювання бінарної залежної змінної. Оцінка 
коефіцієнтів логістичної регресії як балів є 
головним кроком у розробці карти балів. 

В подальшому здійснюється 
класифікація всіх позичальників на три основні 
групи: 
a) хороші (далі - Goods);  
b) погані (далі - Bads); 
c) невизначені (далі - Indeterminated).  

Класифікація позичальників залежить 
від мети, відповідно до якої розроблюється 
скорингова модель (behavioral scoring, fraud 
scoring, сollection scoring або аpplication scoring). 

Позичальники, по яких відсутні випадки 
виникнення простроченої заборгованості для 
Application scoring класифікуються, як «Goods». 
Позичальники, за кредитними операціями яких 
виникла прострочена заборгованість понад 90 
днів для Application scoring, класифікуються, як 
«Bads». Як Bads також можуть бути визначені 
позичальники по яких відбулось списання 
кредитної заборгованості за рахунок 
сформованого (відповідно нормативних вимог) 
резерву, рефінансування (пов’язаного з 
фінансовими труднощами позичальника), 
погашення кредитної заборгованості тощо. 

Позичальники, які не можуть бути 
класифіковані як «Goods» та «Bads» 
класифікуються для Application scoring, як 
«Indeterminated» та не враховуються при 
розробці скорингової моделі. До Indeterminated, 
наприклад,  можливо віднести позичальників за 
якими виникала прострочена заборгованість від 
30 до 60 днів.  

Для остаточного визначення «Bads» при 
здійсненні класифікації позичальників може 
бути застосований один із трьох методів, в 
залежності від доступних даних: 

 метод консенсусу (спільне обговорення 
різними зацікавленими службами банку 
для досягнення консенсусу щодо 
найкращого визначення «Bads», 
виходячи з досвіду та операційної 
діяльності відповідних служби); 

 статистичний метод, який може 
будуватися на аналізі змін простроченої 
заборгованості (Roll Rate) з метою 
визначення рівня простроченої 

заборгованості, після якого більшість 
позичальників будуть проблемними (так 
званої «точки неповернення») та 
порівняльному аналізі рівня поточної 
простроченої заборгованості з 
найгіршим; 

 комбінація методу консенсусу та 
статистичного методу. 

Одним з перших кроків при побудові 
скорингової моделі та формування вибірки є 
визначення періоду в минулому, за який 
беруться позичальники для аналізу («вікно 
спостереження») та визначення кінцевої точки, 
тобто дати, станом на яку визначається статус 
позичальника.   

З метою підвищення ефективності 
процесу розробки  скорингових моделей 
попередній вибір показників необхідно 
здійснювати, враховуючи наступні фактори: 
 надійність та стабільність; 
 зручність збору даних; 
 інтерпретованість; 
 доступність в майбутньому; 
 розрахунок коефіцієнтів (будь-який 

отриманий коефіцієнт повинен бути 
обґрунтований). 

Для побудови скорингової моделі 
вибірка має бути істотною і достатньою, а саме: 
1500 – 2000 кейсів кожного з класів (Goods/Bads) 
буде достатньо для побудови скорингових 
моделей високої якості. Продуктивність 
скорингової моделі істотно погіршується у 
випадку, коли кількість кейсів менша за 100 
кожного з класів позичальників. В противагу, 
вибірка, що включає більше 5000 кожного з 
класів (Goods/Bads), не має значного ефекту від 
її використання при побудові скорингової 
моделі. 
 
2.3. Масштабування та тестування 

Для зручності використання та 
інтерпретації результатів оцінки необхідно 
застосовувати масштабування. В ході 
масштабування підбирається діапазон і формат 
балів скорингової моделі, а також швидкість 
зміни позитивних шансів у міру зростання балів.  
 Формат скорингових балів може бути 
різним, включаючи десятковий або дискретний 
вираз, наприклад: 

a) бали можуть виражати ймовірність того, 
що конкретний Позичальник буде 
поганим; 
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b) бали можуть у вигляді числової шкали з 

заданим мінімум/максимум (наприклад,  
від 0 до 1, від 1 до 100).  
Після розробки скорингової моделі 

необхідно заміряти її прогностичну здатність та 
коректність її побудови. Фінальні бали по 
кредитним запитам необхідно розподілити по 
кластерах за принципом кривої дистрибуції 
(розподіл Гаусса, або нормальний розподіл) з 
інтуїтивно логічним розподілом Approval Rate та 
Bad Rate (чим нижчий скоринговий бал, тим 
вищий ризик і нижчий Approval Rate,  та навпаки 
– чим вищий скоринговий бал, тим нижчий 
ризик і вищий Approval Rate; Тренд Bad Rate 
повинен бути максимально рівним). При цьому 
відхилення розподілу вліво або вправо є 
допустимими за умови, якщо сильні поведінкові 
показники сумісно були використані в 
скоринговій моделі,  наприклад, показники з 
кредитного запиту. 

Кластери скорингових балів повинні 
бути сегментовані з врахуванням потреб бізнесу 
та завдання скорингу. Наприклад, для 
Application scoring скорингові бали можуть бути 
розподілені на: 

1) Зелену зону (автоматичне погодження); 
2) Сіру зону (потребує більш глибокого 

ручного аналізу); 
3) Червону зону (автоматична відмова). 
Існує декілька статистичних показників для 

виявлення відповідності моделі стандарту: 
1. Індекс стабільності популяції (Population 

Stability Index, PSI); 
2. Коефіцієнт R2; 
3. Log Likelihood; 
4. Коефіцієнт GINI. 

          Індекс стабільності популяції  показує 
величину зміни популяції між вибіркою 
недавніх позичальників та очікуваними 
величинами (виходячи з навчальної вибірки) та 
розраховується за формулою: 

𝑆𝐼 =  ∑(% фактичний − % очікуваний) ∗

         ∗ ln ( 
% фактичний

% очікуваний
), де 

% фактичний, % очікуваний – розподіл 
випадків для недавньої вибірки позичальників і 
навчальної вибірки відповідно для кожного 
показника. 
Чим нижче значення SI, тим стабільніший 
показник. Найкраще значення прагне до 0. 
          Коефіцієнт R2 демонструє точність 
наближення прогнозованого значення до 
вихідних даних та розраховується за наступною 
формулою: 

𝑅ଶ =
௏௔௥[௬ො]

௏௔௥[௬]
=

∑ (௬ො೔ି௬೘೐ೌ೙)෣ మಿ
೔సభ

∑ (௬೔ି௬೘೐ೌ೙)
మಿ

೔సభ

, 

де 𝑦ො௜ – прогнозне значення; 𝑦௜- первісне 
(фактичне) значення. Чим краще модель, тим 
вищий R2, значення якого змінюється з 0 до 1. 
           Log Likelihood використовується для 
оцінки якості моделі тільки з точки зору бінарної 
класифікації. Його можна порівняти з 
натуральним логарифмом функції Likelihood на 
передбачуваній вибірці. 

𝐿𝑜𝑔 𝐿𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑 = 

=  ෍ ln (
1

1 + 𝑒ି(௪ෝబା௪ෝభ௫೔భା௪ෝమ௫೔మశ⋯..శ ௪ෝ೙௫೙)
 

௜,௪௛௘௥௘ ௬௜ୀଵ

+   

෍ 1

௜,௪௛௘௥௘ ௬௜ୀ଴

−  ln (
1

1 + 𝑒ି(௪ෝబା௪ෝభ௫೔భା௪ෝమ௫೔మశ⋯..శ ௪ෝ೙௫೙)
  

𝐿𝑜𝑔 𝐿𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖ℎ𝑜𝑜𝑑 завжди нижче нуля. Краща 
модель має вищий Log Likelihood (абсолютне 
значення Log Likelihood повинно наближатися 
до нуля). 
          Коефіцієнт GINI - це міра оцінки якості 
скорингової моделі. Дозволяє судити про 
здатність скорингової моделі відрізняти 
«хороших» Позичальників від «поганих» та 
розраховується за формулою: 

𝐺𝐼𝑁𝐼 =  
∑

భ

మ
∗(஼஻೔ା஼஻೔షభ)∗ௌ஻೔ீ೔ି

భ

మ
భ

మ
ି 

భ

మ
∗

೅೚೟ೌ೗ಳ

೅೚೟ೌ೗

, де 

CBi – сукупна частка «Bads» в і – й Bin від 
загальної кількості «Bads»; 
SBiGi – частка «Bads» та «Goods» в і – й Bin від 
загальної кількості «Bads» та «Goods»; 
TotalB – загальна кількість «Bads»; 
Total - загальна кількість «Bads» та «Goods». 
 Найвище значення коефіцієнту GINI є 
кращим, тобто більш високе значення даного 
коефіцієнту показує, що конкретна скорингова 
модель краще відрізняє «Bads» і «Goods». 
Найкраще значення прагне до 100% (або 1). 
 Дуже високий GINI не є реалістичним та, 
скоріш за все, вказує на те, що модель треба 
переробити.  

Коефіцієнт GINI порівнює криву 
Лоренца (Lorenz Curve) з лінією досконалої 
випадковості (Line of perfect randomness). На 
рисунку нижче, GINI - це відношення площі під 
кривою Лоренца і вище лінії досконалої 
випадковості (А) до всієї площі над лінією 
досконалої випадковості (А + В). (рис.1) 
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Рисунок 1 

 
Коефіцієнт Колмогорова-Смірнова (КС) є 
показником розподілу для бінарної класифікації. 
Коефіцієнт Колмогорова-Смірнова визначається 
за формулою: 

𝐾𝑆 = ห𝐹௚(𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒) − 𝐹௕(𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒)ห, де 
𝐹௚(𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒),  𝐹௕(𝑠𝑐𝑜𝑟𝑒) - кумулятивний розподіл 
скорингового бала для «Goods» і «Bads». 

Теоретично коефіцієнт Колмогорова-
Смірнова може приймати значення від 0 до 100, 
але на практиці при значенні КС >70 вважається, 
що є проблеми в розрахунках або із самою 
моделлю. 

 
3. Практичне застосування скорингових 

моделей в банках України 
Розглянемо на прикладі кейс одного з 

банків України. 
В банк «Стабільність» звернувся 

потенційний позичальник Петренко Петро 
Іванович із запитом на проведення активної 
операції, а саме - кредитування придбання 
нового транспортного засобу, при цьому 
запитуваний кредит складає 1 200 000грн. на 84 
місяці під 15%. 

Довідково: Петренко П.І. 1975р.н. 
проживає в м. Кропивницький, 12 років працює 
лікарем-стоматологом в ТОВ «Smile 32», 
одружений в 2011р., має у власності будинок. 
Згідно довідки про доходи за останні 6 місяців 
його доходи складають 306 000грн. (доходи 
дружини не враховуються до розрахунку), 
щомісячні обов’язкові витрати (податкові, 
комунальні платежі) – 15 000грн., рахунків в 
банку немає. 

Банк «Стабільність»   пропонує для 
фізичних осіб банківський продукт 
«Автокредитування» - кредит на придбання 
нового автомобіля.  

Умови кредитування:  
 строк -  від 1 до 7 років; 
 процентна ставка – від 0.01% до 18%. 

 максимальна сума кредиту – до  
2 000 000грн. 

При цьому банк використовує наступну 
експертну скорингову модель  для оцінки 
платоспроможності потенційного позичальника 
за напрямом кредитування на придбання нового 
транспортного засобу (див. рис. 2) 

Для оцінки фінансового стану позичальника 
банком використовуються  наступні кількісні 
показники: 
- коефіцієнт платоспроможності 
позичальника (відношення сукупного 
середньомісячного доходу позичальника до 
суми середньомісячних сукупних витрат 
позичальника та щомісячним платежем по 
кредиту); 
- частка погашення кредиту в чистому 
сукупному доході позичальника (відношення 
щомісячного платежу по кредиту до 
середньомісячних сукупних чистих надходжень 
позичальника (доходи позичальника за мінусом 
його витрат); 
- показник сукупного чистого доходу 
позичальника (визначається, як відношення 
залишку коштів (щомісячних доходів) на одну 
особу позичальника та членів його родини, що 
знаходяться на утриманні, після сплати 
постійних витрат та місячного платежу за 
кредитом до показника прожиткового 
мінімуму); 
- показник накопичень позичальника на 
інших рахунках в банку (відношення загальної 
суми залишків грошових коштів на депозитних 
рахунках позичальника, відкритих в банках до 
суми кредиту); 

До якісних показників, які 
використовуються банком при оцінці 
фінансового стану відносяться наступні 
показники: 
- наявність власного майна у позичальника; 
- наявність постійної роботи; 
- загальний стаж роботи; 
- сімейний стан; 
- місце проживання; 
- вік позичальника на момент погашення 
кредиту. 

Таким чином, скорингова модель 
потенційного позичальника Петренка П.І. 
матиме наступний вигляд (див. рис. 3):  

51



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія:фізико-математичні науки 

2023, 2                                Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

                                          Series Physics & Mathematics  
   

 

 
 

Рисунок 2 
 

 
Рисунок  3 

Загальний бал даного позичальника склав 
679 од.  

У спрощеному вигляді наступні етапи 
щодо кредитної операції виглядають таким чином: 
здійснюється аналіз отриманого загального балу 
конкретного позичальника згідно скорингової 
моделі. У разі невідповідності визначеного 
загального балу позичальника його мінімально  
необхідному розміру (встановленому в банку) 
кредитна заявка потенційного позичальника 
відхиляється.  

У разі прийняття попереднього рішення 
про проведення кредитної операції, банком, 
відповідно до встановлених внутрішніх процедур 
та з урахуванням нормативних вимог НБУ, на 
підставі отриманих результатів скорингової 
моделі (величини показників) визначається 
кредитний рейтинг та клас позичальника? Після 
чого приймається остаточне рішення про 
проведення кредитної операції (укладаються 
договори, надаються кошти, формується кредитна 
справа позичальника тощо). 
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В подальшому здійснюється моніторинг 
кредитної операції протягом всього терміну 
кредитування та, відповідно до нормативно 
визначених термінів, проводитися оцінка 
фінансового стану позичальника і, за 

необхідності, коригування його класу та 
кредитного рейтингу, враховуючи показники, які 
були отримання при  проведенні поточних 
розрахунків. 
 

 
Висновки 

В ході роботи були розглянуті етапи 
побудови скорингових моделей та деякі методи, 
які використовують для цієї мети, такі як лінійні 
ймовірнісні моделі, логістична регресія, дерева 
рішень, нейронні мережі та метод випадкового 
лісу, кожен із яких  має свої переваги та 
недоліки: 
• Лінійні ймовірнісні моделі є простими у 
застосуванні та інтерпретації, але мають 
обмежену сферу використання, однак 
відрізняються низькою ефективністю при роботі 
з нелінійними залежностями даних; 
• Логістична регресія здатна працювати з 
невеликою кількістю вхідних даних і є простою 
в інтерпретації, але є чутливою до викидів та  
потребує великої навчальної вибірки. 
• Дерева рішень здатні проілюструвати 
нелінійні зв’язки між незалежними та 
залежними змінними та демонструють високу 
ефективність у роботі з відсутніми даними, але 
вразливі до перенавчання та змін у навчальних 
даних. 
• Нейронні мережі здатні виявляти складні 
нелінійні моделі даних з великою кількістю 
параметрів і спостережень, але потребують 
великих обчислювальних потужностей і є 
складними для інтерпретації. 
• Метод випадкового лісу  ефективно 
обробляти набори даних із великою кількістю 
вхідних змінних, але є складним у застосуванні 
та потребує великих обчислювальних 
потужностей. 

Загалом, скорингові моделі є необхідним 
інструментом для банків у процесі 
кредитування. Вибір конкретної моделі 
залежить від багатьох факторів, таких як тип 
даних, складність задачі, нормативні обмеження 
та потужність доступних обчислювальних 
ресурсів. Розуміння переваг та недоліків різних 
скорингових моделей допомагає банкам зробити 
обґрунтований вибір та досягти кращих 
результатів у визначенні кредитоспроможності 
клієнтів. 
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Ó ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü çìiøàíîãî äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó âèãëÿäó Xt = σWt+
+ κBH

t , ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòàíäàðòíîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó W òà äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó
BH ç iíäåêñîì ÕåðñòàH. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ñòðîãî êîíñèñòåíòíi îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi
(H,κ, σ) íà îñíîâi ðiâíîâiääàëåíèõ ñïîñòåðåæåíü òðà¹êòîði¨. Äîâåäåíî ñïiëüíó àñèìïòîòè÷íó
íîðìàëüíiñòü îöiíîê äëÿ H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,

3
4).

Êëþ÷îâi ñëîâà: äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ, âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, çìiøàíà ìîäåëü, ïàðàìåò-
ðè÷íå îöiíþâàííÿ, àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië.

We investigate the mixed fractional Brownian motion of the form Xt = σWt + κBH
t , driven

by a standard Brownian motion W and a fractional Brownian motion BH with Hurst parameter
H. We consider strongly consistent estimators of unknown model parameters (H,κ, σ) based on the
equidistant observations of a trajectory. Joint asymptotic normality of these estimators is proved for
H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,

3
4).

Key Words: Fractional Brownian motion, Wiener process, mixed model, parameter estimation,
asymptotic distribution.

1 Introduction

Many real-world processes that evolve over time
are traditionally mathematically modeled using
the standard Brownian motion. Still, multiple
studies show that some time series possess prop-
erties of self-similarity, long-range dependence and
complex correlation structures [1] and thus cannot
be modeled properly by the usage of the Brow-
nian motion only. Instead, a fractional Brown-
ian motion can be used as it has correlated in-
crements which implies short-range (H < 1/2) or
long-range (H > 1/2) dependence [2]. The mixed
fractional Brownian motion combines properties of
both standard and fractional Brownian motions;
this makes it a suitable model for many �nancial
applications. It was �rst proposed by Cheridito
[3]. There are already existing practical applica-
tions of this model, see, e.g., [4]. Its properties can
be found in [5]. In the present paper we consider
the following mixed fractional Brownian motion:

Xt = σWt + κBH
t , t ⩾ 0, (1)

where W is a Wiener process, BH is a fractional
Brownian motion with Hurst index H, BH is in-
dependent of W . We aim to estimate unknown
parameters (H,κ, σ)⊤ based on observed {Xkh,
k = 0, 1, 2, . . . }, h > 0.

In the present paper, following [6], we intro-
duce the next statistics

ξN :=
1

N

N−1∑
k=0

(
X(k+1)h −Xkh

)2
,

ηN :=
1

N

N−1∑
k=0

(
X(k+1)h −Xkh

)
×

×
(
X(k+2)h −X(k+1)h

)
,

ζN :=
1

N

N−1∑
k=0

(
X(k+2)h −Xkh

)
×

×
(
X(k+4)h −X(k+2)h

)
.

(2)

Let us denote

τN = (ξN , ηN , ζN )⊤. (3)
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According to [6, Lemma 3.2], for any H ∈ (0, 1),

τN → (E ξ1,E η1,E ζ1)
⊤ =

= (σ2h+ κ2h2H , κ2h2H
(
22H−1 − 1

)
,

κ2h2H22H
(
22H−1 − 1

)
)⊤ =: τ0

a. s., as N → ∞. Then, similarly to [6], for
H ∈ (0, 12) ∪ (12 , 1), we can consider the following
strongly consistent estimators for the parameters
(H,κ2, σ2)⊤:

ĤN =
1

2
log2+

ζN
ηN

,

κ̂2N =
ηN

h2ĤN (22ĤN−1 − 1)
,

σ̂2
N =

1

h

(
ξN − κ̂2Nh2ĤN

) (4)

with

log2+ x =

{
log2 x, if x > 0,

0, if x ⩽ 0.

(Evidently, the model is non-identi�able in the
case H = 1

2 , so we should exclude this value.) The
goal of the present paper is to study joint asymp-
totic normality of these estimators. It worth men-
tioning that asymptotic normality does not hold
for H > 3

4 , which is typical for models with frac-
tional Brownian motion, see, e.g., [7]. The esti-
mators remain strongly consistent, but have non-
Gaussian asymptotic distribution.

The paper is organized as follows. In Section 2
we prove the joint asymptotic normality of statis-
tics (2) and evaluate their asymptotic covariance
matrix. Thereafter, in Section 3 we obtain the
main result on asymptotic normality of (4) by ap-
plying the delta method. Section 4 we investigate
the behavior of the estimators numerically, using
Monte Carlo simulations.

We use the following notation. The symbol
E denotes expectation and acts as an operator on
the total product of quantities, cov stands for the
covariance of two random variables and for the
covariance matrix of a random vector. The upper
index ⊤ denotes transposition. In the paper, all
the vectors are column ones. Weak convergence in

distribution is denoted by
d→.

2 Asymptotic normality of

vector (ξN , ηN , ζN )⊤

We will start by studying the asymptotic proper-
ties of the vector (ξN , ηN , ζN )⊤. Let us denote the

increment

∆Xk := X(k+1)h −Xkh = σ∆Wk + κ∆BH
k .

It is well-known that {∆Xk} is a stationary Gaus-
sian sequence with the following autocovariance
function

ρ̃(i) = cov(∆X0,∆Xi) = σ2 cov (∆W0,∆Wi) +

+ κ2 cov
(
∆BH

0 ,∆BH
i

)
=

= σ2h1{i=0} + κ2h2Hρ(i), i ∈ Z, (5)

where

ρ(i) :=
1

2

(
|i+ 1|2H − 2|i|2H + |i− 1|2H

)
(6)

denotes the autocovariance function of the station-
ary sequence {BH

k+1−BH
k , k ⩾ 0}, which is known

as fractional Gaussian noise.
The following statement provides some impor-

tant properties of sequences ρ̃(i) and ρ(i), i ∈ Z,
de�ned by (5) and (6) respectively.

Lemma 1. Let H ∈ (0, 34). Then the following

statements hold

1) ρ(i) ∼ H(2H − 1)|i|2H−2 as |i| → ∞,

2)
∑∞

i=−∞ ρ2(i) < ∞,

3) For all α, β ∈ Z,
+∞∑

i=−∞
ρ̃(i+ α)ρ̃(i+ β) < ∞. (7)

Proof. First two statements are well known, see
e. g., [7]. In order to prove the third one, we ob-
serve that

∞∑
i=−∞

ρ̃2(i) = σ4h2 + 2σ2κ2h2H+1+

+ κ4h4H
∞∑

i=−∞
ρ2(i) < ∞,

by the second statement. Then, using the Cauchy�
Schwarz inequality, we get for all α, β ∈ Z,

+∞∑
i=−∞

ρ̃(i+ α)ρ̃(i+ β) ⩽

⩽

√√√√ +∞∑
i=−∞

ρ̃2(i+ α) ·
+∞∑

i=−∞
ρ̃2(i+ β) =

=

+∞∑
i=−∞

ρ̃2(i) < ∞,

where the equality follows by substitutions i′ =
= i+ α and i′ = i+ β.
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Now we are ready to prove the main result of
this section.

Theorem 2.1. Let H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,
3
4). The vec-

tor τN de�ned by ( 3) is asymptotically normal,

namely

√
N(τN − τ0) =

√
N

ξN − E ξN
ηN − E ηN
ζN − E ζN

 d→ N (⃗0, Σ̃)

with the asymptotic covariance matrix Σ̃, which

can be presented explicitly as

Σ̃ =

Σ̃11 Σ̃12 Σ̃13

Σ̃12 Σ̃22 Σ̃23

Σ̃13 Σ̃23 Σ̃33


where

Σ̃11 = 2

+∞∑
i=−∞

ρ̃(i)2,

Σ̃22 =

∞∑
i=−∞

ρ̃(i)
(
ρ̃(i) + ρ̃(i+ 2)

)
,

Σ̃33 =
+∞∑

i=−∞
ρ̃(i)

(
6ρ̃(i) + 8ρ̃(i+ 1) + 3ρ̃(i+ 2)+

+ 4ρ̃(i+ 3) + 6ρ̃(i+ 4) + 4ρ̃(i+ 5)+

+ ρ̃(i+ 6)
)
,

Σ̃12 = 2
∞∑

i=−∞
ρ̃(i)ρ̃(i+ 1),

Σ̃13 = 2
+∞∑

i=−∞
ρ̃(i)

(
ρ̃(i+ 1) + 2ρ̃(i+ 2)+

+ ρ̃(i+ 3)
)
,

Σ̃23 =

+∞∑
i=−∞

ρ̃(i)
(
ρ̃(i) + 2ρ̃(i+ 1)+

+ 2ρ̃(i+ 2) + 2ρ̃(i+ 3) + ρ̃(i+ 4)
)
.

Proof. The proof consists of two parts: in the �rst
part we compute the asymptotic covariance ma-
trix Σ̃, while the second part contains the proof of
asymptotic normality.

Part 1: Identi�cation of the asymptotic co-

variance matrix. First, we will �nd the explicit
form of covariance matrix Σ̃ by evaluating con-
vergence limits as N → ∞ for the following vari-
ances and covariances: N Var(ξN ), N Var(ηN ),

N Var(ζN ), N cov(ξN , ηN ), N cov(ξN , ζN ),
N cov(ηN , ζN ).

1.1 Evaluation of convergence limit for

N Var(ξN ). Using Isserlis' theorem1, and station-
arity of the sequence {∆Xk}, we can write

cov
(
(∆Xk)

2, (∆Xj)
2
)
= 2ρ̃(k − j)2.

Therefore

N Var(ξN ) =
1

N
Var

(
N−1∑
k=0

(∆Xk)
2

)
=

=
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

cov
(
(∆Xk)

2, (∆Xj)
2
)
=

=
2

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

ρ̃(k − j)2. (8)

Further, by rearranging sums, we get

N Var(ξN ) =
2

N

N−1∑
k=0

k∑
i=k−N+1

ρ̃(i)2 =

=
2

N

0∑
i=−N+1

N−1+i∑
k=0

ρ̃(i)2 +
2

N

N−1∑
i=1

N−1∑
k=i

ρ̃(i)2 =

= 2

N−1∑
i=−N+1

(
1− |i|

N

)
ρ̃(i)2 →

→ 2
∞∑

i=−∞
ρ̃(i)2, as N → ∞. (9)

where the passage to the limit can be justi�ed
by the dominated convergence theorem due to
Lemma 1.

1.2. Evaluation of convergence limit for

N cov(ξN , ηN ). Write

N cov(ξN , ηN ) =

=
1

N
cov

N−1∑
k=0

(∆Xk)
2,

N−1∑
j=0

∆Xj∆Xj+1

 =

=
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

cov
(
(∆Xk)

2,∆Xj∆Xj+1

)
.

By Isserlis' theorem,

cov
(
(∆Xk)

2,∆Xj∆Xj+1

)
= 2ρ̃(j−k)ρ̃(j−k+1).

1Isserlis' theorem [8]: if (X1, X2, X3, X4) is a zero-mean multivariate normal random vector, then E(X1X2X3X4) =
EX1X2 EX3X4 + EX1X3 EX2X4 + EX1X4 EX2X3. In particular, cov(X2

1 , X
2
2 ) = 2 cov(X1, X2)

2.
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Therefore arguing as in (9), we obtain

N cov(ξN , ηN ) =

=
2

N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

ρ̃(j − k)ρ̃(j − k + 1) =

=
2

N

N−1∑
j=0

j∑
i=j−N+1

ρ̃(i)ρ̃(i+ 1) =

= 2
N−1∑

i=−N+1

(
1− |i|

N

)
ρ̃(i)ρ̃(i+ 1) →

→ 2
∞∑

i=−∞
ρ̃(i)ρ̃(i+ 1),

as N → ∞, where the last series converges accord-
ing to the Lemma 1.

1.3. Evaluation of convergence limit for

N Var(ηN ). We have

N Var(ηN )

=
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

cov(∆Xk∆Xk+1,∆Xj∆Xj+1).

By Isserlis' Theorem,

cov(∆Xk∆Xk+1,∆Xj∆Xj+1) =

= ρ̃(k − j)2 + ρ̃(k − j + 1)ρ̃(k − j − 1),

Therefore

Var(ηN ) =
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

ρ̃(k − j)2 +

+
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

ρ̃(k − j + 1)ρ̃(k − j − 1). (10)

According to (8) and (9), the �rst term in the right
hand side of (10)

1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
j=0

ρ̃(k − j)2 =

=
N

2
Var(ξN ) →

∞∑
i=−∞

ρ̃(i)2, N → ∞.

The second term can be treated similarly to (9) as
follows:

1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

ρ̃(k − j + 1)ρ̃(k − j − 1) =

=
1

N

N−1∑
j=0

j∑
i=j−(N−1)

ρ̃(i− 1)ρ̃(i+ 1) =

=

N−1∑
i=−(N−1)

(
1− |i|

N

)
ρ̃(i− 1)ρ̃(i+ 1) →

→
∞∑

i=−∞
ρ̃(i− 1)ρ̃(i+ 1) =

=
∞∑

i=−∞
ρ̃(i)ρ̃(i+ 2), as N → ∞. (11)

Combining (10)�(11), we arrive at

lim
N→∞

N Var(ηN ) =
∞∑

i=−∞
ρ̃(i)

(
ρ̃(i) + ρ̃(i+ 2)

)
.

Convergency limits for N cov(ξN , ζN ),
N cov(ηN , ζN ), N Var(ζN ) are evaluated in a sim-
ilar way.

Part 2: Proof of asymptotic normality. Let us

de�ne Yk =
(
Y

(1)
k , Y

(2)
k , Y

(3)
k

)⊤
by

Y
(1)
k := ∆Xk, Y

(2)
k := ∆Xk+1,

Y
(3)
k := ∆Xk+2 +∆Xk+3. (12)

Then

ξN =
1

N

N−1∑
k=0

(
Y

(1)
k

)2
, ηN =

1

N

N−1∑
k=0

Y
(1)
k Y

(2)
k ,

ζN =
1

N

N−1∑
k=0

(
Y

(1)
k + Y

(2)
k

)
Y

(3)
k .

We shall prove the convergence of vector
(ξN , ηN , ζN )⊤ with the help of the Cram�er�Wold
device. Let the parameters α, β, γ ∈ R be any
�xed ones satisfying the condition α2+β2+γ2 ̸= 0.
We introduce the function

f(y) = αy21 + βy1y2 + γ(y1 + y2)y3,

y = (y1, y2, y3)
⊤ ∈ R3,

so that

αξN + βηN + γζN =
1

N

N−1∑
k=0

f(Yk).

Thus, we need to prove that the sequence
√
N
(
α(ξN − E ξN ) + β(ηN − E ηN )+

+ γ(ζN − E ζN )
)
=

1√
N

N−1∑
k=0

(
f(Yk)− E f(Yk)

)
(13)

57



Âiñíèê Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ñåðiÿ: ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè

2023, 2

Bulletin of Taras Shevchenko

National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

converges to a normal distribution. This fact can
be established by application of the Breuer�Major
theorem for stationary vectors [9, Theorem 4], see
also [10, Theorem 1.1]. In order to apply this the-
orem, it su�ces to verify the following condition:∑
j∈Z

∣∣∣r(p,l)(j)∣∣∣q < ∞, for all p, l ∈ {1, 2, 3}. (14)

where

r(p,l)(k) := cov
(
Y

(p)
1 , Y

(l)
1+k

)
, k ∈ Z,

and q is the Hermite rank2 of f with respect to Y1.
It is not hard to see that this Hermite rank

q ⩾ 2. Indeed, note that f(Y1) is a second-order
polynomial of zero-mean normally distributed ran-

dom variables Y
(1)
1 , Y

(2)
1 , Y

(3)
1 in which only terms

of the second order are present, namely (Y
(1)
1 )2,

Y
(1)
1 Y

(2)
1 , and Y

(1)
1 Y

(3)
1 . Therefore, according to

Isserlis' theorem, we will have that the expected

value of the product of f(Y1) and any of Y
(t)
1 ,

t ∈ {1, 2, 3}, will be equal to zero. All the
obtained terms will have the form EG1G2G3,
where (G1, G2, G3)

⊤ is a zero-mean multivariate
normal random vector and according to the Is-
serlis' theorem EG1G2G3 = 0. Therefore, the
expected value of the product of f(Y1) and any
�rst-order polynomial of {Y1} (a linear combina-

tion of Y
(1)
1 , Y

(2)
1 , Y

(3)
1 ) will be equal to zero, and

therefore the Hermite rank q of the function f with
respect to Y1 cannot be equal to 1.

Since q ⩾ 2, we easily see that in order to
verify the condition (14), it su�ces to prove that∑
j∈Z

∣∣∣r(p,l)(j)∣∣∣2 < ∞, for all p, l ∈ {1, 2, 3}. (15)

In turn, (15) follows from Lemma 1, since us-
ing (12) and the de�nition of ρ̃, we can represent
r(p,l) via ρ̃ as follows:

r(1,1)(k) = r(2,2)(k) = ρ̃(k),

r(1,2)(k) = ρ̃(k + 1), r(2,1)(k) = ρ̃(k − 1),

r(1,3)(k) = ρ̃(k + 2) + ρ̃(k + 3),

r(3,1)(k) = ρ̃(k − 2) + ρ̃(k − 3),

r(2,3)(k) = ρ̃(k + 1) + ρ̃(k + 2),

r(3,2)(k) = ρ̃(k − 1) + ρ̃(k − 2),

r(2,3)(k) = ρ̃(k + 1) + 2ρ̃(k) + ρ̃(k − 1).

Indeed, for example the series

+∞∑
k=−∞

(
r(1,3)(k)

)2
=

=
+∞∑

k=−∞
(ρ̃(k + 2) + ρ̃(k + 3))2 =

=
+∞∑

k=−∞
ρ̃(k + 2)2 + 2

+∞∑
k=−∞

ρ̃(k + 2)×

× ρ̃(k + 3) +
+∞∑

k=−∞
ρ̃(k + 3)2,

converges as a �nite sum of series convergent ac-
cording to Lemma 1. Similarly, other series in (15)
are also �nite.

Therefore, the assumptions of the Breuer�
Major theorem for stationary vectors are satis�ed,
whence the desired weak converge of (13) to a
zero-mean normal distribution follows.

3 Asymptotic normality of

vector (ĤN , κ̂2N , σ̂2
N )⊤

In this section, we provide the main result on
asymptotic properties of our estimator (4). Let
us denote

ϑ = (H,κ2, σ2)⊤,

ϑ̂N = (ĤN , κ̂2N , σ̂2
N )⊤, N ∈ N.

(16)

Theorem 3.1. Let H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,
3
4). The esti-

mator ϑ̂N is asymptotically normal, namely

√
N
(
ϑ̂N − ϑ

)
=

√
N

ĤN −H
κ̂2N − κ2

σ̂2
N − σ2

 d→ N
(
0⃗,Σ0

)
with the asymptotic covariance matrix Σ0, which

can be found by the formula

Σ0 = g′(τ0)Σ̃
(
g′(τ0)

)⊤
,

where Σ̃ is de�ned in Theorem 2.1 and

g′(τ0) =

0 G12 G13

0 G22 G23

1
h

4(1−22H)
h(22H−2)2

2
h(22H−2)2


2The function f : Rd → R is said to have Hermite rank equal to q with respect to a random vector X if

(a) E[(f(X) − E[f(X)])pm(X)] = 0 for every polynomial pm (on Rd) of degree m ⩽ q − 1; and (b) there exists a
polynomial pq of degree q such that E[(f(X)− E[f(X)])pm(X)] ̸= 0, see [10].
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with

G12 =
−1

2κ2h2H(22H−1 − 1) log 2
,

G13 =
1

2κ2h2H22H(22H−1 − 1) log 2
,

G22 =
2

h2H
(2 + log2+ h)22H − 2(log2+ h+ 1)

(22H − 2)2
,

G23 =
2

h2H
(2 log2+ h− (log2+ h+ 1)22H)

22H(22H − 2)2
.

Proof. Let us introduce the following function of
τ = (ξ, η, ζ)⊤:

g(τ) =
(
g1(τ), g2(τ), g3(τ)

)
,

where

g1(τ) = g1(ξ, η, ζ) =
1

2
log2+

ζ

η
,

g2(τ) = g2(ξ, η, ζ) =
η

h2g1(ξ,η,ζ)(22g1(ξ,η,ζ)−1 − 1)
,

g3(τ) = g3(ξ, η, ζ) =
1

h

(
ξ − g2(ξ, η, ζ)h

2g1(ξ,η,ζ)
)
.

Then the estimator (16) can be presented in the
following form

ϑ̂N = (ĤN , κ̂2N , σ̂2
N )⊤ = g(ξN , ηN , ζN ).

To prove the asymptotic normality of ϑ̂N we will
apply the delta method to function g(τ) and se-
quence τN that is asymptotically normal by Theo-
rem 2.1. For this we will need to �nd matrix g′(τ)
and to show that it is non-singular at τ0. We will
start with evaluating partial derivatives of func-
tion g1. Since

g1(ξ, η, ζ) =
1

2
log2+

ζ

η
=

log ζ − log η

2 log 2
,

we see that

∂g1
∂ξ

= 0,
∂g1
∂η

= − 1

2η log 2
,

∂g1
∂ζ

=
1

2ζ log 2
.

In order to evaluate partial derivatives of g2 and
g3, let us consider two intermediate functions:

h2g1(ξ,η,ζ) = h
log2+

ζ
η =

(
ζ

η

)log2+ h

=

(
ζ

η

)c

,

where c = log2+ h, and

22g1(ξ,η,ζ)−1−1 = 2
log2+

ζ
η
−1−1 =

ζ

2η
−1 =

ζ − 2η

2η
.

Then

g2(ξ, η, ζ) =
η

h2g1(ξ,η,ζ)(22g1(ξ,η,ζ)−1 − 1)

=
η( ζ

η

)c · ζ−2η
2η

=
2η2+c

ζc+1 − 2ηζc
.

Therefore, the corresponding partial derivatives
are equal to

∂g2
∂ξ

= 0,

∂g2
∂η

= 2
(2 + c)η1+c(ζc+1 − 2ηζc) + 2η2+cζc

(ζc+1 − 2ηζc)2
=

= 2
(2 + c)η1+cζc+1 − 2(c+ 1)η2+cζc

(ζc+1 − 2ηζc)2
=

= 2

(
η

ζ

)c (2 + c)ηζ − 2(c+ 1)η2

(ζ − 2η)2
,

∂g2
∂ζ

= 2η2+c · −1

(ζc+1 − 2ηζc)2
×

×
(
(c+ 1)ζc − 2cηζc−1

)
=

= 2

(
η

ζ

)c η2(2cη − (c+ 1)ζ)

ζ(ζ − 2η)2
.

The function g3 can be rewritten as

g3(ξ, η, ζ) =

=
1

h

(
ξ − η

h2g1(ξ,η,ζ)(22g1(ξ,η,ζ)−1)
×

× h2g1(ξ,η,ζ)
)

=
1

h

(
ξ − 2η2

ζ − 2η

)
.

Hence,

∂g3
∂ξ

=
1

h
,

∂g3
∂η

=
(−1)

h
· 4η(ζ − 2η)− 2η2(−2)

(ζ − 2η)2
=

=
4η(η − ζ)

h(ζ − 2η)2
,

∂g3
∂ζ

=
2η2

h(ζ − 2η)2
.

So, we have the following derivative matrix:

g′(ξ, η, ζ) =


∂g1
∂ξ

∂g1
∂η

∂g1
∂ζ

∂g2
∂ξ

∂g2
∂η

∂g2
∂ζ

∂g3
∂ξ

∂g3
∂η

∂g3
∂ζ

 =

=

0 Gτ
12 Gτ

13

0 Gτ
22 Gτ

23
1
h

4η(η−ζ)
h(ζ−2η)2

2η2

h(ζ−2η)2

 ,
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with

Gτ
12 =

−1

2η log 2
,

Gτ
13 =

1

2ζ log 2
,

Gτ
22 = 2(

η

ζ
)c
(2 + c)ηζ − 2(c+ 1)η2

(ζ − 2η)2
,

Gτ
23 = 2(

η

ζ
)c
η2(2cη − (c+ 1)ζ)

ζ(ζ − 2η)2
,

where c = log2+ h.

At τ = τ0

g′(τ0) =

0 G12 G13

0 G22 G23

1
h

4(1−22H)
h(22H−2)2

2
h(22H−2)2

 ,

where G12, G13, G22, G23 are de�ned in the in the
formulation of the theorem.

It is not hard to see that the determinant of
this matrix

det(g′(τ0)) = − 1

22H+1κ2h4H+1(22H−1 − 1)2 log 2
.

is well de�ned for H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,
3
4) and it is not

equal to zero. Therefore the matrix of derivatives
is non-singular at τ = τ0 and so the delta method
can be applied, see, e. g., [11, Theorem B.6]. This
method implies the statement of the theorem and
provides with the formula for asymptotic covari-
ance matrix Σ0.

4 Simulation study

In this section we would like to present results
of estimators performance by numerical simula-
tions. For each generated trajectory we will es-
timate asymptotic covariance matrices de�ned in
(2.1) and (3.1) by using values of estimators (4).
For each set of parameters we generate 1000 tra-
jectories of the process Xt and calculate the em-
pirical means, empirical standard deviations of the
estimates, the square root of estimated asymptotic
variation divided by N (

√
σ̂/N) and cover prob-

ability (CP) for α = 5% based on estimator of
asymptotic covariance matrix. Series alike (7) are
divided into sum of two convergent series

+∞∑
i=−∞

ρ̃(i+ α)ρ̃(i+ β) =
+∞∑
i=0

ρ̃(i+ α)ρ̃(i+ β)+

+
+∞∑
i=0

ρ̃(i+ 1− α)ρ̃(i+ 1− β),

where α, β ∈ Z. Series
∑+∞

i=0 ρ̃(i + α)ρ̃(i + β) are
estimated with precision δ = 10−3 by evaluating
the sum Sm =

∑m
i=0 ρ̃(i + α)ρ̃(i + β) with the

�rst m such that |Sm − Sm−1| < 10−3. Also,
for simulation purposes, we will be using only
H ∈ (0, 12)∪(12 ,

3
4) because otherwise the series (7)

will not converge thus the asymptotic covariance
matrix will be non-evaluable. Moreover, the same
will be applied for each case when the estimated
ĤN will be out of boundaries (0, 12) ∪ (12 ,

3
4).

Table 1: The estimator ĤN with κ2 = 6.25,
σ2 = 2.25 (h = 1)

N
H 28 212 216 220

0.2 Mean 0.1823 0.2018 0.2008 0.2000
S.dev. 0.3135 0.0721 0.0176 0.0043√
σ̂/N 0.3027 0.0728 0.0181 0.0045

CP% 100.00 97.522 95.600 96.400

0.4 Mean 0.4281 0.4052 0.4009 0.3994
S.dev. 0.7990 0.1686 0.0403 0.0103√
σ̂/N 0.6739 0.1715 0.0404 0.0100

CP% 100.00 99.636 97.005 94.795

0.6 Mean 0.5963 0.5903 0.5999 0.5999
S.dev. 0.5792 0.1232 0.0290 0.0070√
σ̂/N 0.4746 0.1119 0.0279 0.0070

CP% 100.00 100.00 95.755 95.496

Table 2: The estimator κ̂2N with κ2 = 6.25,
σ2 = 2.25 (h = 1)

N
H 28 212 216 220

0.2 Mean 13.197 6.5692 6.2721 6.2505
S.dev. 86.074 1.3784 0.2560 0.0604√
σ̂/N 4.0819 1.0934 0.2569 0.0633

CP% 100.00 93.427 95.500 95.900

0.4 Mean 8.5306 25.768 8.0469 6.2735
S.dev. 54.206 206.04 9.9068 0.5839√
σ̂/N 13.130 4.2116 2.0175 0.5636

CP% 98.131 70.909 88.412 94.094

0.6 Mean 9.1450 26.615 10.454 6.2924
S.dev. 39.869 269.74 104.39 0.5002√
σ̂/N 17.947 4.5897 1.7836 0.4920

CP% 100.00 83.200 88.639 94.795
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Table 3: The estimator σ̂2
N with κ2 = 6.25,

σ2 = 2.25 (h = 1)

N
H 28 212 216 220

0.2 Mean 3.2413 2.1907 2.2265 2.2492
S.dev. 1.4481 0.8823 0.2542 0.0602√
σ̂/N 4.0495 1.0873 0.2554 0.0629

CP% 100.00 92.996 95.900 96.400

0.4 Mean 5.7222 4.4137 2.6526 2.2297
S.dev. 1.8376 1.6134 1.2686 0.5759√
σ̂/N 13.129 4.2119 2.0175 0.5636

CP% 99.533 70.000 89.063 94.094

0.6 Mean 6.2802 4.5294 2.6477 2.2096
S.dev. 2.2077 1.8375 1.2471 0.4946√
σ̂/N 17.972 4.5923 1.7840 0.4920

CP% 100.00 82.600 88.764 94.795

In Tables 1�3 one can �nd performance of the es-
timators ĤN , κ̂

2
N , and σ̂2

N , for the following true
values of the parameters: κ = 2.5, σ = 1.5. We
observe that the cover probability and asymptotic
variance estimators demonstrate better results for
H in (0, 1/2) in comparison with H in (1/2, 3/4).
Moreover, the closer parameter H to 1/2 the lower
rate of convergence for constructed estimators and
this is consistent with numerical simulations re-
sults obtained in [6].
We believe that partially observed results are af-
fected by convergence rates of series de�ned in
Lemma 1. These series do converge for H ∈ (12 ,

3
4)

but with a such signi�cantly slow rate that it ac-
tually has an impact on estimating the sum of
the corresponding series. At the same time for
H ∈ (0, 12) there is no signi�cant impact. More-
over, the convergence rates for H ∈ (12 ,

3
4) cre-

ates some technical di�culties. As was previously
stated we evaluate such series by splitting them
in two. We have conducted simulations for the
following series:

+∞∑
i=0

ρ̃(i)2. (17)

We estimate (17) by �nding the �rst m ∈ N such
that for Sm =

∑m
i=0 ρ̃(i)

2 for some pre-de�ned δ
it holds that |Sm − Sm−1| ⩽ δ.
This estimation was conducted for δ ∈ {10−3,
10−5, 10−7, 10−9} for κ = 2.5, σ = 1.5 and
H ∈ {0.2, 0.6}. Estimation results are presented
in Table 4. As one can see, in order to estimate
Sm with a precision of δ = 10−10 for H = 0.2

only a few hundred iterations are needed, while
for H = 0.6 it requires hundreds of thousands of
iterations. Moreover, lowering the precision from
10−10 to 10−3 has almost no impact on the esti-
mated value Sm for low H, but for high H it could
result in a di�erence around 1%.

Table 4: The Σ̃11 convergence with κ2 = 6.25,
σ2 = 2.25 (h = 1)

δ
H 10−3 10−5 2−7 10−9

0.2 m 8 31 129 543
Sm 76.879 76.880 76.881 76.881

0.6 m 53 931 16552 2.9 ∗ 105
Sm 73,768 73.831 73.851 73.853

Additionally, we want to note that for a small
number N there is a high percentage of itera-
tions that result in some estimators (4) being non-
evaluable (Non Ev.%) or estimated value of H be-
ing out of interval (0, 12)∩(

1
2 ,

3
4) (H Out%). In such

cases, asymptotic covariance matrices cannot be
estimated because the required series (7) will not
converge. Corresponding simulation results can be
found in Table 5.

Table 5: Percentage of estimated results that can-
not be used for estimating asymptotic covariance
matrix in previous simulations

N
H 28 212 216 220

0.2 Non Ev.% 34.10 6.900 0.000 0.000
H Out% 25.80 0.300 0.000 0.000

0.4 Non Ev.% 59.00 44.10 23.20 0.100
H Out% 19.60 0.900 0.000 0.000

0.6 Non Ev.% 52.60 42.20 19.90 0.100
H Out% 31.80 7.800 0.000 0.000

5 Conclusion

Joint asymptotic normality of estimators for pa-
rameters (H,κ, σ) constructed in [6] is proved for
H ∈ (0, 12) ∪ (12 ,

3
4) and respective asymptotoc co-

variance matrix is estimated. Provided simula-
tions show that constructed estimators are much
more accurate for low values of H, while for high
values ofH they are less accurate and much harder
to compute. In general, the obtained results are
consistent with conclusions from [6].
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This article gives a probabilistic overview of the widely used method of default probability estima-
tion proposed by K. Pluto and D. Tasche. There are listed detailed assumptions and derivation of the
inequality where the probability of default is involved under the influence of systematic factor. The
author anticipates adding more clarity, especially for early career analysts or scholars, regarding the
assumption of borrowers’ independence, conditional independence, and interaction between the probabi-
lity distributions such as binomial, beta, normal, and others. There is also shown the relation between
the probability of default and the joint distribution of √

ϱX −
√
1− ϱY , where X, including but not

limiting, is the standard normal, Y admits, including but not limiting, the beta-normal distribution and
X, Y are independent.

Key Words: probability of default, binomial distribution, beta-normal distribution, Vasicek distri-
bution, Pluto-Tasche method.

1 Introduction

The probability of default p is actually the most
important metric in credit risk management.
Roughly, this probability provides the likelihood
for a certain obligor not to follow the taken fi-
nancial commitments properly within a certain pe-
riod of time, typically one year. The number of
defaulted borrowers divided by the number of total
borrowers within a certain portfolio is known as
the observed default rate, while the predicted one
p is called the expected default rate. Any model
tasked to predict p, should ensure the alignment
between the observed and expected default rates.
However, in some instances, such as low default
portfolios, there is not possible to have any robust
observations for the observed default rate. In such
instances, the famous work [14] suggests applying
the Bernoulli trials to estimate the experiment’s
success probability p. This article is a survey of
two models: (a) the estimation of p when obligors
in the portfolio are treated independently of each
other and there is no side influence for such a

portfolio, (b) the estimation of p when obligors in
the portfolio are treated conditionally independent
of each other when each obligor is influenced by
some systematic factor. We aim to reflect on the
detailed steps and assumptions used in deriving the
two mentioned models and add some insights about
the involved probability distributions.

Let us recall several well-known random va-
riables.

• We say that the random variable X is bi-
nomial distributed with parameters n ∈ N
and p ∈ (0, 1) (denoted X ∼ Bin(n, p)) if
the probability mass function is

P(X = k)

=

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

where (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

We denote the cumulative distribution

© A. Grigutis, 2023
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function of the binomial random variable by

Binn, p(k) := P(X ⩽ k)

=

k∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i, k = 0, 1, . . . , n.

• We say that the random variable X is beta
distributed with parameters α > 0 and β > 0
(denoted X ∼ B(α, β)) if its probability
density function is

bα, β(x) :=
xα(1− x)β

B(α, β)
, x ∈ (0, 1),

where
B(α, β) =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

and the gamma function for the complex
number s ∈ C is

Γ(s) =

∫ ∞

0
ts−1e−tdt, ℜs > 0.

We denote the cumulative distribution
function of the beta random variable by

Bα, β(x) =

∫ x

0
bα, β(y)dy, x ∈ (0, 1)

and its inverse by B−1
α, β(x), x ∈ (0, 1).

• We say that the random variable X is
normally distributed with parameters µ ∈ R
and σ2 > 0 (denoted by X ∼ N (µ, σ2)) if
its probability density function is

φµ, σ2(x) =
1

σ
√
2π

e−(x−µ)2/2σ2
, x ∈ R.

We denote the cumulative distribution
function of the normal distribution by

Φµ, σ2(x) =

∫ x

−∞
φµ, σ2(y)dy, x ∈ R

and its inverse by Φ−1
µ, σ2(x). We recall the

symmetry Φµ, σ2(x) = 1 − Φµ, σ2(−x + 2µ)
and write φ(x), Φ(x) and Φ−1(x) respecti-
vely if X ∼ N (0, 1).

The other distributions met in this paper, are
introduced in the proper places where they are used.

2 Binomial and mixture binomial distri-
butions for the probability of default
estimation

In this section, in the subsections 2.1 and 2.2
respectively, we review the derivation of two
methods used to estimate the probability of default
p. As mentioned in Introduction 1, the first method
is just the Bernoulli trials assuming the obligors’
independence, while the second method provides
the estimation of p under the assumption of obli-
gors’ conditional independence of each other under
the influence of a certain systematic factor.

2.1 Binomial distribution

Let X1, X2, . . . , Xn be independent copies of
Bernoulli random variable X which distribu-
tion is P(X = 1) = p = 1 − P(X =
0). In risk management, the random variables
X1, X2, . . . , Xn are treated as independent obli-
gors and the attained value Xi = 1, i = 1, 2, . . . , n
means that the i’th obligor defaults within some
observation period (typically one year), while Xi =
0, i = 1, 2, . . . , n means that the i’th obligor does
not default within the same observation period.

Then, the sum Y := X1 + X2 + . . . + Xn may
attain any value from the set {0, 1, . . . , n} with
probability

P(Y = k)

=

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (1)

The probability mass function of the binomial
distribution (1) means the probability to default k
out of total n obligors in the portfolio, while the
distribution function (2)

Binn, p(k) = P(Y ⩽ k)

=

k∑
i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i, k = 0, 1, . . . , n (2)

is the probability to default no more than k obligors
out of total n. Obviously,

Binn, p(n) = P(Y ⩽ n)

=
n∑

i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i = (p+ 1− p)n = 1

for any p ∈ (0, 1).
In many examples, e.g., tossing a coin or a

die, the experiment’s success probability p is known
beforehand. However, in real-life problems, such as
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default probability estimation, the probability p is
desired to know. In order to get p out of (1) or (2)
we need an expert judgment first. Let us suppose
that the probability of the amount of defaulted obli-
gors does not exceed k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} out of
n is at least 1− γ. Then,

Binn, p(k) = P(Y ⩽ k) =
k∑

i=0

(
n

i

)
pi(1− p)n−i

⩾ (1− γ), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} (3)

and, in view of Proposition 1, the upper bound of
default probability p is

p ⩽ 1− B−1
n−k, k+1(1− γ), (4)

where B−1
n−k, k+1(·) is an inverse of beta distribu-

tion function. In particular, if k = 0, i.e., we
are certain with probability 1 − γ that there be no
defaulted obligors at all, then

p ⩽ 1− (1− γ)1/n.

The probability 1 − γ can be introduced as
the probability of type I error, also known as
the false positive instance classification, which in
our context means that the actual probability of
default does not belong to the predicted interval
0 ⩽ p ⩽ 1 − B−1

n−k, k+1(1 − γ); see [4]. Moreover,
the confidence interval of the binomial distribution
is known as the Clopper-Pearson interval; see [3],
[5].

2.2 Mixture of Binomial and Normal
distributions

Let r be an annual return rate and (1+r/n)n, n ∈
N the increment of the invested amount when the
return rate is compounded n times per year. It is
well known that (1 + r/n)n → er when n → ∞.
Thus,

VF = VIe
r

assuming the continuously compounded return,
where VF > 0 denotes the final value and VI > 0
the initial one. Based on the previous thoughts, we
define

rlog := ln
VF

VI
= lnVF − lnVI . (5)

The return derived in (5) is called the logari-
thmic return or just log-return. We now assume

the logarithmic return to be a random variable.
More precisely, we assume

rlog = βS + ξ, (6)

where β ∈ R, S ∼ N (µ1, σ
2
1), ξ ∼ N (µ2, σ

2
2),

the random variables S and ξ are independent
and both non-degenerate. Also, S is known as
systematic risk factor, while ξ as idiosyncratic; see
[9]. The origin of return’s definition (6) has simi-
larities with the capital asset pricing model which
states that every expected return Eri under certain
assumptions satisfies

E(ri − rf ) = βiE(rM − rf ),

where rf is the risk-free return rate, rM the return
of systemic portfolio M and βi = cov(ri, rM )/σ2

M ,
see, for example, [6] and observe that (6) implies
E(rlog − ξ) = βES.

Let us now standardize the log-return (6). It
is easy to check that

rlog = βS + ξ ⇔
rlog − Erlog

σrlog
= β

σS
σrlog

S − ES
σS

+
σξ
σrlog

ξ − Eξ
σξ

.

Thus, it is equivalent to define rlog as

r̃log =
√
ϱS̃ +

√
1− ϱξ̃, ϱ ∈ [0, 1], (7)

where

ϱ =

(
β

σS
σrlog

)2

=
β2σ2

S

β2σ2
S + σ2

ξ

, (8)

and S̃, ξ̃ are independent standard normal random
variables. Indeed, rlog ∼ N (βµ1 + µ2, β

2σ2
1 + σ2)

is quivalent to r̃log ∼ N (0, 1).
We note that

1 = σ2
r̃log

=

(
β

σS
σrlog

)2

+

(
σξ
σrlog

)2

and the coefficient ϱ in (8) is called the asset
correlation (see [19]); it expresses the correlation
between r̃log and S̃:

corr(r̃log, S̃) = cov(
√
ϱS̃ +

√
1− ϱξ̃, S̃) =

√
ϱ.

We now define the default event D by

D =

{
1, if √ϱS̃ +

√
1− ϱξ̃ < xp,

0, otherwise.
(9)
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Of course, D is Bernoulli random variable
and xp = Φ−1(p) since the random variable√
ϱS̃ +

√
1− ϱξ̃ is standard normal. We now are

interested in that particular p which causes D =
1. Conditioning on S̃, i.e., assuming that the
systematic factor attains some particular value
x ∈ R, for ϱ ̸= 1, we have

P(D = 1|S̃ = x) = P

(
ξ̃ <

Φ−1(p)−√
ϱS̃

√
1− ϱ

∣∣∣∣∣S̃ = x

)

= Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

)
(10)

and

P(D = 0|S̃ = x)

= 1− Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

)
. (11)

The random variable

Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱS̃
√
1− ϱ

)
, p ∈ (0, 1), ϱ ∈ [0, 1), (12)

where S̃ ∼ N (0, 1), is known as Vasicek distri-
bution, see [18].

Let D1, D2, . . . , Dn be the conditionally
independent copies of the random variable D when
the systematic factor S̃ = x. Then, D := D1 +
D2+ . . .+Dn is binomial random variable and the
conditional probability that D = i if S̃ = x is

P(D = i|S̃ = x) =

(
n

i

)
Φi

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

)
×
(
1− Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

))n−i

, (13)

where i = 0, 1, . . . , n. Thus, being certain with
probability at least 1 − γ, that there default up to
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} obligors out of total n, by
the law of total probability we get

P(D ⩽ k) = E
(
P(D ⩽ k|S̃ = x)

)
=∫ +∞

−∞
φ(x)

k∑
i=0

(
n

i

)(
Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

))i

×
(
1− Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

))n−i

dx ⩾ 1− γ. (14)

Notice that if k = n, then the inequality (14) is
satisfied with any p ∈ (0, 1) when γ ∈ [0, 1].
Also, ϱ = 0 in (14) implies the inequality (3).

Equally, the integral in (14) is nothing but the
mixture of the binomial and Vasicek distributions:
it is the cumulative binomial distribution function
Binn, p(k), k = 0, 1, . . . , n when the parameter p
is Vasicek distributed (12). See [12] for the mixture
distribution models.

According to Proposition 2, the upper bound
of p in (14) is

p ⩽ 1− Φ
(√

1− ϱF−1
n−k, k+1, ϱ(1− γ)

)
, (15)

where F−1
n−k, k+1, ϱ(y), y ∈ R is the inverse of the

cumulative distribution function

Fn−k, k+1, ϱ(y) =∫ 1

0
Bn−k, k+1

(
Φ

(√
ϱ

1− ϱ
Φ−1(x) + y

))
dx. (16)

It is not easy to get a more convenient
expression of the cumulative distribution function
Fn−k, k+1, ϱ(y) in (16). Thus, we shall search for
the quantiles of the underlying distribution, descri-
bed by Fn−k, k+1, ϱ(y), numerically; see Section 5.
Of course, the function Fn−k, k+1, ϱ(y) is defined in
view of Proposition 2 by replacing

y = −Φ−1(p)√
1− ϱ

in (19) and there is equivalent to search for such
p ∈ (0, 1) that

Fn−k, k+1, ϱ

(
−Φ−1(p)√

1− ϱ

)
⩾ 1− γ

or

F̃n−k, k+1, ϱ(p) :=

1− Fn−k, k+1, ϱ

(
−Φ−1(p)√

1− ϱ

)
⩽ γ, (17)

where F̃n−k, k+1, ϱ(p), p ∈ (0, 1) is the continuous
cumulative distribution function with respect to p.

Let us mention that the probability distributi-
on, described by its cumulative distribution functi-
on

BNα, β, µ, σ2(x) := Bα, β

(
Φµ, σ2(x)

)
, x ∈ R,

is known as beta-normal. We write X ∼
BN (α, β, µ, σ2) if X is the beta-normal random
variable and bnα, β, µ, σ2(x), x ∈ R denotes its
density. See [7], [8], [10] and [15] for the beta-
normal distribution. Thus, Fα, β, ϱ(y) in (16) can
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be easily described in terms of the beta-normal di-
stribution. See also [2] as the good initial source
on credit risk management and some other insi-
ghts deriving inequality (14). Equally, in view of
(16), we depict the probability density function

dFα, β, ϱ(y)

dy
, y ∈ R, α > 0, β > 0, 0 ⩽ ϱ < 1

for some chosen parameters in Figure 1 and
the cumulative distribution function Fα, β, ϱ(y)
correspondingly in Figure 2 below.

-3 -2 -1 0 1 2 3

0.125

0.25

0.375

0.5

Α=2; Β=5; ·=0.25 Α=5; Β=2; ·=0.25 Α= Β=2; ·=0.25

Α= Β=1; ·=0.25 Α= Β=1; ·=0.75

Figure 1: The probability density function whose
cumulative distribution function is Fα, β, ϱ(y), y ∈
R.

-3 -2 -1 0 1 2 3
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0.5

0.75

1

Α=2; Β=5; ·=0.25 Α=5; Β=2; ·=0.25 Α= Β=2; ·=0.25

Α= Β=1; ·=0.25 Α= Β=1; ·=0.75

Figure 2: The cumulative distribution function
Fα, β, ϱ(y), y ∈ R.

The derivative of F̃n−k, k+1, ϱ(p) in (17) and
the cumulative distribution function F̃n−k, k+1, ϱ(p)
for some chosen parameters are depicted in Figure
3 and Figure 4 below respectively.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5

1

1.5

2

Α=2; Β=5; ·=0.25 Α=5; Β=2; ·=0.25 Α= Β=2; ·=0.25

Α= Β=2; ·=0.5 Α= Β=1; 0£·<1 Α= Β=1�2; ·=0.25

Figure 3: The probability density function whose
cumulative distribution function is F̃n−k, k+1, ϱ(p),
p ∈ (0, 1).
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0.25

0.5

0.75

1

Α=2; Β=5; ·=0.25 Α=5; Β=2; ·=0.25 Α= Β=2; ·=0.25

Α= Β=2; ·=0.5 Α= Β=1; 0£·<1 Α= Β=1�2; ·=0.25

Figure 4: The cumulative distribution function
F̃n−k, k+1, ϱ(p), p ∈ (0, 1).

The depicted functions in Figures 1-4 relate
the search of the upper bound of p with the quantile
function of 1−γ under the underlying distribution.
According to Propositions 2 and 3, in Figures 5,
6 and 7 below we illustrate the search of the upper
bound of p relation with the partial volume of the
unit given by 1− γ (the blue colored volume in Fi-
gures 5, 6 and 7) under the joint density surface.
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Figure 5: The joint density φ(x)bnα, β, 0, 1(y),
(x, y) ∈ R2 and the line √ϱx−

√
1− ϱy = Φ−1(p),

when α = 5, β = 2, ϱ = 1/2 and p = 1/10. The red
colored volume corresponds to √

ϱx −
√
1− ϱy <

Φ−1(p), while the blue one is 1 − γ = 0.869. In
other words, the inequality (14) with 1−γ = 0.869,
k = 1, n = 6 and ϱ = 1/2 is satisfied when
p ∈ (0, 1/10].
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Figure 6: The joint density 1·bnα, β, 0, 1(y), 0 < x <
1, y ∈ R and the curve √

ϱΦ−1(x) −
√
1− ϱy =

Φ−1(p), when α = 5, β = 2, ϱ = 1/2 and
p = 1/10. The red colored volume corresponds to√
ϱΦ−1(x)−

√
1− ϱy < Φ−1(p), while the blue one

is 1− γ = 0.869.
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Figure 7: The joint density 1 · bα, β(y), 0 < x, y <
1, and the curve √

ϱΦ−1(x) −
√
1− ϱΦ−1(y) =

Φ−1(p), when α = 5, β = 2, ϱ = 1/2 and
p = 1/10. The red colored volume corresponds to√
ϱΦ−1(x) −

√
1− ϱΦ−1(y) < Φ−1(p), while the

blue one is 1− γ = 0.869.

To estimate the probability of default p
by (4) or (15) among the portfolio sub-classes
A1, A2, . . . , Al, where A1 represents the lowest
risk borrowers and Al the highest respectively,
there was proposed a method of conservatism;
see [14]. The method of conservatism states the
following. Let n1, n2, . . . , nl, k1, k2, . . . , kl and
p1, p2, . . . , pl be the number of obligors, the
number of expected defaults and default probabi-
lities over the portfolio sub-classes A1, A2, . . . , Al

respectively. Then n1 + n2 . . .+ nl = n, k1 + k2 +
. . .+ kl = k and the probability of defaults p1 shall
be estimated using the parameters (n, k) in (4) or
(15), p2 shall be estimated using (n− n1, k − k1),
p3 with (n−n1 −n2, k− k1 − k2) and so on up to
pl which shall be estimated using (nl, kl).

Discussions and dissatisfaction among the
practitioners that the estimates (4) or (15) of the
probability of default are too conservative, force
some adjustments to estimate p conditionally (bi-
ased), see [16] and related papers.

3 Statements

In this section, we recall the connection between
the binomial and beta distributions, provide several
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equivalent forms of inequality (14), and its
connection to the normal multivariate distributi-
on when there are no expected defaults, i.e. k = 0.

Proposition 1. Let n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
be fixed and p ∈ (0, 1). Then the cumulative distri-
bution function of binomial and beta random va-
riables are related as

1− Bk+1,n−k(p) = Bn−k,k+1(1− p)

= Binn,p(k), p ∈ (0, 1).

Note 1: Let us emphasize that the function
Binn,p(k) in Proposition 1 is understood as the
function of p ∈ (0, 1), when n and k are fixed.

Proposition 1 is often met in probabilistic
books; e.g., [4, p. 82].

Proposition 2. Let n ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
be fixed and p ∈ (0, 1). Then the inequality (14)
admits the following equivalent representations:∫ ∞

−∞
φ(x)×

Bn−k, k+1

(
Φ

(√
ϱ

1− ϱ
x− Φ−1(p)√

1− ϱ

))
dx (18)

=

∫ 1

0
Bn−k, k+1

(
Φ

(√
ϱ

1− ϱ
Φ−1(x)

− Φ−1(p)√
1− ϱ

))
dx (19)

⩾ 1− γ,

where Bn−k, k+1(·) is the cumulative distribution
function of the beta random variable.

Note 2: The same way as Proposition 1
relates the cumulative distribution functions of
binomial and beta distributions, Proposition 2
relates the cumulative distribution function P(D ⩽
k), k ∈ {0, 1, . . . , n} from (14) to the ones
in (18) or (19) when p ∈ (0, 1). Of course,
Bn−k, k+1(·) in (18) and (19) can be easily replaced
by BN n−k, k+1, 0, 1(·) due to the argument Φ(·).

We denote U(0, 1) the uniform distribution
over the interval (0, 1). Then, the following
proposition is correct.

Proposition 3. Let X ∼ N (0, 1), Y ∼ BN (n −
k, k+ 1, 0, 1), Z ∼ U(0, 1), W ∼ B(n− k, k+ 1)
and suppose that the random variables in pairs
(X, Y ), (Y, Z), (Z, W ) are independent. Then

the distribution function in (18) or (19), when
p ∈ (0, 1), equals to

P
(
Φ
(√

ϱX −
√
1− ϱY

)
> p
)
= (20)

P
(
Φ
(√

ϱΦ−1(Z)−
√
1− ϱY

)
> p
)
= (21)

P
(
Φ
(√

ϱΦ−1(Z)−
√
1− ϱΦ−1(W )

)
> p
)

(22)

Note 3: Of course, there can be given some
other joint distributions’ expressions than those
provided in (20), (21), (22).

Corollary 1. If k = 0, n ∈ N and X ∼ N (0, 1),
then the left hand-side of the inequality (14) is

EΦn

(√
ϱ

1− ϱ
X − Φ−1(p)√

1− ϱ

)
(23)

=

∫ +∞

−∞
φ(x)Φn

(√
ϱ

1− ϱ
x− Φ−1(p)√

1− ϱ

)
dx (24)

= ΦR

(
−Φ−1(p), . . . , −Φ−1(p)

)
, (25)

where ΦR is the Gaussian copula with the correla-
tion matrix

R =


1 ϱ . . . ϱ
ϱ 1 . . . ϱ
...

...
. . .

...
ϱ ϱ . . . 1


n×n

.

On top of that, the multivariate density of ΦR

in (25) is

φR :=

exp

{
(1+(n−2)ϱ)

∑n
i=1 x

2
i−2ϱ

∑
1⩽i<j⩽n xixj

−2(1−ϱ)(1+(n−1)ϱ)

}
√
(2π)n(1− ϱ)n−1(1 + (n− 1)ϱ)

, (26)

(x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Corollary 1 and its proof (see Section 4) im-
plies

EΦn

(
−
√

ϱ

1− ϱ
X +

Φ−1(p)√
1− ϱ

)
= ΦR

(
Φ−1(p), . . . , Φ−1(p)

)
,

where X ∼ N (0, 1), and these moments of Vasi-
cek distribution (12) are connected to the moments
of the probability distribution given by

P(X = i) =

(
n

i

)∫ +∞

−∞
φ(x)Φi

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

)
×
(
1− Φ

(
Φ−1(p)−√

ϱx
√
1− ϱ

))n−i

dx, (27)
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where n ∈ N and i ∈ {0, 1, . . . , n}, see (13).
Indeed, due to the well-known moment-generating
function of the binomial distribution, the moment-
generating function M(t) of (27) is

E

(
Φ

(√
ϱ

1− ϱ
X − Φ−1(p)√

1− ϱ

)

+Φ

(
−
√

ϱ

1− ϱ
X +

Φ−1(p)√
1− ϱ

)
et

)n

, t ∈ R,

where X ∼ N (0, 1). Notice that M(log t) is the
probability-generating function of the underlying
distribution.

4 Proofs

This section provides the proofs for three
formulated statements in Section 3. The majori-
ty of the given proofs are commonly known among
researchers or scholars and it is difficult to give
any initial source.

Proof of Proposition 1. Let us first show that

1− Bk+1,n−k(p) = Bn−k,k+1(1− p).

Indeed,

Bn−k, k+1(1− p) =

∫ 1−p
0 un−k−1(1− u)kdu

B(n− k, k + 1)
=

−
∫ p
1 (1− x)n−k−1xkdx

B(n− k, k + 1)
=

∫ 1
p xk(1− x)n−k−1dx

B(k + 1, n− k)

=
B(k + 1, n− k)−

∫ p
0 xk(1− x)n−k−1dx

B(k + 1, n− k)

= 1− Bk+1,n−k(p).

We now aim to prove

1− Binn,p(k) = Bn−k,k+1(1− p),

where Binn,p(k) is considered as a function of
p ∈ (0, 1) when k and n are fixed. Let us rewrite

f(p) := 1− Binn,p(k)

=

n∑
i=k+1

(
n

i

)
pi(1− p)n−i, k = 0, 1, . . . , n− 1.

One may observe that f(0) = 0, f(1) = 1 and the
derivative

d f(p)

dp
=

n∑
i=k+1

(
n

i

)
×
(
ipi−1(1− p)n−i − (n− i)pi(1− p)n−1−i

)
= n

n∑
i=k+1

((
n− 1

i− 1

)
pi−1(1− p)n−i

−
(
n− 1

i

)
pi(1− p)n−1−i

1{i⩽n−1}

)

= n

((
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k

−
(
n− 1

k + 1

)
pk+1(1− p)n−2−k

+

(
n− 1

k + 1

)
pk+1(1− p)n−2−k

−
(
n− 1

k + 2

)
pk+2(1− p)n−3−k + . . .

+

(
n− 1

n− 1

)
pn−1(1− p)0

)

=
n!

k!(n− k − 1)!
pk(1− p)n−1−k

is positive for all p ∈ (0, 1). Thus, f(p) is the
cumulative distribution function over the interval
p ∈ (0, 1) and its derivative is nothing but the
density of the beta distribution with parameters
(k + 1, n− k), i.e.,

d f(p)

dp
= bk+1, n−k(p)

=
Γ(n+ 1)

Γ(k + 1)Γ(n− k)
pk(1− p)n−k−1, p ∈ (0, 1).

Proof of Proposition 2. The integral in (14) im-
plies (18) by Proposition 1, while (18) implies (19)
by the change of variable Φ(x) 7→ x.

Proof of Proposition 3. The probability (20) is
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implied by (18) observing that∫ +∞

−∞
φ(x)

×

∫ √
ϱ

1−ϱ
x−Φ−1(p)√

1−ϱ

−∞
bnn−k, k+1, 0, 1(y)dy

 dx

=

∫ +∞

−∞

∫ √
ϱ

1−ϱ
x−Φ−1(p)√

1−ϱ

−∞

× φ(x)bnn−k, k+1, 0, 1(y) dx dy

= P
(
Y <

√
ϱ

1− ϱ
X − Φ−1(p)√

1− ϱ

)
= P

(√
ϱX −

√
1− ϱY > Φ−1(p)

)
= P

(
Φ
(√

ϱX −
√
1− ϱY

)
> p
)
,

when X and Y are independent. The remaining
probabilities (21) and (22) are implied by the
integral in (19) by the same arguments.

Proof of Corollary 1. Let a, b ∈ R. Assume the
random variables Y1, . . . , Yn are independent and
identically distributed by N (0, 1). If X ∼ N (0, 1)
and Y1, . . . , Yn are conditionally independent of
X, then

P(Y1 < aX + b, . . . , Yn < aX + b) =∫ +∞

−∞
P(Y1 < aX + b, . . . , Yn < aX + b|X = x)

× φ(x) dx

=

∫ +∞

−∞
φ(x)Φn(ax+ b) dx = EΦn(aX + b).

The equality (24) follows by choosing

a =

√
ϱ

1− ϱ
, b = −Φ−1(p)√

1− p
,

while the equality (25) is implied observing that

P
(√

1− ϱY1 −
√
ϱX < −Φ−1(p), . . . ,√

1− ϱYn −√
ϱX < −Φ−1(p)

)
= ΦR

(
−Φ−1(p), . . . , −Φ−1(p)

)
,

where

R =


1 ϱ . . . ϱ
ϱ 1 . . . ϱ
...

...
. . .

...
ϱ ϱ . . . 1


n×n

,

because

corr
(√

1− ϱYi −
√
ϱX,

√
1− ϱYj −

√
ϱX
)

=

{
1, i = j,

ϱ, i ̸= j

and

E
(√

1− ϱYi −
√
ϱX
)
= 0, i = 1, . . . , n.

The determinant of R is

|R| = (1− ϱ)n−1(1 + (n− 1)ϱ)

and the inverse matrix of R admits the following
representation

R−1 =
1

(1− ϱ)(1 + (n− 1)ϱ)
×

1 + (n− 2)ϱ −ϱ . . . −ϱ
−ϱ 1 + (n− 2)ϱ . . . −ϱ
...

...
. . .

...
−ϱ −ϱ . . . 1 + (n− 2)ϱ


Indeed, it is easy to check that RR−1 = I, where
I is the identity matrix. Then, the multivariate
density (26) is implied by the formula

exp
{
−1

2(x1, . . . , xn)R
−1(x1, . . . , xn)

T
}√

(2π)n|R|
,

(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

see, for example, [11], [1], [17].

5 Examples

Example 1. Suppose there are up to 3 defaults
expected with probability 1 − γ out of 800 obli-
gors which are split into three risk classes: A, B
and C, where A represents the lowest risk and C
the highest. Assume the numbers of obligors are
100, 400, 300 and the numbers of expected defaults
are up to 0, 2, 1 in risk classes A, B and C
respectively. We apply Propositions 1, 2 and the
method of conservatism introduced in [14] to esti-
mate the probabilities of default pA, pB and pC in
risk classes A, B and C.

The method of conservatism (see [14] and the
description by end of Section 2) states that pA
shall be estimated for the entire portfolio, i.e.,
n = 800 and k = 3 in the considered case. The
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probability pB shall be estimated for the entire
portfolio excluding the class A, i.e., n = 700 and
k = 3 in the considered case. Then, the probability
pC is estimated using n = 300 and k = 1 as per

the riskiest class C.
Using Proposition 1, the underlying logic

stated in subsection 2.1 and the method of
conservatism, we obtain Table 1.

γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

1− B−1
797, 4(1− γ) 0.46% 0.64% 0.83% 0.97% 1.25% 1.62%

1− B−1
697, 4(1− γ) 0.52% 0.73% 0.95% 1.10% 1.43% 1.85%

1− B−1
299, 2(1− γ) 0.56% 0.90% 1.29% 1.57% 2.19% 3.04%

Table 1: The upper bounds of pA, pB and pC .

Note that the numbers in Table 1 are given
in [14] too and we replicate them for comparison
purposes, especially calculating the quantiles of the
underlying distribution given by Fn−k, k+1, ϱ(y).

Suppose the asset correlation ϱ = 12%

in Example 1. Then, using Proposition 2, the
underlying logic stated in subsection 2.2, the
method of conservatism, and the function "Find-
Root"in program [13] we obtain Table 2 and Table
3.

γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

F−1
797, 4, 0.12(1− γ) 2.61 2.34 2.09 1.94 1.67 1.36

F−1
697, 4, 0.12(1− γ) 2.57 2.29 2.04 1.90 1.62 1.31

F−1
299, 2, 0.12(1− γ) 2.55 2.25 1.98 1.82 1.52 1.19

Table 2: The quantiles of distribution which cumulative distribution function is Fn−k, k+1, ϱ(y).

γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

Φ(a) 0.71% 1.41% 2.49% 3.41% 5.88% 10.08%

Φ(b) 0.80% 1.58% 2.76% 3.77% 6.43% 10.91%

Φ(c) 0.84% 1.75% 3.18% 4.41% 7.67% 13.13%

Table 3: The upper bounds of pA, pB and pC under the influence of systematic factor. Here a =
−
√
1− ϱF−1

797, 4, 0.12(1 − γ), b = −
√
1− ϱF−1

697, 4, 0.12(1 − γ), c = −
√
1− ϱF−1

299, 2, 0.12(1 − γ) as provided
in Table 2.

The provided numbers in Table 3 match the
corresponding ones in [14] except few cases caused
by rounding errors in the fourth decimal place.

Example 2. Suppose there are up to 7 defaults
expected with probability 1 − γ out of 1500 obli-
gors which are split in four risk classes: A, B,
C and D where A represents the lowest risk and
D the highest. Assume the numbers of obligors
are 400, 700, 250, 150 and the numbers of expected

defaults are up to 2, 1, 3, 1 in risk classes A, B,
C and D respectively. We apply Propositions 1, 2
and the method of conservatism introduced in [14]
to estimate the probabilities of default pA, pB pC
and pD in risk classes A, B, C and D.

Using Proposition 1, the underlying logic
stated in subsection 2.1 and the method of
conservatism, we obtain Table 4.
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γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

B−1
1493, 8(1− γ) 0.51% 0.65% 0.78% 0.87% 1.06% 1.30%

B−1
1095, 6(1− γ) 0.52% 0.67% 0.84% 0.95% 1.19% 1.49%

B−1
396, 5(1− γ) 1.17% 1.56% 1.99% 2.27% 2.87% 3.65%

B−1
149, 2(1− γ) 1.12% 1.78% 2.57% 3.12% 4.34% 5.99%

Table 4: The upper bounds of pA, pB, pC and pD.

Notice that B−1
396, 5(1/2) > B−1

149, 2(1/2) in Table
4 and, as stated in [14, Footnote 6], ”... this is not
a desirable effect, a possible work-around could be
to increment the number of defaults in grade D
up to the point where pD would take on a greater
value than pC ...”.

Suppose the asset correlation ϱ = 12%
in Example 2. Then, using Proposition 2, the
underlying logic stated in subsection 2.2, the
method of conservatism, and the function "Find-
Root"in program [13] we obtain Table 5 and Table
6.

γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

F−1
1493, 8, 0.12(1− γ) 2.57 2.31 2.07 1.93 1.67 1.37

F−1
1095, 6, 0.12(1− γ) 2.57 2.30 2.06 1.92 1.65 1.35

F−1
396, 5, 0.12(1− γ) 2.27 2.00 1.75 1.61 1.33 1.02

F−1
149, 2, 0.12(1− γ) 2.30 1.98 1.71 1.54 1.24 0.91

Table 5: The quantiles of distribution which cumulative distribution function is Fn−k, k+1, ϱ(y).

γ 0.5 0.75 0.9 0.95 0.99 0.999

Φ(a) 0.79% 1.51% 2.59% 3.49% 5.58% 9.90%

Φ(b) 0.79% 1.53% 2.64% 3.58% 6.06% 10.23%

Φ(c) 1.64% 3.04% 5.01% 6.60% 10.61% 16.87%

Φ(d) 1.56% 3.13% 5.45% 7.36% 12.21% 19.76%

Table 6: The upper bounds of pA, pB, pC and pD under the influence of systematic factor. Here
a = −

√
1− ϱF−1

1493, 8, 0.12(1 − γ), b = −
√
1− ϱF−1

1095, 6, 0.12(1 − γ), c = −
√
1− ϱF−1

396, 5, 0.12(1 − γ), d =

−
√
1− ϱF−1

149, 2, 0.12(1− γ) as provided in Table 5.

Notice that F−1
396, 5, 0.12(1/2) > F−1

149, 2, 0.12(1/2)
in Table 5 and consequently the corresponding
upper bounds of pC and pD in Table 6 maintain
the upper bound reversal.

6 Concluding remarks

As stated, this survey article gives a detailed
probabilistic overview of two methods for the
upper bound of default probability. The provi-
ded insights reveal the important role played by
the beta-normal distribution. However, the beta-
normal distribution appears to be little studied,
compared to the voluminous literature for the
separate normal or beta distributions. It would be
of interest to get any closed-form of the inverse

of Fα, β, ϱ(p) (see (16)) in terms of a superposi-
tion of Φ−1

µ, σ2(·) and B−1
α, β(·), which possibly

would include studying the cumulative distribution
function Φµ, σ2

(
aΦ−1

µ̃, σ̃2(x) + b
)

when a, b ∈ R
and x ∈ (0, 1).

7 Acknowledgments

The author is thankful to Arvydas Karbonskis for
his feedback on this article’s draft version and to
Dirk Tasche for pointing to the reference [16] and
giving several other valuable comments.

73



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Фiзико-математичнi науки

2023, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Physics & Mathematics

References

1. ARBENZ, P. (2013) Bayesian Copulae
Distributions, with Application to
Operational Risk Management — Some
Comments. Methodology and Computi-
ng in Applied Probability 15: 105–8.
https://doi.org/10.1007/s11009-011-9224-0.

2. BLUHM, C., WAGNER,C., OVERBECK,
L. (2003O) An Introduction to Credit Ri-
sk Modeling. Boca Raton: Chapman &
Hall/CRC.

3. BROWN, L. D., DASGUPTA, A., CAI, T.
T. (2001) Interval estimation for a binomial
proportion. Statistical Science 16 (2): 101–33.
https://doi.org/10.1214/ss/1009213286.

4. CASELLA, G., BERGER, R. L. (2002) Stati-
stical Inference. Duxbury Press, Pacific Grove.

5. CLOPPER,C. J., PEARSON, E. S
(1934) The use of confidence or fiduci-
al limits illustrated in the case of the
binomial. Biometrika 26 (4): 404–13.
https://doi.org/10.1093/biomet/26.4.404.

6. FRENCH, C. W. (2003) The Treynor Capi-
tal Asset Pricing Model. Journal of Investment
Management 1 (2): 60–72.

7. EUGENE, N., LEE, C., FAMOYE, F.
(2002) Beta-Normal Distribution and Its
Applications. Communications in Statistics
- Theory and Methods 31 (4): 497–512.
https://doi.org/10.1081/STA-120003130.

8. EUGENE, N., LEE, C., FAMOYE, F.
(2004) Beta-Normal Distribution: Bimodali-
ty Properties and Application. Journal
of Modern Applied Statistical Methods, 3.
https://doi.org/10.22237/jmasm/1083370200.

9. GATFAOUI, H. (2007) Idiosyncratic Risk,
Systematic Risk and Stochastic Volatility:
An Implementation of Merton’s Credit Risk
Valuation. In Advances in Risk Management,
107–31. London: Palgrave Macmillan UK.
https://doi.org/10.1057/9780230625846_6.

10. GUPTA, A. K., NADARAJAH, S. (2005)
On the Moments of the Beta Normal

Distribution. Communications in Statisti-
cs - Theory and Methods 33 (1): 1–13.
https://doi.org/10.1081/STA-120026573.

11. GUT, A. (2009) An Intermediate Course
in Probability. New York: Springer.
https://doi.org/10.1007/978-1-4419-0162-
0.

12. LINDSAY, B. G. (1995) Mixture Models:
Theory, Geometry and Applications. NSF-
CBMS Regional Conference Series in Probabi-
lity and Statistics 5: 1–163.

13. Inc., Wolfram Research (2022)
Mathematica Online, Version 13.2.
https://www.wolfram.com/mathematica.

14. PLUTO, K., TASCHE, D. (2006) Estimati-
ng Probabilities of Default for Low Default
Portfolios. In The Basel II Risk Parameters:
Estimation, Validation, and Stress Testi-
ng, 79–103. Springer, Berlin Heidelberg.
https://doi.org/10.1007/3-540-33087-9_5.
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Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îäíîâèìiðíîìó ïðîñòî-

ði, êåðîâàíîãî çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ìàéæå íàïåâíî, ÿêùî àáñîëþòíà âåëè÷èíà ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ïðÿìó¹ äî íå-

ñêií÷åííîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà, ñòîõàñòè÷íà ìiðà, ñòîõàñòè÷íå ïàðàáîëi÷íå ðiâ-

íÿííÿ, ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê, ïðîñòið Á¹ñîâà.

Abstract. We study the Cauchy problem for a parabolic equation on the line driven by a general

stochastic measure. Under some assumptions, we prove that the mild solution tends to zero almost

surely as the absolute value of the spatial variable tends to in�nity.

Key Words: asymptotic behavior, stochastic measure, stochastic parabolic equation, mild solution,

Besov space.

Communicated by Professor Yuliya Mishura.

1 Introduction

We continue investigation of the parabolic equati-
on driven by a general stochastic measure. Namely,
we study the asymptotic behavior of the mild
solution.

Let L0(Ω,F ,P) be the set of all real-valued
random variables de�ned on complete probabili-
ty space (Ω,F ,P), X be a metric space and B(X)
be a σ-algebra of Borel subsets of X. Let µ be a
general stochastic measure (or simply ¾stochastic
measure¿) on B(X), i.e. a σ-additive mapping µ :
B(X) → L0(Ω,F ,P) (see, for example, [1, Secti-
on 7]). We do not require the ful�llment of any
other assumptions except σ-additivity.

Consider the following equation

{
Lu(t, x)dt+f(t, x, u(t, x))dt+ σ(t, x)dµ(x) = 0,
u(0, x) = u0(x),

(1)

where (t, x) ∈ [0, T ]× R, µ is a general stochastic
measure de�ned on the σ-algebra of Borel subsets

of R, and the operator L has the form

Lu(t, x) = a(t)
∂2u(t, x)

∂2x
+ b(t)

∂u(t, x)

∂x
+

+c(t)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
, (2)

where functions a, b, c are de�ned on the set

S = [0, T ]× R = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈ R}.

The solution of equation (1) is understood in
the following mild sense

u(t, x) =

∫
R
p(t, x; 0, y)u0(y) dy+

+

∫ t

0
ds

∫
R
p(t, x; s, y)f(s, y, u(s, y)) dy+

+

∫
R
dµ(y)

∫ t

0
p(t, x; s, y)σ(s, y) ds . (3)

Here p(t, x; s, y) is the fundamental solution of the
operator L de�ned by (2). The integrals of random
functions with respect to ds and dy are taken for
each �xed ω. Some approaches to a de�nition of
such integrals and their properties are investigated
in [2]. For more details about the de�nition of the
mild solution see [3, Chapter 6].
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The existence, uniqueness and H�older
regularity of the solution of equation (3) are
proved in [4].

Our aim here is to establish the conditions
under which that the solution of problem (3) tends
to zero almost surely as the absolute value of the
spatial variable tends to in�nity. The same result is
presented in [5] for the heat equation. We generali-
ze it to the case of a parabolic equation.

Boris Manikin in [6] obtained the asymptotic
properties of the same parabolic equation as
t → ∞. The particular case of this problem (heat
equation) is considered in [7].

Similar asymptotic behavior and the regulari-
ty of the mild solution of the wave equation
with general stochastic measure in three-
dimensional space are investigated in [8] and [9].

The heat equation with stochastic measure
depending on time variable t, is considered in [10],
where it was proved that the mild solution tends
to zero as |x| → ∞.

2 Preliminaries

Consider the Besov space Bα
22([b, c]), α ∈

(1/2, 1), b, c ∈ R, that is, the space of functions
g : [b, c] → R such that the norm

∥g∥Bα
22([b,c])

= ∥g∥L2([b,c])+

+
(∫ c−b

0

(
w2,[b,c](g, r)

)2
r−2α−1 dr

) 1
2
,

is �nite. Here

w2,[b,c](g, r) = sup
0⩽h⩽r

(∫ c−h

b
|g(s+ h)− g(s)|2 ds

) 1
2

.

For any �xed j ∈ Z put

∆
(j)
kn = (j + (k − 1)2−n, j + k2−n],

n ⩾ 0, 1 ⩽ k ⩽ 2n.

Let function

g(t, x, v) : [0, T ]× R× [j, j + 1] → R

be such that ∀(t, x) ∈ [0, T ]×R : g(t, x, ·) is conti-
nuous on [j, j + 1].

Put

gn(t, x, v) = g(t, x, j)1{j}(v)+

+
∑

1⩽k⩽2n

g(t, x, j + (k − 1)2−n)1
∆

(j)
kn

(v).

Then by [11, Lemma 3.2] the stochastic functi-
on

ηj(t, x) =

∫
[j,j+1]

g(t, x, v)dµ(v), (t, x) ∈ [0, T ]×R,

has the version

η̃j(t, x) =

∫
[j,j+1]

g0(t, x, v)dµ(v)+

+
∑
n⩾1

∫
[j,j+1]

(
gn(t, x, v)− gn−1(t, x, v)

)
dµ(v),

(4)

such that, for all

ε > 0, ω ∈ Ω, (t, x) ∈ [0, T ]× R,

we get

|η̃j(t, x)| ⩽
∣∣g(t, x, j)µ([j, j + 1]

)∣∣+
+

{∑
n⩾1

2nε
∑

1⩽k⩽2n

∣∣g(t, x, j + k2−n)−

−g(t, x, j + (k − 1)2−n)
∣∣2} 1

2

×

×

{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

∣∣∣µ(∆(j)
kn

)∣∣∣2} 1
2

.

For this version we have, by [12, Theorem 1.2],

|η̃j(t, x)| ⩽
⩽ |g(t, x, j)µ([j, j + 1])|+ C∥g(t, x, ·)∥Bα

22([j,j+1])×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2
, (5)

where α = ε/2+1/2 and the sum with a stochastic
measure is �nite by [11, Lemma 3.1]. Note that
we can chose the same version (4) for all (t, x) ∈
[0, T ]×R, while the constant C depends on α and
does not depend on j, t, x, ω.

3 Main result

The following conditions are assumed throughout
the paper.

A1. Function u0(y) = u0(y, ω) : R×Ω → R is
measurable and bounded, namely,

|u0(y, ω)| ⩽ Cu0(ω).
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A2. Function u0(y) is H�older continuous in
y ∈ R, that is,

|u0(y1)− u0(y2)| ⩽ Lu0(ω) |y1 − y2|β(u0) ,

β(u0) ⩾ 1/2 .

A3. Function f(s, y, z) : [0, T ]×R×R → R is
measurable and bounded, namely,

|f(s, y, z)| ⩽ Cf .

A4. Function f(s, y, z) is uniformly Lipschitz
in y ∈ R, z ∈ R, that is,

|f(s, y1, z1)−f(s, y2, z2)|⩽Lf (|y1 − y2|+|z1 − z2|).

A5. Function σ(s, y) : [0, T ] × R → R is
measurable and bounded, namely,

|σ(s, y)| ⩽ Cσ.

A6. Function σ(s, y) is H�older continuous in
y ∈ R, namely,

|σ(s, y1)− σ(s, y2)| ⩽ Lσ |y1 − y2|β(σ), β(σ) >1/2.

A7. Fundamental solution p of the operator L
is homogeneous in the space variable, namely,

p(t, x; s, y) = p(t, x− y; s).

A8. Functions a(t), b(t), c(t) are continuous
in [0, T ] and there are α > 0, A > 0, A0 > 0 such
that

|a(t1)− a(t2)| ⩽ A |t1 − t2|α , a(t1) ⩾ A0,

for all t1, t2 ∈ [0, T ].
A9. Function |y|τ is integrable with respect to

µ on R for some τ > 1/2.
A10. |u0(y)| → 0, sup

s∈[0,T ], z∈R
|f(s, y, z)| → 0,

as |y| → ∞.
Note that we consider the fundamental soluti-

on p of the operator L that is homogeneous in
the space variable (Assumption A7). In this case
coe�cients a, b, c do not depend on the space vari-
able.

If Assumption A8 holds, then according to [13,
Section 4, Theorem 1] we have

|p(t, x; s)| ⩽ M(t− s)−
1
2 e−

λ|x|2
t−s , (6)∣∣∣∣∂p(t, x; s)∂x

∣∣∣∣ ⩽ M(t− s)−1e−
λ|x|2
t−s , (7)

where λ and M are positive constants.
The symbols C and C(ω) denote nonrandom

and random constants which can vary from line to
line.

Theorem 3.1. Suppose Assumptions A1�A10
hold. Then the solution of equation (3) has a versi-
on u(t, x) such that for all t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω,

|u(t, x)| → 0, |x| → ∞.

Proof. According to [4, Theorem], under
Assumptions A1 �A7 for all t ∈ [0, T ], x ∈ R,
equation (3) has the unique solution u(t, x).

We have

|u(t, x)| ⩽
∣∣∣∣∫

R
p(t, x− y; 0)u0(y) dy

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ t

0
ds

∫
R
p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
R
dµ(y)

∫ t

0
p(t, x− y; s)σ(s, y) ds

∣∣∣∣ =
= I1(t, x) + I2(t, x) + I3(t, x). (8)

Now each of terms is treated separately.
First consider the integral with respect to
stochastic measure. Put

h(t, x, y) =

∫ t

0
p(t, x− y; s)σ(s, y) ds ,

then

I3(t, x) ⩽
∑
j∈Z

∣∣∣∣∣
∫
(j,j+1]

h(t, x, y)dµ(y)

∣∣∣∣∣ .
Let arbitrary j ∈ Z, t ∈ [0, T ], x ∈ R, be

�xed. Then the random function

ηj(t, x) =

∫
(j,j+1]

h(t, x, y)dµ(y)

has a version (4) that admits estimate (5). This
version is denoted by the same symbol η. Thus,
for any α ∈ (1/2, 1), we have

|ηj(t, x)| ⩽ |h(t, x, j)µ([j, j + 1])|+
+C∥h(t, x, ·)∥Bα

22([j,j+1])×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2
,

and

I3(t, x) ⩽
∑
j∈Z

|ηj(t, x)| ⩽ J1(t, x) + J2(t, x), (9)

77



Âiñíèê Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ñåðiÿ: ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè

2023, 2

Bulletin of Taras Shevchenko

National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

where

J1(t, x) =
∑
j∈Z

|h(t, x, j)µ([j, j + 1])|,

J2(t, x) = C
∑
j∈Z

∥h(t, x, ·)∥Bα
22([j,j+1])×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2
.

Consider the �rst term from (9). Get

J1(t, x) ⩽

(∑
j∈Z

(1 + |j|)−2τ |h(t, x, j)|2
) 1

2

×

×

(∑
j∈Z

(1 + |j|)2τ |µ([j, j + 1])|2
) 1

2

= F1 · F2.

By Assumption A8 for τ > 1/2 according to
[11, Lemma 3.1] for function (1 + |j|)τ1(j,j+1](y)
we obtain that F2 < +∞ a.s. And we can assume
u(t, x) = 0 on the set of ω such that F2 = +∞.

Further, by Assumptions A5,A7 and upper
bound (6) we have

|h(t, x, j)| ⩽ Cσ

∫ t

0
|p(t, x− j; s)| ds ⩽

⩽ CσM

∫ t

0
(t− s)−

1
2 e−

λ|x−j|2
t−s ds ⩽

⩽ 2CσM
√
t ⩽ C. (10)

Due to the fact
∑

j∈Z(1 + |j|)−2τ < +∞, we
conclude that F1 is bounded. Moreover, by esti-
mates from (10) we obtain, for any �xed j ∈ Z,

h(t, x, j) → 0, |x| → ∞. (11)

Thus by the Lebesgue's dominated convergence
theorem we get

F1 → 0, |x| → ∞.

Ñonsequently,

J1(t, x) → 0, |x| → ∞.

Now we consider term J2(t, x). For it, we have

the following result.

J2(t, x) ⩽ C
∑
j∈Z

[
∥h(t, x, ·)∥L2([j,j+1])+

+
(∫ 1

0

(
w2,[j,j+1](h, r)

)2
r−2α−1 dr

) 1
2

]
×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2

= C
∑
j∈Z

∥h(t, x, ·)∥L2([j,j+1])×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2
+

+C
∑
j∈Z

(∫ 1

0

(
w2,[j,j+1](h, r)

)2
r−2α−1 dr

) 1
2×

×
{∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2
} 1

2
⩽

⩽ CJ21(t, x) + CJ22(t, x).

Here

J21(t, x) =

=

(∑
j∈Z

(1 + |j|)−2τ∥h(t, x, ·)∥2L2([j,j+1])

) 1
2

×

×
(∑

j∈Z
(1 + |j|)2τ

∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2

) 1
2

=

= D1 ·D2,

and

J22(t, x) =

(∑
j∈Z

(1 + |j|)−2τ×

×
(∫ 1

0

(
w2,[j,j+1](h, r)

)2
r−2α−1 dr

) 1
2

]) 1
2

×

×
(∑

j∈Z
(1 + |j|)2τ

∑
n⩾1

2−nε
∑

1⩽k⩽2n

|µ(∆(j)
kn)|

2

) 1
2

=

= D3 ·D2.

Firstly, estimate the L2-norm of function
h(t, x, ·) for �xed parameters (t, x). We have from
(10), for any j ∈ R,

∥h(t, x, ·)∥L2([j,j+1]) =

(∫ j+1

j
|h(t, x, y)|2dy

) 1
2

⩽

⩽ C
√
t,

78



Âiñíèê Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ñåðiÿ: ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè

2023, 2

Bulletin of Taras Shevchenko

National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

hence,

∥h(t, x, ·)∥L2([j,j+1]) → 0, |x| → ∞.

We obtain that series D1 converges and tends
to 0 as |x| tends to ∞.

On the other hand, by [11, Lemma 3.1] series
D2 is bounded almost surely. Here we use Lemma
3.1 for functions

gj(y) = 2−
nε
2 (1+|j|)τ1

∆
(j)
kn

(y), j ∈ Z, n ∈ N, k = 1, n.

We can put u(t, x) = 0 on the set {D2 = +∞}.
Thus,

J21(t, x) → 0, |x| → ∞. (12)

Further we estimate function w2,[j,j+1](h, r),
for r ∈ [0, 1], and term J22(t, x). Let v ∈ [0, r], we
have

|h(t, x, y + v)− h(t, x, y)| =

=

∣∣∣∣ ∫ t

0
p(t, x− y − v; s)σ(s, y + v) ds−

−
∫ t

0
p(t, x− y; s)σ(s, y) ds

∣∣∣∣ ⩽
⩽
∫ t

0

∣∣p(t, x− y − v; s)
∣∣∣∣σ(s, y + v)− σ(s, y)

∣∣ds+
+

∣∣∣∣ ∫ t

0

(
p(t, x− y − v; s)− p(t, x− y; s)

)
σ(s, y)ds

∣∣∣∣ =
= J̃1(t, x) + J̃2(t, x).

Next we use Assumption A6 and estimate (6)
to conclude

J̃1(t, x) ⩽ Lσv
β(σ)

∫ t

0
M(t− s)−1/2e−

λ|x−y−v|2
t−s ds ⩽

⩽ Cvβ(σ).

Moreover, similarly to (11) we obtain

J̃1(t, x) → 0, |x| → ∞. (13)

Also, by A5 and (7),

J̃2(t, x) =

=

∣∣∣∣ ∫ t

0

∫ y+v

y

∂p(t, x− w; s)

∂w
σ(s, y)dwds

∣∣∣∣ ⩽
⩽ Cσ

∫ t

0

∫ y+v

y
M(t− s)−1e−

λ|x−w|2
t−s dwds.

According to upper bound (11) from [4] by A5
we get

J̃2(t, x) ⩽ Cvγ ,

for any γ ∈ (0, 1), where constant C depends on
γ,M, λ and T .

Taking into account the representation

J̃2(t, x) ⩽
∫ t

0

∣∣p(t, x− y − v; s)σ(s, y)
∣∣ds+

+

∫ t

0

∣∣p(t, x− y; s)σ(s, y)
∣∣ds ⩽ C,

we can similary to (11) conclude that

J̃2(t, x) → 0, |x| → ∞. (14)

Recall that v, γ ∈ (0, 1) and β(σ) > 1/2.
Thus,

|h(t, x, y + v)− h(t, x, y)| ⩽ Cvα1 ,

where α1 = min{β(σ), γ}. Since γ ∈ (0, 1) is arbi-
trary, the last estimate is correct for any α1 ⩽
β(σ).

Therefore,

w2,[j,j+1](h, r) =

= sup
0⩽v⩽r

(∫ j+1−v

j
|h(t, x, y + v)− h(t, x, y)|2

) 1
2

⩽

⩽ sup
0⩽v⩽r

(
C|1− v|v2α1

) 1
2

⩽ Crα1 .

Hence there exists α ∈ (1/2, 1) such that
1/2 < α < α1 ⩽ β(σ) and∫ 1

0

(
w2,[j,j+1](h, r)

)2
r−2α−1 dr ⩽

⩽
∫ 1

0
Cr−2α−1r2α1dr = C

r2(α1−α)

2(α1 − α)

∣∣∣∣1
0

⩽ C,

where C depends on β(σ).

On the other hand, due to convergences
(13) and (14), by the Lebesgue's dominated
convergence theorem we conclude∫ 1

0

(
w2,[j,j+1](h, r)

)2
r−2α−1 dr → 0, |x| → ∞.

Consequently,

E1 → 0, |x| → ∞,

and similary to (12) we get

J22(t, x) → 0, |x| → ∞,
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and the same result is ful�lled for J2(t, x) =
J21(t, x) + J22(t, x). That is why we have

I3(t, x) → 0, |x| → ∞.

Consider another terms of (8). For an arbi-
trary y0 ∈ R+, we have

I2(t, x) ⩽

⩽

∣∣∣∣∣
∫ t

0
ds

∫
|y|⩽y0

p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∫ t

0
ds

∫
|y|>y0

p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)) dy

∣∣∣∣∣ =
= I21(t, x) + I22(t, x).

By Assumption A9 for any ε > 0 there exists
y0 ∈ R+, such that

sup
s∈[0,T ],z∈R

|f(s, y, z)| < ε, ∀ |y| > y0.

Let �x this y0. Since∫
R
|p(t, x− y; s)|dy ⩽ C,

where C depends on M,λ from (6), and on T (see
[4, estimate (7)]), we can conclude that

I22(t, x) ⩽ εt ⩽ εT.

Further by the Lebesgue's dominated
convergence theorem we get

I21(t, x) → 0, |x| → ∞.

Here we use the estimates

|p(t, x− y; s)f(s, y, u(s, y)| ⩽

⩽ CfM(t− s)−
1
2 e−

λ|x−y|2
t−s

(obtained by inequality (6) and Assumption A3)
and

e−
λ|x−y|2

t−s ⩽ e−
λ|y0−y|2

t−s , |x| ⩾ y0,

and also the arguments similar to those applied in
the inequality (11).

Thus we obtain that I2(t, x) tends to zero as
|x| → ∞.

The same arguments and condition A10 for
function u0 give us convergence

I1(t, x) → 0, |x| → ∞.

As the result, we get the statement of our
Theorem.
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Обговорено результати розрахунку акустичних навантажень на поверхні стартуючої ракети, 

отримані за допомогою напівемпіричної методики NASA SP-8072 для стартової позиції, 
розташованої над акваторією водойми. До особливостей стартових споруд належать зменшена 
довжина газоходу й наявність клиновидного газодинамічного дефлектора, розділеного на два 
симетричні протилежно спрямовані схили. При розрахунках бралася до уваги можливість 
обмеження довжини ламінарного ядра реактивного струменя під час злету за рахунок взаємодії з 
дефлектором. Вперше у вітчизняній практиці використано скореговану залежність для розподілу 
загальної акустичної енергії уздовж надзвукового струменя. Дано оцінку внесків джерел звуку, 
пов'язаних з різними ділянками струменя, та акустичного відбиття від поверхні води в залежності 
від висоти підйому ракети. Відзначено суттєву залежність результуючого акустичного поля в околі 
головної частини ракети від довжини горизонтальної ділянки газоходу. 

Ключові слова: акустичні навантаження, надзвуковий реактивний струмінь, стартові споруди, 
напівемпірична методика. 
 

The paper deals with assessing the acoustic loads on the surface of a launching rocket obtained using the 
semiempirical technique NASA SP-8072 adapted for a launch pad located above the water area. The 
features of the launch facilities include the reduced length of the gas duct and the presence of a wedge-
shaped gas-dynamic deflector divided into two symmetrical oppositely directed slopes. The calculations are 
made with the allowance for the limited length of the rocket jet's laminar core during take-off due to 
interaction with the gas-dynamic deflector. A corrected dependence is used for the overall acoustic energy 
distribution along the supersonic jet for the first time in domestic practice. The contributions of the sound 
sources associated with different jet sections and acoustic reflection from the water surface are assessed, 
depending on the current height of the rocket lift. A significant dependence of the resulting acoustic field 
around the rocket head on the length of the horizontal section of the gas duct is noted. 

Key Words: acoustic loads, supersonic jet, launch facilities, semiempirical technique. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

Вступ 
 

Хоча ракети космічного призначення й 
належать до найпотужніших джерел звуку, на 
його генерацію витрачається лише мала частка 
кінетичної енергії газодинамічного потоку [1]. 

Тому для опису результуючого звукового поля 
необхідно знати «тонку» структуру 
нестаціонарних вихрових полів у газодинамічних 
струменях при ламінарно-турбулентному 
переході, формуванні шарів змішування, внески 
яких превалюють в акустичному випромінюванні 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2023/2.9
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двигунів реальних ракет. При таких розрахунках 
альтернативою прямому чисельному 
моделюванню стали напівемпіричні методи, які 
спираються на універсальні розподіли 
характеристик акустичних джерел, отримані в 
експериментах. Вони невибагливі до залучених 
обчислювальних потужностей і забезпечують 
прийнятну для інженерних потреб точність 
результатів.  

У цьому дослідженні обговорюються 
результати, отримані за допомогою методики 
NASA SP-8072 [2] для стартової платформи, 
призначеної для старту ракети з акваторії 
водойми. Процес поширення звуку моделюється 
на основі підходу геометричної акустики. 

 
Геометрія задачі 

 
Розглянемо модельну геометрію стартового 

комплексу, створеного для виводу на орбіту 
ракети-носія космічного призначення (рис. 1).  

 

 
Рис. 1 Конфігурація стартового комплексу 

 
Він складається зі стартової платформи  

довжиною 8td   м або 16 м, розміщеної на 
висоті 10wh   м над урізом води. Усі конструк-
ції складаються з акустично жорстких плит тов-
щиною 0.5b   м. Усередині платформи влашто-
вано наскрізний горизонтальний канал для відве-
дення газів реактивного струменя, розташований 
таким чином, що відстань від поверхні 
стартового стола до дна газоходу становить 

5gh   м. Для входу реактивного струменя в 
газохід у стартовому столі влаштовано вогневу 

пройму шириною 3.6fd   м. Під час злету 
центральна вісь ракети проходить через центр 
вогневої пройми, а вихідний зріз її сопла в 
початковий момент співпадає з площиною 
стартового стола ( H  – поточна висота підйому 
над стартовим столом). Для здійснення повороту 
факела реактивного струменя по центру дна 
газоходу розміщено газодинамічний дефлектор, 
поперечний переріз якого має вигляд 
рівнобедреного трикутника висотою 3dh   м з 
кутом розхилу 2 60d    при вершині. 
Набігаючи на дефлектор, потік розділяється на 
два однакові «рукави», які виходять з бічних 
отворів газоходу в вигляді протилежно 
напрямлених горизонтальних «хвостів». Водну 
поверхню вважаємо горизонтальною 
необмеженою та ідеально відбиваючою, а 
можливим хвилюванням нехтуємо. 

Точка спостереження P  розташована на 
корпусі ракети. Її  азимут співпадає з одним із 
«хвостів» реактивного струменя. У 
поздовжньому напрямку вона віддалена від зрізу 
сопла на відстань 17ph   м. Нехай діаметр 
циліндричної частини ракети становить 

0 02 2.4d r   м, а вихідний діаметр сопла – 
1.5ed   м. Для розв'язання акустичної задачі нам 

знадобляться такі характеристики реактивного 
рушія на зрізі сопла: тяга 2000N   кН, 
швидкість витікання реактивних газів 

2600ev   м/с та число Маха 3.3eM  . 
 

Розрахункова схема 
 
В основі методики SP-8072 [2] лежить ідея 

заміни акустично активної ділянки реактивного 
струменя набором дискретних джерел звуку з 
певними характеристиками. Вони розташовані на 
осі основного потоку та моделюють 
випромінювання циліндричних осьових перерізів 
довжиною s , як показано на рис. 1.  

Інтегральний рівень акустичної потужності 

OAW  відносно стандартного порогу 1210  Вт у 
децибелах (дБ) обчислюють як 

 1210lg 10lg 120.
10 2

OA
W e

WL Nv


     
 

де   – коефіцієнт акусто-газодинамічної 
ефективності. Зважаючи на теоретичну оцінку 
акустичної ефективності турбулентного 
примежового шару надзвукового потоку з 
числами Маха 2M   [1], покладемо 0.6  %. 
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Рис. 2 Традиційний і скорегований розподіли 
акустичної енергії струменя по довжині  

 
Оскільки акустична енергія  

 * ( )( ) 10lg ,L

OA

s W sL s
W

 
  

 
 

розподіляється вздовж осі реактивного струменя 
згідно з універсальною залежністю рис. 2а, то для 
точкового джерела s  маємо 

 *
, ( ) 10lg .W s W

L

sL L s L
s


    

Тут Ls  – довжина ламінарного ядра, тобто 
максимальна відстань від зрізу сопла, на якій ще 
залишається ламінарною приосьова частина 
основного потоку. Відповідно до методичних 
вказівок [2] її оцінюють так: 

 23.45 (1 0.38 ) .L e es d M   
Під час старту можливе руйнування вершини 

ламінарного ядра за рахунок взаємодії 
набігаючого струменя з елементами стартових 
споруд. У цих випадках замість повної довжини 
ядра Ls  використовують редуковану [3]. 

Поздовжній розмір акустично активної 
частини струменя становить 5 Ls , а максимум 
випромінювання спостерігається при ~ 1.5 Ls , де 
відбувається найбільш інтенсивна турбулізація в 
шарі змішування [2]. У розрахунки закладався 
скорегований тренд (див. рис. 2), який наразі 
вважається еталонним [4].  

Спектрально частотні властивості акустичного 
випромінювання реактивного струменя 
підпорядковуються відомій автомодельній 
залежності [2] від модифікованого числа 
Струхаля St St /e ac c  : 

 ** ( , )(St ) 10lg
( )

e a

e

v cW f sL
W s s c

  
  

 
. 

Тут f  – частота; s  – координата джерела 
вздовж струменя; St / efs v  – осьове число 
Струхаля; ec  і ac  – швидкості звуку в газі на 

зрізі сопла та навколишньому середовищі 
відповідно. Тоді акустична потужність джерела 
s  у частотній смузі з центральною частотою bf  
й шириною bf  буде 

**
, , ,(St ) 10 lgSt 10 lg .b

W s b W s
b

fL L L
f

  
     

Знання частотно-просторового розподілу 
потужності й характеру спрямованості 
випромінювання від кожного s -ого дискретного 
джерела звуку дозволяє знайти згенеровані ним 
акустичні навантаження в довільній точці 
спостереження P :  

 2
, , , ,SPL DI( , , ) 10 lg(4 ).s b p W s bL f s r     

Тут DI( , , )f s   – функціональний вираз для 
діаграми спрямованості; r  – відстань від 
джерела до точки спостереження;   – кут між 
напрямком основного потоку й напрямком на 
точку спостереження. При розрахунках було 
обрано модельну діаграму спрямованості Plotkin, 
для якої розроблено зручне апроксимаційне 
співвідношення, представлене в [5]. 

Рівень звуку для некорельованого шуму від 
усього реактивного струменя, зосереджений у 
частотній смузі з центральною частотою bf , буде 

 , ,SPL /10
,SPL 10 lg 10 .s b P

b P
s

 
  

 
  

Загальний рівень звуку OASPL знайдемо 
підсумовуючи внески всіх частотно смугових 
рівнів. 

При наявності на шляху відповідного променя 
екрануючих поверхонь вважається, що він не дає 
внеску в акустичне поле в точці P . Присутність 
відбиваючих поверхонь моделюють за рахунок 
уведення відповідних уявних джерел, якщо 
дозволяє конфігурація системи (див. рис. 1). 

 
Числові результати 

 
На рис. 3 показано залежність загального 

рівня акустичних навантажень у точці 
спостереження P  від висоти підйому ракети H , 
а також компоненти акустичних навантажень від 
окремих зон струменя для стартової платформи 
довжиною 8td   м.  

При малих висотах підйому в акустичних 
навантаженнях превалюють внески від частини 
струменя, що знаходиться в газоході, 
горизонтальних «хвостів» і відбитого від води 
поля. Водночас при 15H   м роль незбуреної 
частини струменя незначна. Вона поступово 
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зростає і домінує, починаючи з 20H   м. Надалі 
рівень загальних акустичних навантажень 
поступово виходить на асимптотичне значення. 

 

 
Рис. 3 Рівні акустичних навантажень (OASPL) в 
точці спостереження при 8td   м і 16 м 

 
Для довшого газоходу спостерігається істотне 

зниження рівнів акустичних навантажень, 
особливо при 10H   м, де різниця може 
досягати 3 дБ (чорна пунктирна крива на рис. 3). 
У цьому випадку конструкції більш ефективно 
екранують випромінювання від зони 
максимальної турбулізації реактивного струменя 

 при 15H   м, знижуючи внесок відхилених 
«хвостів» (за браком місця вони не наведені). 

 
Висновки 

 
За допомогою напівемпіричного методу SP-

8072 виконано розрахунок акустичних 
навантажень при старті ракети-носія з надводної 
платформи, обладнаної симетричним 
клиновидним дефлектором і газоходом з двома 
протилежно спрямованими виходами.  

Спершу в акустичних навантаженнях 
домінують внески відхилених горизонтально 
«хвостів» реактивного струменя. Зі збільшенням 
висоти підйому їхня роль поступово 
зменшується, а на передній план виходить 
випромінювання від незбуреної частини 
струменя. Головну роль у зниженні стартових 
рівнів звуку поблизу головної частини ракети 
відіграє довжина газоходу. Ключова вимога до 
його конфігурації – область максимального 
акустичного випромінювання від реактивного 
струменя має якомога довше знаходитись 
усередині газовідвідного каналу. 
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Â ðîáîòi äîñëiäæåíî ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ êîìáiíàöié äâîõ âàðiàíòiâ ñïðÿæåííÿ õâè-

ëüîâèõ ïîëiâ(ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ òà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ) â ìåòîäi ÷àñòêî-

âèõ îáëàñòåé íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî âèïðîìiíþâàííÿ ïîðøíÿ â ñêií÷åííèé êëèíóâà-

òèé õâèëåâîä. Ïîêàçàíî, ùî âàðiàíò âèêîðèñòàííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ¹ íàé-

êðàùèì,â òîé ÷àñ ÿê âèêîðèñòàííÿ ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ â öiëîìó ñïðîùó¹ ðîçðàõóíîê

çàäà÷i. Âèáið íåîáõiäíî¨ êîìáiíàöi¨ ðîçðàõóíêó çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêà çàäà÷à ðîçãëÿäà¹òüñÿ,

ìîæëèâà ñèòóàöiÿ êîëè ñàìå êîìáiíîâàíèé âàðiàíò ðîçðàõóíêó ìîæå ïðèçâåñòè äî êðàùîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç òî÷êè çîðó âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ÷è óìîâ çøèâàííÿ ïîëiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé, ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ, ïîòî÷êîâå

ñïðÿæåííÿ ïîëiâ, ñêií÷åííèé êëèíóâàòèé õâèëåâîä.

The paper investigates the possibility of using combinations of two options of wave �elds conjugation

(the conjugation by points and the root mean square approximation) in the method of partial domains

using the example of solving the problem of piston radiation in a �nite wedge-shaped waveguide. It is

shown that the option of using the root mean square approximation is the best, while the use of the

conjugation by points of �elds generally simpli�es the calculation of the problem. The choice of the

required calculation combination depends on the problem under consideration, and it is possible that

the combined calculation option may lead to a better solution to the problem in terms of ful�lling the

law of energy conservation or �eld conjugation conditions.

Key Words: Partial domains method, root mean square approximation, conjugation by points, �nite

wedge-shaped waveguide.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í, ïðîô. Æóê ß.Î.

1. Âñòóï
Ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé îòðèìàâ øèðî-

êå çàñòîñóâàííÿ â çàäà÷àõ àêóñòèêè, â êîòðèõ
äîñëiäæóþòüñÿ çâóêîâi ïîëÿ â ñêëàäíèõ, íåêà-
íîíi÷íèõ îáëàñòÿõ [1]. Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ â
ðîçäiëåííi ñêëàäíî¨ îáëàñòi iñíóâàííÿ õâèëüî-
âîãî ïîëÿ íà ïðîñòi îáëàñòi, ïðîñòi â òîìó ñåí-
ñi, ùî â êîæíié ç íèõ ìîæíà ïîáóäóâàòè çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Òàêi
ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòü çâóêîâi ïîëÿ â ÷àñòêîâèõ
îáëàñòÿõ ïðè äîâiëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà ¨õ
ãðàíèöÿõ. Äàëi âèíèêà¹ ïîòðåáà ñïðÿæåííÿ ïî-

ëiâ â ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ íà ãðàíèöÿõ öèõ îáëà-
ñòåé. Ðåàëiçàöiÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðèçâîäèòü äî
ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè êîåôiöi-
¹íòàìè, ÿêi ¹ àìïëiòóäíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîä
ó ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ øóêà-
íèõ àìïëiòóäíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîä ñëiä ïåðåéòè
âiä ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü äî íåñêií÷åííî¨ ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêà íà-
äàëi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìåòîäîì ðåäóêöi¨. Ïåðåõiä
äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ñïè-
ðà¹òüñÿ íà ïîáóäîâàíi çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-
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íÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ. Çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü ó íüî-
ìó ïîâíî¨ òà îðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè ôóíêöié,
çàâäÿêè ÿêié ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðÿäó
Ôóð'¹ áóäü-ÿêó (ðîçóìíó ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çî-
ðó) ôóíêöiþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîãîíàëüíiñòü
öüîãî íàáîðó ôóíêöié, ìîæíà îòðèìàòè ñèñòå-
ìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Ïðî öþ ïðîöåäóðó ãî-
âîðÿòü ÿê ïðî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ó ðîçóìií-
íi ìiíiìàëüíîñòi ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõè-
ëåííÿ. Òðóäíîùi ìîæóòü âèíèêíóòè â ñèòóàöi¨,
êîëè äëÿ çàïèñó õâèëüîâèõ ïîëiâ ó ÷àñòêîâèõ
îáëàñòÿõ äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè äåêiëüêà
(ïðè÷îìó, íàé÷àñòiøå, ðiçíèõ) ñèñòåì êîîðäè-
íàò. ßê ðåçóëüòàò, ïðè ïåðåõîäi äî ñèñòåìè àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìîæóòü âèíèêàòè ñêëàäíi ií-
òåãðàëè.

Iíøèé âàðiàíò ïåðåõîäó äî ñèñòåìè àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ïîëÿãà¹ â ïðèðiâíþâàííi ôóí-
êöié (ïîëiâ ó ñóìiæíèõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ) â
ñêií÷åíîìó íàáîði òî÷îê (íàçâåìî ¨õ âóçëîâèìè
òî÷êàìè) íà ìåæi öèõ îáëàñòåé. Êiëüêiñòü âó-
çëîâèõ òî÷îê íà ãðàíèöi âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü i òèì ñàìèì êiëüêiñòü øóêàíèõ
àìïëiòóäíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîä ó ÷àñòêîâèõ îáëà-
ñòÿõ. ßê áà÷èìî, òàêèé ïiäõiä íå ìiñòèòü îá÷è-
ñëþâàëüíèõ ïðîáëåì.

Â ñòàòòi [2] ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ äâîõ
âàðiàíòiâ ïåðåõîäó äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü íà ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî âèïðî-
ìiíþâàííÿ ïîðøíÿ â íåñêií÷åííèé êëèíóâàòèé
õâèëåâîä. Ïðîäîâæóþ÷è öþ òåìó, â äàíié ðîáî-
òi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ç áiëüø ñêëàäíîþ ãåî-
ìåòði¹þ îáëàñòi iñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ (ñêií-
÷åíèé êëèíóâàòèé õâèëåâîä) òà âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ðiçíi êîìáiíàöi¨ ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ
õâèëüîâèõ ïîëiâ òà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íà-
áëèæåííÿ. Ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ êîìáiíà-
öi¨ äâîõ ïiäõîäiâ äî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ íà ìå-
æàõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ðîáèòü ìåòîä ÷àñòêî-
âèõ îáëàñòåé áiëüø ãíó÷êèì ïðè ïîáóäîâi çà-
ãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

2. Ïîñòàíîâêà i ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïëîñêà çàäà÷à ïðî âèïðî-
ìiíþâàííÿ ïîðøíÿ â ñêií÷åíîìó êëèíóâàòîìó
õâèëåâîäi (ðèñ. 1). Ïîðøåíü çäiéñíþ¹ ãàðìîíi-
÷íi êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ ω. Äëÿ îïèñó õâè-
ëüîâèõ ïîëiâ âèêîðèñòîâó¹ìî äâi ñèñòåìè êîîð-
äèíàò: äåêàðòîâó x, y i ïîëÿðíó r, θ ç çàãàëü-
íèì öåíòðîì â òî÷öi O. Ïîâåðõíi õâèëåâîäó iäå-
àëüíî æîðñòêi, òîáòî íóëþ äîðiâíþ¹ íîðìàëüíà
ñêëàäîâà êîëèâàëüíî¨ øâèäêîñòi íà öèõ ïîâåðõ-

íÿõ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî â òðèêóòíié îáëàñòi
OAB õâèëüîâå ïîëå âiäñóòí¹.

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðiÿ çàäà÷i
Çãiäíî ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé âèäiëè-

ìî ÷îòèðè ÷àñòêîâi îáëàñòi. Ïåðøà ÷àñòêîâà
îáëàñòü îáìåæåíà ïîâåðõíåþ ïîðøíÿ i äóãîþ
êîëà ðàäióñà R, −ϕ/2 ⩽ θ ⩽ ϕ/2, òîáòî óòâî-
ðåíà ÷àñòèíàìè ïîâåðõîíü äåêàðòîâî¨ i ïîëÿð-
íî¨ ñèñòåì êîîðäèíàò âiäïîâiäíî. Iíøi ÷àñòêîâi
îáëàñòi âèçíà÷àþòüñÿ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ.
Äðóãà: R ⩽ r ⩽ R1, −ϕ/2 ⩽ θ ⩽ ϕ/2. Òðåòÿ:
0 ⩽ r ⩽ R1, ϕ/2 ⩽ θ ⩽ π ∪ −π ⩽ θ ⩽ −ϕ/2.
×åòâåðòà: r ⩾ R1, −π ⩽ θ ⩽ π.

Ïîëå òèñêó â îáëàñòi 1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi
ñóìè ìîä ïëîñêîïàðàëåëüíîãî õâèëåâîäó i ñóìè
ìîä îáìåæåíî¨ îáëàñòi êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó
(÷àñîâèé ìíîæíèê exp(-iωt) íå ïèøåìî):

p1 =

∞∑
n=1

An cos (αny)exp(iγn(x− x0))+

+
∞∑
n=1

Bn cos(βnθ)
Jβn(kr)

J
′
βn
(kR)

, (1)

äå αn = 2(n−1)π
L , γn =

√
k2 − α2

n, βn = 2(n−1)π
ϕ ,

n = 1, 2...; k = ω/c � õâèëüîâå ÷èñëî.
Ïîëå òèñêó â îáëàñòÿõ 2 i 3 ïðåäñòàâèìî ó

âèãëÿäi ìîä êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó:

p2 =
∞∑
n=1

Cn cos(βnθ)
Jβn(kr)

J
′
βn
(kR1)

+

+

∞∑
n=1

Dn cos(βnθ)
Yβn(kr)

Y
′
βn
(kR)

. (2)

p3 =

∞∑
n=1

En cos(ηn(θ ∓
ϕ

2
))

Jηn(kr)

J ′
ηn(kR1)

, (3)
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äå ηn = 2(n−1)π
2π−ϕ , çíàê (−) ïðè θ ⩾ 0, çíàê (+)

ïðè θ ⩽ 0.
Ïîëå òèñêó â îáëàñòi 4 ïðåäñòàâèìî ó

âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ áiæó÷èõ öèëiíäðè÷íèõ
õâèëü:

p4 =
∞∑
n=1

Fn cos((n− 1)θ)
H

(1)
n−1(kr)

H
(1)′

(n−1)(kR1)
. (4)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ øåñòè íàáîðiâ íåâiäîìèõ
êîåôiöi¹íòiâ An, Bn, Cn, Dn, En, Fn, n =
1, 2... íåîáõiäíî ðîçïèñàòè øiñòü ãðàíè÷íèõ
óìîâ:

1

iωρ

∂p1
∂x

= υ(x0, y), x = x0, y = [−L

2
,
L

2
], (5)

p1 = p2, r = R, θ = [−ϕ

2
,
ϕ

2
], (6)

∂p1
∂r

=
∂p2
∂r

, r = R, θ = [−ϕ

2
,
ϕ

2
], (7)

p2 = p4, r = R1, θ = [−ϕ

2
,
ϕ

2
], (8)

p3 = p4, r = R1, θ = [−π,−ϕ

2
] ∪ [

ϕ

2
, π], (9)

∂p4
∂r

=

{
∂p2
∂r , r = R1, θ = [−ϕ

2 ,
ϕ
2 ]

∂p3
∂r , r = R1, θ = [−π,−ϕ

2 ] ∪ [ϕ2 , π].

(10)
Ïðè âèêîíàííi ãðàíè÷íèõ óìîâ (5) � (10)

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êîìáiíàöiþ äâîõ ïiäõî-
äiâ: ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ òà ñåðåäíüî-
êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ. Â ðîáîòi äîñëiäæó-
þòüñÿ íàñòóïíi êîìáiíàöi¨ äâîõ ïiäõîäiâ ñïðÿ-
æåííÿ ïîëiâ:
1) ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ;
2) ïîòî÷êîâå ñïðÿæåííÿ ïîëiâ: óìîâè (5)

� (7), ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ:
óìîâè (8) �� (10);

3) ïîòî÷êîâå ñïðÿæåííÿ ïîëiâ: óìîâè (5)
� (9), ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ:
óìîâà � (10);

4) ïîòî÷êîâå ñïðÿæåííÿ ïîëiâ.
3. Àíàëiç ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ
Â ÿêîñòi êîíòðîëüíèõ âåëè÷èí âèêîðèñòî-

âó¹ìî òàêi åíåðãåòè÷íi êðèòåði¨:

δP (j) =

∣∣∣∣P (j)
i − P

(j)
d

P
(1)
d

∣∣∣∣, j = 1, 2, 3, 4;

δP (1,m) =

∣∣∣∣P (1)
d − P

(m)
d

P
(1)
d

∣∣∣∣, m = 2, 3, 4,

äå P
(j)
i � ïîòiê ïîòóæíîñòi ç ïîâåðõíi ïîðøíÿ

ïðè âèêîðèñòàííi âàðiàíòó ðîçðàõóíêó 1, 2, 3,

4 âiäïîâiäíî; P
(j)
d � ïîòiê ïîòóæíîñòi â äàëü-

íié çîíi îáëàñòi 4. Âåëè÷èíè δP (j), ïî ñóòi, âè-
çíà÷àþòü òî÷íiñòü âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåí-
íÿ åíåðãi¨ äëÿ êîíêðåòíîãî (îäíîãî ç ÷îòèðüîõ)
âàðiàíòó ðîçðàõóíêó, à âåëè÷èíè δP (1,m), m =
2, 3, 4 äàþòü ïîðiâíÿëüíó îöiíêó ïîòóæíîñòi â
äàëüíüîìó ïîëi ïðè âèêîðèñòàííi âàðiàíòiâ ðîç-
ðàõóíêó 2, 3, 4 ïî âiäíîøåííþ äî âàðiàíòó 1
(ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîòîêó ïîòóæíîñòi âèêîðè-
ñòîâó¹ìî ôîðìóëó [1]:

P =

∫
(S)

IdS = 0, 5

∫
(S)

Re(pν∗n)dS, (12)

äå p i ν∗n � òèñê i íîðìàëüíà øâèäêiñòü íà äå-
ÿêié ïîâåðõíi S, çiðî÷êà � çíàê êîìïëåêñíîãî
ñïðÿæåííÿ, iíòåíñèâíiñòü I = 0, 5Re(pν∗n).

Âèáåðåìî òàêi ïàðàìåòðè çàäà÷i: ϕ =
150◦, R/λ = 1, 2, R1/λ = 1, 4, òîäi L/λ = 2, 3.
Øâèäêiñòü íà ïîâåðõíi ïîðøíÿ ν(x0, y) = 1.
Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ ïðåäñòàâëåíi â òàáëè-
öi; △h/λ � âiäíîøåííÿ âiäñòàíi ìiæ âóçëîâèìè
òî÷êàìè △h äî äîâæèíè õâèëi λ.

Òàáë. 1: Åíåðãåòè÷íi êðèòåði¨
△h/λ 0,3 0,2 0,1

δP (1) 1, 2 · 10−3 3, 2 · 10−4 4, 3 · 10−5

δP (2) 2, 9 · 10−2 1, 2 · 10−2 3, 1 · 10−3

δP (3) 2, 6 · 10−2 8, 7 · 10−3 2, 6 · 10−3

δP (4) 4, 2 · 10−2 3, 5 · 10−2 6, 3 · 10−3

δP (1,2) 5, 8 · 10−2 2, 7 · 10−2 8, 9 · 10−3

δP (1,3) 4, 4 · 10−2 1, 6 · 10−2 3, 5 · 10−3

δP (1,4) 1, 8 · 10−2 8, 5 · 10−3 8, 3 · 10−3

ßê âèäíî ç òàáëèöi, äëÿ âñiõ ÷îòèðüîõ âàði-
àíòiâ ðîçðàõóíêó âåëè÷èíè δP (j), j = 1, 2, 3, 4,
çìåíøóþòüñÿ ïðè çìåíøåííi õâèëüîâî¨ âiäñòà-
íi ìiæ âóçëîâèìè òî÷êàìè △h/λ, ùî âèçíà÷à¹
âiäïîâiäíå çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ìîä â ÷àñòêî-
âèõ îáëàñòÿõ. ßê i ïåðåäáà÷àëîñÿ, âàðiàíò âè-
êîðèñòàííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåí-
íÿ (âàðiàíò 1) ¹ íàéêðàùèì, iíøi âàðiàíòè ðîç-
ðàõóíêó ïðàöþþòü ïðèáëèçíî îäíàêîâî. Õî÷à,
äëÿ äàíî¨ çàäà÷i, ìàáóòü ñëiä âiäçíà÷èòè âàði-
àíò 3 (îði¹íòó¹ìîñÿ íà âåëè÷èíó △h/λ ≈ 0, 1),
äå â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó íàáëèæåííi ðåàëi-
çó¹òüñÿ óìîâà ñïðÿæåííÿ ïî øâèäêîñòi íà ãðà-
íèöi îáëàñòi 4 ç îáëàñòÿìè 2 i 3. Öÿ ãðàíèöÿ,
ÿê ñêëàäíà ãðàíèöÿ òðüîõ îáëàñòåé ìà¹ êóòîâi
òî÷êè θ = ±ϕ/2, àëå âèêîðèñòàííÿ îäíi¹¨ (ïî-
ëÿðíî¨) ñèñòåìè êîîðäèíàò äîçâîëÿ¹, çàâäÿêè
âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíîñòi âiäïîâiäíîãî íàáî-
ðó ôóíêöié, äîñòàòíüî ïðîñòî ïðîâåñòè ïðîöå-
äóðó àëãåáðàiçàöi¨ ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
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Ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê äîçâîëÿ¹ ïðîäåìîí-
ñòðóâàòè åêðàíóþ÷ó âëàñòèâiñòü ñêií÷åíîãî
êëèíó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîðøåíü äîñòà-
òíüî ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçìiðiâ. Íåõàé ïàðà-
ìåòðè çàäà÷i òàêi: ϕ = 150◦, R/λ = 0, 1, òî-
äi L/λ = 0, 193, âåëè÷èíà △h/λ = 0, 02. Íà
ðèñ. 2 ïîêàçàíi òðè âàðiàíòè ðîçðàõóíêó õà-
ðàêòåðèñòèêè íàïðàâëåíîñòi ïî iíòåíñèâíîñòi:
ïîðøåíü ó âiëüíîìó ïðîñòîði (êðèâà 1); ÷àñ-
òêîâà îáëàñòü 2 âiäñóòíÿ, òîáòî R1 = R (êðè-
âà 2); R1/λ = 0, 3 (êðèâà 3). ßê áà÷èìî, ó
âiëüíîìó ïðîñòîði (êðèâà 1) ïîðøåíü ïðàêòè-
÷íî íåíàïðàâëåíèé. Êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ ñèòóà-
öi¨, êîëè äðóãà ñòîðîíà ïîðøíÿ îõîïëåíà åêðà-
íîì (îáëàñòü OAB íà ðèñ. 1), ùî, ïðèðîäíî,
çìåíøó¹ ïîòiê åíåðãi¨ ç òèëüíî¨ ñòîðîíè ïîð-
øíÿ. Åêðàíóþ÷ó âëàñòèâiñòü ñêií÷åíîãî êëèíó
íàî÷íî iëþñòðó¹ êðèâà 3. Ïðè öüîìó ñëiä âiä-
ìiòèòè, ùî õâèëüîâèé ðîçìið åêðàíó äîñòàòíüî
ìàëèé, à ñàìå R1 −R = 0, 2λ.

Ðèñ. 2: Åíåðãåòè÷íi äiàãðàìè ñïðÿìîâàíîñòi:
ϕ = 150◦, R/λ = 0, 1, L/λ = 0, 193: 1 � ïîð-
øåíü ó âiëüíîìó ïðîñòîði, 2 � R1 = R (îáëàñòü
2 âiäñóòíÿ), 3 � R1/λ = 0, 3

4. Âèñíîâêè
Íà îñíîâi ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé îòðè-

ìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî âèïðîìiíþâàííÿ ïîð-
øíÿ â ñêií÷åííèé êëèíóâàòèé õâèëåâîä. Ïðè
ñïðÿæåííi õâèëüîâèõ ïîëiâ íà ãðàíèöÿõ ÷àñ-
òêîâèõ îáëàñòåé âèêîðèñòàíî êîìáiíàöiþ äâîõ
ïiäõîäiâ: ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ òà ñåðå-
äíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ.

Âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ êîìáiíàöié ðîçðàõóí-
êó öiëêîì êîðåêòíî. Âñi êîìáiíàöi¨ ïðàöþþòü
ïðèáëèçíî îäíàêîâî. Âàðiàíò â ÿêîìó âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ òiëüêè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå íàáëè-
æåííÿ íàéòî÷íiøèé. Âèêîðèñòàííÿ ïîòî÷êîâî-
ãî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ ñïðîùó¹ ðîçðàõóíîê çàäà÷i.

Âèáið íåîáõiäíî¨ êîìáiíàöi¨ ðîçðàõóíêó çà-
ëåæèòü âiä òîãî, ÿêà çàäà÷à ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
ßêùî äëÿ çàïèñó õâèëüîâèõ ïîëiâ â ÷àñòêî-
âèõ îáëàñòÿõ äîâîäèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè êiëü-
êà ñèñòåì êîîðäèíàò, òî ïðè âèêîðèñòàííi ñå-
ðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ç'ÿâëÿòüñÿ
ñêëàäíi iíòåãðàëè, ïðè îá÷èñëåííi ÿêèõ ìîæóòü
âèíèêàòè òðóäíîùi, â òîé ÷àñ ÿê ïðè âèêîðè-
ñòàííi ïîòî÷êîâîãî ñïðÿæåííÿ ïîëiâ îá÷èñëþ-
âàëüíèõ ïðîáëåì íå âèíèêà¹.
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у просторі трансформант сформульована у векторному вигляді, її розв’язок знайдено за допомогою 
апарату матричного диференціального числення. Отримані аналітичні формули дозволяють 
дослідити зміну переміщень, напружень та тиску рідини в порах в залежності від виду 
поропружного матеріалу, прикладеного навантаження, розміру зовнішнього та внутрішнього 
радіусів циліндру. 

Ключові слова: поропружний порожнистий циліндр, осесиметричне навантаження, інтегральне 
перетворення. 
 

The exact solution of the poroelasticity problem for a semi-infinite hollow cylinder under the 
axisymmetric load is derived in the paper. The original problem was reduced to a one-dimensional problem 
by applying the integral Fourier transform. The one-dimensional boundary value problem in the transform 
domain is formulated in a vector form, its solution is found using the matrix differential calculation 
apparatus. The derived analytical formulas allow to investigate the change of displacements, stresses and 
pore pressure depending on the type of porous material, the applied load, the size of outer and inner radii of 
the cylinder.  

Key Words: poroelastic hollow cylinder, axisymmetric loading, integral transform. 

 
Статтю представив член-кор.НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

Поропружні матеріали широко зустрічаються 
у різних галузях медицини, геології, інженерії. 
Цим пояснюється велика кількість робіт, 
присвячених дослідженню поропружних станів 
тіл різної геометричної форми, зокрема цилінд-
рів. Але варто відмітити, що більшість дослід-
жень є числовими через велику кількість рівнянь 
задач. Аналітичні методи [1]-[5] дають змогу 
дослідити якісну поведінку переміщень, напру-
жень та тиску. Також їх можна використовувати 
для верифікації числових методів. Тому пробле-
ма розробки нових аналітичних підходів до роз-
в’язання  задач поропружності залишається акту-

альною. У даній роботі пропонується нова мето-
дика, за допомогою якої отримано точний роз-
в’язок задачі поропружності для півнескінчен-
ного порожнистого циліндру під дією 
осесиметричного навантаження. 

Розглядається півнескінченний порожнистий 
поропружний циліндр у рамках моделі Біо [6], 
що займає область 

0 1,0 ,a r a z           . Верхня грань 

0z   знаходиться в умовах гладкого контакту та 
є непроникною  

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2023/2.11
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0

0, 0, 0rzz z
z

p
w

z


 



  


, (1) 

де 
1 1

( , ) ( , )
( , ) , ( , )r zu r z u r z

u r z w r z
a a

   - 

безрозмірні переміщення,    , , ,r rzr z r z   - 

безрозмірні напруження,  ,p r z  - безрозмірний 

тиск рідини, що знаходиться в порах циліндру. 
По зовнішній циліндричній грані 1r a  задано 
навантаження  

     
1 1 1

, , ,r rzr a r a r a
L z T z p P z 

  
    (2) 

внутрішня грань 0r a  знаходиться в умовах 
зчеплення та є проникною 

0 0 0
0, 0, 0

r a r a r a
u w p

  
    (3 ) 

Потрібно визначити переміщення, напруження та 
тиск рідини, що задовольняють крайові умови 
(1)-(3) та рівняння [7] 

 

2 2

2 2

2

2

2

2

1 1 1 2 1
0,

1 1 1

1 1 2 1
0,

1 1

1 1
0P

u u w p
r u

r r r r z rr z

w w u p
r r

r r r r r z zz

Sp p w
r ru p

r r r K r r z Kz

                              
                               
                        
 (4 ) 
де 3 4     - стала Мусхелішвілі,   - коефіцієнт 

Пуассона,   - коефіцієнт Біо, 
2
1,P p

a k
S S G K

G
   - 

безрозмірні величини, G – модуль зсуву, pS  - 

запам’ятованість простору пор, k - коефіцієнт 
проникності. 

Вихідну крайову задачу (1)-(4) зведено до 
одновимірної за допомогою півнескінченного 
синус, косинус перетворення Фур’є за змінною z 

 
 
 

 
 
 0

, cos

, sin

cos,

u r u r z z

w r w r z z dz

zp r zp r

 





                          

  

Крайову задачу у просторі трансформант 
сформульовано у векторному вигляді 

 
     

2 0,

0, ' 1 1

L y r

y b A y B y g



     

 


  



     (5) 

Тут 2L  - диференціальний оператор другого 

порядку, ,A B   - відомі матриці, g


 - відомий 

вектор,         ; ;
T

y r u r w r p r   
 . 

Розв’язання векторної крайової задачі (5) 
будується за допомогою апарату матричного 

диференціального числення [8], згідно з яким 
розглядається відповідне матричне 
диференціальне рівняння  

 2 0L Y r  , (6) 

де  Y r  - матриця порядку 3х3. 

Використовуючи співвідношення 

     2 , ,L H r H r M    , де 

 
 

 
 

1

0

0

0 0

, 0 0

0 0

J r

H r J r

J r


 



 
   
 
 

,   

   0 1,J r J r   - функції Бесселя, 

 

2 2

2 2

2 2

1 2 1

1 1 1
2 1

1 1

P

M

S

K K K

      
  
     

 
   

       
     

 
   
 

, 

розв’язок матричного рівняння (6) можна 
отримати за наступною формулою 

     11
,

2
C

Y r H r M d
i   


  , де  1M   – 

матриця, обернена до матриці  M  , замкнутий 

контур С охоплює усі особливі точки матриці 
 1M  . Тоді розв’язок векторної крайової задачі 

(5) можна отримати за формулою 

     
1 4

1 2 2 5

3 6

c c

y r Y r c Y r c

c c


  
      

   
   

  (7) 

матриці    1 2,Y r Y r  є фундаментальною 

системою розв’язків матричного рівняння (6), 
сталі , 1, 6ic i   знаходяться з крайових умов у (5). 

Застосування формули обернення до виразу 
(7) завершує побудову точного аналітичного 
розв’язку вихідної крайової задачі. 

Числові розрахунки проводились для Рурського 
пісковика з наступними параметрами [9]:  

10 21.33 10 / , 0.12, 0.637,G N m     
13 4 11 22 10 / , 3.9215 10 /pk m N s S m N      . 

Було розглянуто два випадки навантаження: 
нормальне механічне навантаження 

       sin / , 0, 0L z z h T z P z    (Рис. 1-2) 

та навантаження тиском рідини 

       0, 0, sin /L z T z P z z h    (Рис. 3-4). 
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Рис. 1. Нормальне напруження 0 1 ,
2r

a a
y

 
 
 

 при 

нормальному механічному навантаженні 
 

 

Рис. 2. Тиск 0 1 ,
2

a a
p y

 
 
 

 при нормальному 

механічному навантаженні 
Як видно, у випадку нормального механічного 

навантаження максимальні абсолютні значення 
нормального напруження (Рис. 1) досягаються 
для більш тонкої стінки порожнистого циліндру, 
в той час як для таких геометричних параметрів 
тиск рідини (Рис. 2) у порах є найменшим. 

 

Рис. 3. Нормальне напруження  0 1 ,
2r

a a
y

 
 
 

при 

навантаженні тиском рідини 
 

 

Рис. 4. Тиск 0 1 ,
2

a a
p y

 
 
 

 при навантаженні 

тиском рідини 
У випадку навантаження тиском рідини 

максимальні абсолютні значення нормального 
напруження (Рис. 3) та максимальний тиск 
рідини (Рис. 4) спостерігаються для меншої 
різниці між діаметрами циліндру 1 0a a . 

 
Висновки 
У роботі було побудовано точний розв’язок 

задачі поропружності для півнескінченного 
порожнистого циліндру під дією 
осесиметричного навантаження за допомогою 
апаратів інтегральних перетворень та матричного 
диференціального числення. Досліджено зміну 
напружень та тиску рідини усередині циліндру в 
залежності від поропружного матеріалу та 
геометричних розмірів. Даний підхід може бути 
використаний для більш складних областей, 
також для областей, послаблених дефектами. 
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Вертикальні краї прямокутної основи знаходяться в умовах ковзного контакту, нижній край 
нерухомо закріплено, а з верхнім краєм зчеплено балку (балочну плиту) з вільними кінцями. До балки 
прикладено нормальне навантаження, яке гармонічно змінюється за часом. Після розв’язання 
відповідних крайових задач, знайдено переміщення прямокутної основи та прогин балки. З умови 
сполучення між балкою та основою отримано інтегральне рівняння відносно невідомого 
контактного напруження, яке  розв’язано методом ортогональних многочленів.  

Ключові слова: прямокутна основа, балка,динамічне контактне напруження 

The plane contact problem of a beam’s oscillations on a rectangular elastic base is considered. The 
vertical edges of the rectangular base are in conditions of the nonfriction contact, the lower edge is fixed, 
and a beam (beam plate) with free ends is attached to the upper edge. The normal loading is applied to the 
beam and harmonically changes in time. To solve the boundary valued problem for the elastic base the 
integral transform method is applied. The apparatus of the Green’s function is used to construct the solution 
for the boundary valued problem for a beam. The displacements of the rectangular base and the deflection of 
the beam were found. The interface condition between the base and the plate is used to derive the integral 
singular equation relatively the dynamical contact stress. The orthogonal polynomial method was used to 
solve the integral equation. The investigation of the oscillations’ frequency influence on the deflection of 
beam and elastic rectangular base’s displacements and stress was conducted. 

Key words: rectangular base, beam, dynamic contact stress 

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

 
Динамічним контактним задачам присвячено 

багато праць. У більшості з них розглядається 
контакт абсолютно твердого тіла (штампу) з 
пружною основою у вигляді напівпростору, 
напівплощини або шару (Zhilin Li, John C. Simo, 
Alan P.Pipkin, Yonggang Huang, J. N. Reddy, Г.Я. 
Попов, В.І. Острик, В.М. Сеймов, А.Ф. Улітко [1-
4])  Значно менше робіт присвячено контакту 
балкових плит або накладок з пружною 
скінченою основою. 

У роботі розглянуто задачу про плоску 
деформацію прямокутної області (основи) 

, 0x l y h   , краї якої x l   знаходяться в 

умовах ковзного контакту, край y h  нерухомо 

закріплено, а з краєм 0y   на ділянці x a l   

зчеплено балку (балочну плиту), краї x a   якої 
вільні. До балки прикладене нормальне 
навантаження інтенсивності   i tq x e  . У 

безрозмірних координатах 1 1,x xa y ya     
математичне формулювання задачі відносно 
амплітуд переміщень точок основи 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2023/2.12
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   , , ,u x y v x y  набуває вигляду (для спрощення запису штрих опущено):  

                                   
 

 

2 2 2
2 2 2

12 2

2 2 2
2 2 2

12 2

1 0

, , 0

1 0

u u v
k u

x yx y
x b y d

u v v
k v

x y x y

 

 

  
          

           

                     (1) 

                   
 

0 0

, 1
0, 0, 0, 0, , 0

0, 1
y xyx b y d y d y y

x b

p x xv
u u v

x x b
 

    


       
  

               (2) 

де  1 1 1 1
2 1 , 1,2 , ,i iс с k a c i b la d ha         , 

1 2,c c  швидкості поперечної та поздовжньої 

 

хвиль у пружній основі. Амплітуда прогину 
балки  w x  мусить задовольняти крайову задачу 

                                 4 4 1 , 1 0, 1 0IVw x w x a D q x p x w w                                (3) 

де  p x  амплітуда невідомого контактного 

напруження між балкою та основою, 
4 4 2 1

0 0a h D    , D  циліндрична жорсткість 
балки, 0 0,h густина матеріалу та товщина балки.   

Крім того, мусить виконуватися умова 
сполучення між балкою та основою  

   ,0 , 1w x v x x                          (4) 

 За допомогою скінченних перетворень Фур’є    

       , sin , , cos ,
b b

n n n n n
b b

n
u y u x y x dx v y v x y x dx

b

  
 

     

крайову задачу (1) – (2) зведено до одновимірної, розв’язок якої має вигляд  

       

       
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      

       
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       
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   11
0 02

12

sin

cos

k y dak
v y p

k dGk


  , де  

1

1

cosn np p x x dx


   

 

Скориставшись формулами обернення 
перетворення Фур’є, отримано вирази для 
амплітуд переміщень основи.  

Наприклад, вираз для вертикальних переміщень 
точок верхнього краю основи, який знадобиться 
надалі, має вигляд
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   
1

1
12

121

,0 2 cos cos
4 n n n

n

ka
v x tgk d L x p d

bG k
    





 
  

 
 ,   

де  2 21
2 1 2 1 2 1 2n n

n

L k ch d sh d sh d ch d
        


 

Розв’язок крайової задачі (3) подано за формулою        
1

4 1
0

1

,w x a D G x q p d   



     , де  

        0 03

1 1
, sin 1 sin 1

44
G x sh x x sh x         


            

             1 2

1 1
1 cos 1 1 sin 1

4 4
ch x sh x         


          

      3

1
1 cos 1

4
ch x         

є функцією Гріна цієї задачі. 

Функції  k x  утворюють фундаментальну 

базисну систему розв’язків, побудовані на основі 
функцій Власова і є комбінацією гіперболічних та 
тригонометричних функцій. 

Після задоволення умови сполучення (4), 
отримано інтегральне рівняння відносно 
контактного напруження  p x  

       
1 1

4 1 4 11
1 0 02

121 1

cos cos , ,
42

n n n
n

ak a
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 

 
   

 
   

Аналіз виразу nL  коли n , приводить до  

асимптотичного подання n
n

K
L


 , де 

   12 2 2 2
1 2 1 2K k k k k


   . 

Це дозволило виділити у ядрі отриманого 
інтегрального рівняння сингулярну частину та 
записати його у вигляді

 

                               
1

2 2
1

1
ln , , 1 1R x p d f x x

x
  



 
     
  
                                      (5) 

де  ,R x   регулярна частина ядра. 

Наявність спектрального співвідношення  

 
 

1
2

2 2 2
21

2 ln 2, 0
1

ln
, 1,2,...1

k

k

k
T

d
T x kx

k


 
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
 

  
  

де  2kT x  - многочлени Чебишева першого роду, 

дає змогу застосувати для наближеного 
розв’язання інтегрального рівняння (5)  метод 
ортогональних многочленів. Згідно до нього, 
розв’язок подано у вигляді 

    22
0

1

1

k
k

k k

p T


 





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

 , де  

2ln 2, 0
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k

k

k
k


 

 
 




, k - невідомі коефіцієн-

ти. Таким чином, динамічне контактне 
напруження має на кінцях кореневу особливість, 
як і у статичному випадку. Реалізація схеми 
методу привела до нескінченної системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь  

:
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Числову реалізацію проведено для 
випадку бетонної основи та сталевої балки з 
рівномірно розподіленим навантаженням, що 
прикладене уздовж всієї її довжині (Рис.1,2). 

 
Суцільна лінія тут відповідає випадку частоти  

15  , пунктирна лінія відповідає частоті   
3  . Для порівняння штрих пунктирною  

 лінією позначено результати для відповідної 
стаціонарної задачі.  

 
З графіків видно, що зміна частоти мало 

впливає на значення контактного напруження і 
переміщення, тоді як контактне напруження і 
переміщення у стаціонарному випадку суттєво 
менше ніж у динамічному випадку. 
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Експрес-методика оцінки міцності тіла з частково залікованою тріщиною використовується для 

моделювання реновації тіла із зіркоподібним дефектом циклічно-симетричної структури. За 
розв’язками задачі механіки тріщин у однорідному за пружними властивостями та неоднорідному 
за тріщиностійкістю тілі дослідили залежності ефективності заліковування від ступеня 
заповнення тріщини та від якості з’єднувального шару. Детально розглянуто два варіанти 
заліковування: поблизу вершин та поблизу центра зірчастого дефекту. 

Ключові слова: тверде тіло, зірчаста тріщина, крихке руйнування, ефективність залікування. 
 

In this article, the express methodology for assessing the strength of a brittle material with a partially 
healed crack is used to model the renovation of a body with a star-shaped defect of a cyclically symmetrical 
structure. The rheology of the joint layer is not taken into account, but the specific surface energy in the 
healed area is generally different than in the solid body. Therefore, we have the problem of crack mechanics 
in a body that is homogeneous in terms of elastic properties and heterogeneous in terms of crack resistance. 
The degree of crack healing was described by two parameters: the ratio of the crack resistance of the joint 
and body materials and the ratio of the length of the healed area to the length of the initial crack. The 
subject of the analytical study was the efficiency of healing - the ratio of ultimate loads of brittle failure for a 
healed and primary crack. Two treatment options are considered in detail: near the peaks and near the 
center of the star defect.  

Key Words: solid, star crack, brittle fracture, healed efficiency. 
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Вступ  

 
Проблема продовження терміну експлуатації 

елементів конструкцій залишається актуальною 
на сьогоднішній день. Руйнування матеріалу 
внаслідок розвитку тріщин є однією із 
найпоширеніших причин втрати його цілісності.  

Відновлення суцільності дефектної 
конструкції на частині тріщини закономірно 

знижує концентрацію напружень біля її вершин. 
Це, однак, відбувається за рахунок підвищення 
напружень на залікованій ділянці. Ця обставина 
мусить бути врахована під час оцінки 
утримувальної здатності відремонтованої деталі.  

Мета цієї роботи – оцінити ефективність 
часткового заліковування крихкого тіла із 
зірчастою тріщиною.  

© Т.М. Даляк, І.П. Шацький, 2023  
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Модель залікованої тріщини. Постановка 
задачі 

 
Експрес-методика оцінки міцності тіла з 

частково залікованою тріщиною [1] у цьому 
повідомленні використовується для моделювання 
реновації тіла із зіркоподібним дефектом 
циклічно-симетричної структури. Тріщина у 
деформованому тілі розуміється як поверхня 
розриву переміщень. Якщо у деякій підобласті 
цієї поверхні відновити суцільність тіла, то 
дістанемо новий об’єкт – частково заліковану 
тріщину. Реологія неконтрастного 
з’єднувального шару не враховується, однак 
питома поверхнева енергія h  на залікованій 
ділянці загалом вважається інакшою, ніж 0  у 
суцільному тілі. Таким чином, маємо задачу 
механіки тріщин у однорідному за пружними 
властивостями та неоднорідному за 
тріщиностійкістю тілі.  

Ступінь заліковування тріщини описували 
двома параметрами: відношенням 
тріщиностійкостей матеріалів з’єднання та тіла: 

0/ h  та відношенням довжини залікованої 
ділянки до довжини початкової тріщини: 

]1,0[/ 0  llh . Ефективність заліковування 
шукали як відношення граничних навантажень 
для залікованої та первинної тріщини: 

0/ pph .  
У межах припущень плоскої задачі теорії 

пружності розглядали безмежну площину із 
зірчастою N -ланковою тріщиною за умов 
всебічного розтягу напруженнями constp . 
Побудуємо залежність ),(   для різних 
варіантів залікування.  

 
Тріщина, залікована в околі вершин  

 
Нехай зірчаста тріщина залікована поблизу 

вершин на ділянках ),( 0ll , тобто маємо N -
ланкову систему укорочених тріщин завдовжки l  
(рис. 1).  

Тоді коефіцієнт інтенсивності напружень для 
вихідної тріщини буде: 

 )(0
0

0
1 NFlpk  , (1) 

а для залікованої – 

 )(0
1 NFlpk h  , (2) 

де )(0 NF  – відома функція від кількості ланок 
[2–4].  

Врахувавши співвідношення критерію 
Ґріффітса [4]:  

 0
0
1

0
1 2 EKk C  ,  

 h
h
C

h EKk 211  ,  

із формул (1) і (2) маємо граничні навантаження: 

 
0

0
0

0 )(
2

lNF
E

p



 ,  

 
lNF

E
p h

h 



)(
2

0
 . (3) 

Знайдемо ефективність заліковування: 

 






10p

ph . (4) 

Для залікованої поблизу вершин тріщини 
ефективність (4) ніяк не залежить від кількості 
ланок дефекту. Із зростанням відносної 
протяжності ділянки заліковування   
спостерігаємо зростання стримувальної здатності 
(рис. 2). Використання матеріалів з більшою 
тріщиностійкістю також позитивно впливає на 
значення ефективності  . Зазначимо також, що 
процедура відновлення цілісності має сенс, якщо 

1 .  

 
Рис. 1 Зірчаста тріщина, залікована поблизу 
вершин  
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Тріщина, залікована в околі центра 
 

Нехай тепер суцільність тіла відновлено в 
околі центра зірчастої тріщини на ділянках ),0( a  
(рис. 3). Задача для залікованої тріщини 
трансформується у відому задачу розтягу 
площини з циклічною системою радіальних 
розрізів ),( 0la  [4, 5], за розв’язками якої маємо 
співвідношення для коефіцієнтів інтенсивності 
зусиль:  

 ),(1 NFlpk    , (5) 

де ),( NF   відображає взаємне розташування 
розрізів, а 2)( 0 all  , Rl , 2)( 0laR  .  

Застосувавши критерій Ґріффітса до 
співвідношення (5) та виконавши аналогічні до 
попереднього пункту перетворення, дістали 
вираз для граничного навантаження:  

 
   












 NFl
E

NFl
E

p h
h ,

2
,

,
2

min 0








. (6) 

Врешті, скориставшись значеннями граничних 
навантажень (3) і (6), отримали формулу для 
ефективності заліковування тріщини поблизу 

 
Рис. 4 Вплив ступеня заліковування центра тріщини на утримувальну здатність тіла 

 
Рис. 2 Вплив ступеня заліковування вершин 
тріщини на утримувальну здатність тіла 

 
Рис. 3 Зірчаста тріщина, залікована поблизу 
центра 
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центра:  

















































 NFNF

NF

,
1
1

1,
,

1
1

min
1

)(2 0









 . (9) 

Тут враховано, що 2)1(0 ll , 
)1()1(   .  

На рис. 4 подано залежність утримувальної 
здатності дефектного тіла від довжини ділянки 
заліковування для різної кількості дефектів та 
різних характеристиках якості матеріалу 
відновлення. У випадку 1  небезпечною 
завжди є зона заліковування. Для малих   
ефективність зростає зі збільшенням кількості 
ланок дефекту, для більших   – ефект 
протилежний. За відсутності контрасту ( 1 ) 
спостерігаємо зміну тенденцій – для малих   
небезпечною буде все ще внутрішня частина, в 
той час як для 15.0  ( 4N ), 11.0  
( 6N ) і 1.0  ( 8N ) небезпечнішими стають 
зовнішні вершини тріщини. Така зміна характеру 
руйнування відображається зламами на графіках. 
Винятком є випадки 3;2N . Із зростанням 1   

перерозподіл відбувається для усіх варіантів 
кількості ланок, а точки зміни типу руйнування 
зміщуються уліво. 

Висновки  
 

Розроблена методика дозволяє отримати 
аналітичні оцінки міцності крихкого тіла із 
частково залікованою зірчастою тріщиною. 
Аналітичний результат досягається за рахунок 
радикального спрощення – нехтуємо реологією 
з’єднання берегів тріщини.  

Збільшення зони відновлення та підвищення 
якості зчеплення сприяють зростанню 
утримувальної здатності матеріалу.  

У разі заліковування поблизу вершин 
зіркоподібної тріщини ефективність 
заліковування не залежить від числа ланок.  

У разі заліковування поблизу центра 
позитивний результат досягається для не надто 
коротких ділянок зчеплення (не мале  ). Крім 
того, для малих   небезпечні є внутрішні 
вершини, а при більших – зовнішні вершини 
залікованої тріщини. Про зміну механізму 
руйнування свідчать злами на графіках.  

 

 
Список використаних джерел 

 
1. Шацький І. П. Гранична рівновага 

пластини з частково залікованою 
тріщиною / І. П. Шацький // Фіз.-хім. 
механіка матеріалів. – 2015. – Т. 51, № 3. – 
С. 25–31. 

2. Westmann R. A. Pressurized star crack // J. 
Math. and Phys. – 1964. – 43, N 3. – P. 191–
198.  

3. Williams W. E. A star-shaped crack deformed 
by an arbitrary inernal pressure // Int. J. Eng. 
Sci. – 1971. – 9, N. 8. – P. 705–712. 

4. Механика разрушения и прочность 
материалов: Справ. пособие: В 4 т. / Под 
ред. Панасюка В. В. – Киев: Наук. думка, 
1988. – Т. 2: Коэффициенты 
интенсивности напряжений в телах с 
трещинами / Саврук М. П. – 1988. – 620 с.  

5. Tweed J., Rooke D. P. The stress intensity 
factor of a star-shaped array of cracks in 
infinite elastic solid // Int. J. Eng. Sci. – 1974. 
– 12. N 5. – P. 423–431.  

 
 

 
References 

 
1. SHATS’KYI, І.P. (2015) Limiting 

Equilibrium of a Plate with Partially 
Healed Crack. Mater Sci. 51. p. 322–330  

2. WESTMANN, R. A. (1964) Pressurized star 
crack. J. Math. and Phys. 43 (3). p. 191–
198. 

3. WILLIAMS, W. E. (1971) A Star-Shaped 
Crack Deformed by an Arbitrary Inernal 
Pressure. Int. J. Eng. Sci. 9 (8). p. 705–712.  

4. SAVRUK, М. P. (1988) Intensity factors 
stresses in bodies with cracks, Fracture 
mechanics and Strength of Materials: A 
Reference Guide under General edited 
by Panasyuk V.V. V.2. - Kyiv: Nauk. 
Dumka. 

5. TWEED J., ROOKE D. P. (1974) The Stress 
Intensity Factor of a Star-Shaped Array of 
Cracks in Infinite Elastic Solid. Int. J. Eng. 
Sci.. 12 (5). p. 423–431.  

Надійшла до редколегії 19.06.23 
 

103



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки 

2023, 2 BulletinofTaras Shevchenko 
NationalUniversity of Kyiv  

SeriesPhysics&Mathematics 
 
УДК 532.59: 534.29 
 
Жук О.П.1, д.ф.-м.н., пров.н.с. 
Жук Я.О.2, чл.-кор. НАНУ, д.ф.-м.н., проф. 
Клімчук2 Т.В., к.ф.-м.н. 
 
Взаємодія системи сторонніх об’єктів у 
рідині, обумовлена силами акустичного 
випромінювання 

 
1Інститут механіки ім. С.П.Тимошенка НАН 
Ураїни, 03057, м. Київ, вул. Петра Нестерова, 3 
e-mail: opzhuk1939@gmail.com 
2 Київський національний університет  
імені Тараса Шевченка, 03680, м. Київ,  
пр-т. Глушкова 4е, 
e-mail: y.zhuk@i.ua 

 
O.P. Zhuk1, Dr.Sci., Leading Researcher. 
Y.A. Zhuk2, Dr.Sci. (Phys.–Math.) 
T.V. Klimchuk2, Ph.D. 

 
Interaction of foreign bodies in liquid caused 
by the acoustic radiation field 

 
 

1Timoshenko Institute of Mechanics, NAS of Ukraine, 
3, Petro Nesterov str., Kyiv 03057 
e-mail: opzhuk1939@gmail.com 
2Taras Shevchenko National University of Kyiv, 4e, 
Glushkov ave., Kyiv 03680 
e-mail: y.zhuk@i.ua 
 

 
 
Розглянуто задачу про взаємодію двох сторонніх об’єктів, розташованих у рідині в полі 

акустичної хвилі, яка поширюється вздовж лінії розташування цих тіл. Узагальнено метод 
розв’язання задачі, який полягає у дослідженні лінійної задачі розсіювання первинної хвилі на 
сторонніх об’єктах, обчисленні гідродинамічних сил, які діють на кожний об’єкт, з наступним 
осередненням їх в часі. В рамках цього підходу виведено формулу для обчислення акустичної 
радіаційної сили (АРС) для випадку, коли сторонні тіла є краплями рідини, що розташовані в 
зовнішній рідині. Досліджено вплив на акустичну радіаційну силу частоти падаючої хвилі, відстані 
між краплями, їх радіусів і фізичних параметрів рідин. 

Ключові слова: ідеальна рідина, плоска акустична хвиля, рідка сферична крапля, гідродинамічна 
сила, акустична радіаційна сила. 
 

The problem of interaction of two foreign bodies placed in a liquid in an acoustic field propagating along 
the line connecting the bodies is under investigation. An approach is elaborated to characterize the 
interaction between the bodies caused by the acoustic radiation forces that are the time-constant components 
of hydrodynamic forces acting upon the bodies located in the outer liquidmedium. For example of the 
method application, propagation of the plane acoustic wave along the center line of two liquid spherical 
drops placed into a space filled with another liquid is under investigation. Study of the acoustic radiation 
forces is performed in the frame of two-step procedure. The first step comprises solution of the linear 
problem of incident wave diffraction on the bodies.The problem is solved by the variable separation method. 
To satisfy the boundary conditions on spherical surfaces, the expansion of the incident and reflected wave 
potentials over the spherical wave functions are used. The second step is calculation of the hydrodynamic 
forces acting upon each body followed by time averaging of forces determined. The analytical formula for 
the acoustic radiation force calculation is derived for the case under consideration.It is established that 
value of the acoustic radiation force affecting each liquid drop depends significantly on the incident wave 
frequency, densities, speed of sound in the outer and internal liquid as well as on the radius and distance 
between drops.  

Key Words: ideal liquid, plane acoustic wave, liquid spherical drop, hydrodynamic force, acoustic 
radiation force. 

 
Статтю представив академік НАН України Перестюк М.О. 
 

 

1. Вступ 
Різні питання щодо руху і взаємодії газових 

бульбашок, крапель рідини в іншій рідині роз-
глядалися в роботах [1-3]. Значний інтерес для 
технологічних процесів, у яких використовується 
дія акустичних хвиль, має вивчення руху крапель 
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рідини під дією радіаційних сил (коагуляція і се-
диментація аерозолів, дегазація, створення 
об’ємної сили в невагомості та інші). Публікації 
досліджень, присвячених різним питанням, 
пов’язаним з дією радіаційних сил на тверді і рі-
дкі сторонні об’єкти в рідині, наведено в роботах 
[1-3]. У даній статті розглядається випадок по-
ширення плоскої акустичної хвилі в рідині 
вздовж прямої, на якій знаходяться центри двох 
сферичних крапель іншої рідини, ніж зовнішня.   

 
2. Постановка задачі дифракції та її 

розв’язування 

Будемо вважати, що ідеальна стислива рідина 
густини 0 , в якій звук поширюється зі швидкіс-
тю 0a , заповнює весь простір. У ній знаходяться 
дві сферичні краплі іншої ідеальної рідини, від-
стань між центрами яких l . Густина рідини в 
краплі 1№ 1 , швидкість звуку в рідині краплі 1a , 
а радіус сферичної краплі 1R . Відповідно в 
краплі 2№  - 2 2, a  і 2R . Головна система коор-
динат – прямокутна декартова Oxyz , центр якої 
знаходиться на середині відстані   між центрами 
сферичних крапель. З краплями також зв’яжемо 
системи декартових координат s s s sO x y z ( 1,2)s  
і сферичні системи координат ( 1,2)  s s s sO r s  
(рис.1). Будемо виходити з моделі ідеальної стис-
ливої баротропної рідини і силу її дії на сферичну 
краплю вирахуємо із умови потенціального обті-
кання краплі. Номером 1 домовимось позначати 
краплю, на яку хвиля падає першою, а номером 
2 – другу краплю. 

O1

x1

y1

z1

1

1 O2

x2

y2

z2

2

2O

x

y

z

M

r1

r r2

l/2 l/2  
Рис. 1. Система двох рідких крапель в рідині 

 
Коротко викладемо постановку задачі (деталі 

див. у [3]). Нехай   потенціал поля швидкості в 
зовнішній рідині, який становить суму потенціа-
лу i  первинної хвилі і потенціалів ( ) ( 1,2) s

d s  
розсіяних на краплях хвиль. Тоді тиск p  в зов-
нішній рідині можна вирахувати, скориставшись 
одержаним потенціалом, з точністю до величин, 
що мають порядок квадратів числа Маха, за фор-
мулою [2,3] 

  
2

2 0
0 0 2

0

1 grad
2 2

  
         

p
t ta

, (1) 

в якій потенціал  є розв’язком хвильового рів-
няння 

 
2

2 2
0

1 0
a t

 
  


. (2) 

Обчислення радіаційної сили, яка діє на 
об’єкти в рідині, зводиться до усереднення в часі 
гідродинамічної сили 

  
S

p dSF N , (3) 

де N – вектор одиничної нормалі до зовнішньої 
поверхні S  об’єкта. Лінійність рівняння (2) 
дозволяє використати принцип суперпозиції при 
визначенні потенціалу поля швидкості у випадку 
системи об’єктів у рідині, отже розв’язати задачу 
про їх взаємодію. 

Нехай потенціал первинної хвилі, який є 
розв’язком рівняння (1.2), подається виразом  

  expi A i kz t      , (4)  

де A -амплітуда,  -кругова частота, 
0k a  -хвильове число, t - час. 

Первинна хвиля з потенціалом i  поширю-
ється в додатному напрямі осі Oz . Хвильове 
поле в зовнішній рідині утворюється в результаті 
інтерференції первинної хвилі (4) і хвиль, 
розсіяних від сферичних крапель 

 
2

( )

1

s
i d

s
     . (5) 

Граничні умови вимагають неперервності ра-
діальних компонент швидкості зовнішньої і внут-
рішньої рідини на поверхнях крапель і неперер-
вності величини тиску при переході через повер-
хні крапель. Їх запишемо в такому вигляді: 

        ;s s s s
r rs s r R r Rr R r R s s s ss s s s

v v p p
  

  . (6) 

Зауважимо, що потенціали розсіяних на крап-
лях хвиль повинні задовольняти також умовам 
випромінювання на нескінченності. При форму-
люванні граничних умов на поверхнях сферич-
них крапель ми не враховуємо поверхневий натяг 
в краплях і вважаємо, що амплітуда коливань по-
верхні краплі є малою величиною і тому радіус 
краплі приймаємо незмінним. Зазначимо, що у 
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формулах (6) риска над символом позначає вели-
чини, які характеризують стан рідини, яка 
знаходиться в краплях. 

Застосування методу, детально описаного у 
[2,3], дозволяє звести задачу визначення 
потенціалів полів швидкості у зовнішній рідині й 
рідині крапель до розв’язання нескінченної 
системи алгебраїчних рівнянь відносно 
коефіцієнтів ( )s

nA і ( )s
nA , 1,2s  у розвиненнях цих 

потенціалів у ряди Фур’є по сферичних 
хвильових функціях 

 

     
   

   

     

(1) ( ) ( ) ( )

1 2

(1) ( ) ( )
0

1 2( )
0 0

2 , 1,2;

2 .

s s s
n s n s n s s n n n s

s ik l n
n s

s s
n s n s n s s n

s ikls n
n n s n s

kh kR A k j k R A kS j kR

Ake i j kR s

h kR A j k R A

S j kR A e i j kR





    

  

  

   

(7) 

Нескінченна система алгебраїчних рівнянь (7) 
має єдиний розв’язок  ( ) ( ),s s

n nA A , 0,1,2,...n  , 
який знаходимо методом редукції. Обчисленням 
цих коефіцієнтів формально закінчується визна-
чення потенціалів полів швидкості в зовнішній 
рідині і в рідині крапель. Заданий степінь 
точності забезпечується порівнянням результатів 
обчислень для послідовно зростаючого числа 
рівнянь. 

 
2. Визначення радіаційних сил, які діють на 

сферичні краплі 

Для обчислення гідродинамічної сили, яка діє 
на краплю, будемо застосовувати формулу (1) 
для тиску в рідині у наступному вигляді: 
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02
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s s
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p
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r
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          

  
   

 (8) 

Осереднюючи внесок кожного з доданків у (8) 
по поверхні краплини і за період падаючої хвилі, 
отримаємо відповідно 
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Додаючи (9)-(11), отримуємо остаточний ви-
раз для акустичної радіаційної сили, що діє на 
окрему краплю 
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 (12) 

Вирази для ( )s
nK , ( )s

nL , ( )s
nK   і ( )s

nL   наведені у 
статті [3]. 

3. Числові результати та їх аналіз 
Із застосуванням розробленого підходу дослі-

джено задачу про визначення акустичних радіа-
ційних сил (АРС), що діють на дві сферичні 
краплі тетрахлориду карбону ( 1,2a  926 
м/с, 1,2  1594кг/м3), розташовані у зовнішній 
рідині – воді ( 0a 1500 м/с, 0  1000 кг/м3) під 
дією плоскої звукової хвилі, що поширюється 
вздовж лінії центрів краплин. 
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Рис. 2. Залежності АРС від частоти падаючої зву-
кової хвилі при 1 2R R . 

На Рис. 2 показано залежність АРС, що діють 
на першу і другу краплю, (1)

zF  (штрихова лінія) 

і (2)
zF  (суцільна лінія) відповідно, від частоти 

падаючої звукової хвилі. При цьому геометричні 
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параметри системи є наступними: 1R 5 мм, зна-
чення радіусу другої краплі, 2R , вказані біля 
відповідних графіків. Відстань від центрів 
краплин  50 мм. Штрихові лінії для всіх 
значень 2R  співпадають з точністю до зображен-
ня на рисунку, вказуючи, що величина АРС, що 
діє на першу краплю для даних параметрів не 
залежить від радіусу другої краплі. 
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Рис. 3. Залежності АРС від частоти падаючої 

звукової хвилі при 1 2R R . 

На Рис. 3 показано залежності АРС від час-
тоти падаючої звукової хвилі, аналогічні залеж-
ностям, показаним на Рис. 2, для випадку, коли 
радіус першої краплі є меншим від радіусу другої 
краплі. Штриховими і суцільними кривими пока-
зані акустичні радіаційні сили, (1)

zF  і (2)
zF , що 

діють на першу і другу краплю відповідно. 
З Рис. 2 і 3 видно, що при 1 2R R , на відміну 

від випадку 1 2R R , величина (1)
zF  суттєво 

залежить від радіусу першої краплі 1R .  
В обох випадках вона є направленою в 

сторону, протилежну напрямку поширення 
падаючої хвилі. При цьому АРС, що діє на другу 
краплю, змінюється як за величиною, так і за 

напрямком у залежності від частоти. Крім того, 
існують певні її значення, при яких (2) 0zF  , 
тобто друга крапля залишається нерухомою. 
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Рис. 4. Залежність АРС від відстані між цент-

рами крапель,  , на заданій частоті. 

На Рис. 4 показана залежність АРС від відста-
ні між центрами крапель,  , на заданій частоті 
для системи двох крапель тетрахлориду карбону 
у воді. Дані наведені для випадку рівних радіусів 
краплин 1 2R R  5 мм. Криві для частот 40 і 50 
кГц позначені на рисунку. Із збільшенням відста-
ні між краплями взаємодія зменшується. Найбі-
льший рівень взаємного впливу спостерігається 
при великих значеннях частоти на малій відстані 
між краплями. 

Наукові дослідження, результати яких опублі-
ковано в даній статті, виконано за фінансової під-
римки Національного фонду досліджень України 
(Проєкт 2020.02/0112 «Дифракційні процеси і 
радіаційні сили в обмежених гідропружних сис-
темах»). 
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У роботі проведені систематичні дослідження динаміки процесів руйнування та еволюції 

дефектів на прикладі зразків із штучного каменю. При експериментальному дослідженні зразків зі 
штучного каменю після ударно-хвильового навантаження спостерігається утворення радіальних 
тріщин, а також зародження та рух локальних тріщин в різних місцях зразків. Останнє дає 
можливість стверджувати про наявність складного багаторівневого руйнування зразків під дією 
ударно-хвильового навантаження. 

Ключові слова: ударно-хвильовий пристрій, вибух металевої фольги, відкольне руйнування, 
радіальна тріщина, локальна тріщина. 
 

In work, systematic studies of the dynamics of destruction processes and the evolution of defects are 
carried out on the example of artificial stone samples. During the experimental study of samples made of 
artificial stone after shock wave loading, destruction of the samples was not observed. At the same time, only 
the formation of radial cracks is observed. In contrast to ceramics, under the same load conditions, the rate 
of crack growth in artificial stone samples is, on average, 75 km/s. Software tools for 3D surface 
reconstruction, with high spatial resolution, were used to study the initiation and movement of cracks after 
shock-wave loading. 3D reconstruction of the surface makes it possible to observe and study the entire 
pattern of crack growth from the center to the periphery of the sample. The study and analysis of individual 
parts of the crack were carried out, particularly in the areas where their bifurcation and further growth 
occur. The nucleation and movement of local cracks in different places of the samples were also observed. 
The latter makes it possible to assert the existence of complex multi-level destruction of samples under the 
influence of shock-wave loading. 

Key Words: shock wave device, metal foil explosion, spalling failure, radial crack, local crack. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.  
 

 
Розвиток авіаційно-космічної та військової 

техніки, енергетики та інших галузей 
промисловості викликає необхідність детального 
експериментального вивчення реакції різних 
конструкційних матеріалів на ударно-хвильове 
навантаження. Аналіз ударно-хвильових явищ у 
твердих тілах дозволяє встановити особливості 

перебігу деформаційних процесів при високих 
швидкостях впливу. В даний час ще не існує 
єдиної теорії, яка б пояснювала ключові ефекти, 
що визначають пружно пластичні властивості та 
динамічну міцність матеріалів при інтенсивних 
навантаженнях. Особливості поведінки металів 
та керамік в умовах динамічного та ударно-     
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В.О.Андрущенко, А.М. Кір'єв, 2023  
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хвильового навантаження, обумовлених 
розвитком дефектів, є предметом сучасних 
активних досліджень, які складаються з 
експериментального вивчення поведінки 
матеріалів та розробки методів широкодіа-
пазонного моделювання. 

Довгий час отримання плоских 
нестаціонарних ударних хвиль для цілей 
вивчення термодинамічних і механічних 
властивостей твердих і рідких речовин під дією 
імпульсного тиску проводилося традиційними 
методами, такими як підрив заряду хімічної 
вибухової речовини, розташованої на поверхні 
зразка, або ударом тонкої пластини, попередньо 
розігнаної продуктами вибуху, або електричною 
гарматою [1,2]. Використання цих методів 
вивчення механічних властивостей матеріалів в 
умовах великих швидкостей деформації при 
малих імпульсних навантаженнях обмежено або 
критичною товщиною вибухової речовини, або 
стійкістю прискорення тонких пластин. 

Тому для цих цілей в даний час 
використовується електричний вибух металевої 
фольги, що розташовується на поверхні 
випробуваних зразків. Метод електричного 
вибуху передбачає можливість швидкого 
перетворення електромагнітної енергії на 
теплову енергію матеріалу фольги і забезпечує 
отримання згасаючих ударних хвиль з 
амплітудою від кількох одиниць до десятків ГПа 
[3-5]. При цьому експериментально доведено, що 
метод електричного вибуху фольги дозволяє 
проводити вивчення механічних властивостей 
при плоскому імпульсному навантаженні. Ударні 
хвилі, ініційовані електричним вибухом 
провідників у різних середовищах, знаходять 
широке застосування завдяки можливості 
керувати їх характеристиками в широких 
діапазонах шляхом зміни параметрів розрядного 
RLC-контуру, розміром та матеріалом 
провідника, що вибухає. Дослідження 
динамічного руйнування твердих тіл при ударно-
хвильовому навантаженні демонструють ряд 
ефектів [6], що суперечать класичним моделям 
міцності та тріщиностійкості [7]. Останнє має 
дуже важливе значення, оскільки динамічне 
руйнування є визначальним при пробиванні 
броні та дробленні снарядів. При цьому 
складність динамічних досліджень полягає в 
необхідності проводити реєстрацію параметрів 
процесу в мікро секундному часовому діапазоні, 
а для підвищення інформативності необхідно 
оцінювати поведінку матеріалів при різних видах 
навантаження та руйнування: у плоских хвилях 

навантаження, при розвитку одиночної тріщини 
та при пробитті перешкоди. 

Специфіка ударно-хвильових впливів полягає 
в тому, що через малу тривалість часу 
навантаження практично відсутній взаємний 
вплив окремих ділянок навантажуваного тіла, що 
містять будь-які великі дефекти, і відповідно їх 
внесок у процес руйнування. Крім того, при 
цьому розвиваються екстремально високі 
швидкості деформування, відбувається розігрів 
речовини, змінюється сам механізм пластичної 
деформації (наприклад, у металах відбувається 
активування додаткових площин ковзання, 
збільшується внесок двійникування в 
деформацію навіть для тих матеріалів, де у 
звичайних умовах навантаження деформаційні 
двійники не утворюються ).  

Актуальність досліджень у цій галузі 
обумовлена також необхідністю розробки 
математичних моделей, здатних описати зв'язок 
пружно пластичної поведінки та руйнування 
матеріалів з кінетикою накопичення дефектів. 
При цьому подальші дослідження змін міцності 
на мікрорівні та механізмів пластичного 
деформування сприятимуть конструюванню 
нових високоміцних матеріалів та 
вдосконаленню технології їх обробки. 

 
Зразки і методи вимірів 

Головна мета роботи полягала у розробці 
методики експрес-діагностики для 
експериментального визначення міцнісних 
властивостей керамічних, скляних і полімерних 
матеріалів при їх ударно-хвильовому руйнуванні. 

З цією метою авторами був розроблений 
ударно-хвильовий експериментальний пристрій, 
який ґрунтується на використанні специфіки 
ударно-хвильових впливів. Експериментальний 
пристрій розроблено для тестування динамічної 
міцності таких матеріалів як кераміка, скло, та 
оргскло різної товщини. Ударно-хвильовий 
пристрій дозволяє генерувати пружний імпульс 
стиснення до 5 ГПа протягом менше 0,4 
мікросекунди на площі в кілька десятків 
квадратних міліметрів. При цьому тонка 
металева фольга затискається між двома 
гладкими пластинами (наприклад, зі скла) і 
вибухає (розплавляється та випаровується) від 
розряду накопичувального конденсатора. Хвиля 
стиску доходить до верхньої вільної межі 
випробуваної пластини і, відбиваючись від неї, 
формує хвилю руйнування, яка забезпечує 
конусне відкольне руйнування. За допомогою 
такого пристрою можливо досить точно 
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визначати величину динамічної міцності, по 
початку відкольного руйнування, і, таким чином, 
модифікувати технологічний процес до 
отримання необхідних параметрів міцності, або 
провести порівняння і відбір матеріалів для 
конкретних цілей. 

 
Результати та їхнє обговорення 

У роботі були проведені систематичні 
дослідження динаміки процесів руйнування для 
зразків з штучного каменю, виготовленого за 
заводськими вимогами. Штучний камінь 
створюють з крихти природного каменю і в 
першу чергу – кварциту. Характеристики 
міцності кварциту дуже високі. Штучний камінь 
перевершує не тільки мармур, а й граніт за всіма 
показниками міцності: на удар, на вигин, на 
стиск та на стиск при охолодженні. Розмір зразка 
становив 60 мм на 60 мм при товщині 3 мм. При 

експериментальному дослідженні зразків зі 
штучного каменю після ударно-хвильового 
навантаження не спостерігається  руйнування 
зразків. При цьому спостерігається лише 
утворення радіальних тріщин. 

В роботі також було проведено вивчення та 
аналіз окремих частин тріщин зокрема на 
ділянках де відбувається їх роздвоєння та 
подальший ріст рис. 1. 

Дуже важливим є можливість вивчати ріст 
тріщини з роздвоєнням рис. 2а,б. Після 
роздвоєння тріщини енергії для росту вистачає як 
правило лише на одну гілку роздвоєної тріщини 
рис. 2а. 

Отримані результати по дослідженню 
утворення та руху тріщин після ударно-
хвильового навантаження зразків штучного 
каменю дають можливість провести оцінку 
швидкості росту тріщин у таких зразках. На 
відміну від кераміки при одних і тих же умовах 
навантаження швидкість росту тріщин у зразках 
штучного каменю в середньому дорівнює 75 
км/с, що майже у два рази менше ніж у кераміці. 

Для прецизійного вивчення зародження та 
руху тріщин після ударно-хвильового 
навантаження в роботі використовували 
програмні засоби для 3D реконструкції поверхні 
з високою просторовою роздільною здатністю. 
На рис. 3 продемонстровано отриману 3D 
поверхню периферійної частини зразка штучного 
каменю. 3D реконструкція поверхні дає 
можливість спостерігати та вивчати всю картину 
росту тріщин від центру до периферії зразка. 
Аналіз рис. 3 вказує на можливість вивчати в 
деталях рух тріщин до краю зразків під дією 

   
                    а                                    б 

    
         в                                      г 

Рис. 1  Зображення тріщин після ударно-
хвильового навантаження: а- центральна 
частина, б та в-середня частина, г-периферія 
зразка (збільшення у 5 разів).  
 

 
а 

 
                                           б 
Рис. 2 Зображення окремих частин тріщини на 
ділянках де відбувається їх роздвоєння - a та 
подальший ріст - б (збільшення у 5 разів). 
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високошвидкісного ударного навантаження в 

незалежності від кутів освітлення необхідних при 
металографічних дослідженнях. При цьому 
спостерігається також зародження та рух 
локальних тріщин в різних місцях зразків. 
Останнє дає можливість стверджувати про 
наявність складного багаторівневого руйнування 
зразків під дією ударно-хвильового 
навантаження. 

Всі одержані експериментальні результати є 
необхідними і дуже важливими для 
математичного моделювання процесів тріщино 
утворення з метою одержання нових матеріалів з 
високими значеннями міцності необхідними для 
протидії високошвидкісним ударним 
навантаженням.  
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Рис. 3  3D зображення поверхні на периферії 
зразка із штучного каменю. 
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Робота присвячена моделюванню вимушених моногармонійних коливань круглої платівки, що 

опирається на активні опори з метою визначення оптимального розташування мінімальної 
кількості опор та оптимального керування опорами, що забезпечують відхилення від заданої форми 
хвильового руху поверхні платівки з необхідною точністю. Припускалось, що на платівці 
розташовується ансамбль малих неоднорідностей (дефектів) з невідомими геометричними та 
фізичними характеристиками. Дефекти моделювались сингулярностями високого порядку, що 
забезпечують еквівалентність розв’язання граничної задачі з точністю до заданого степеня малого 
параметра, що є характерною площею областей окремих дефектів. За основний метод дослідження 
задачі обрана стохастична оптимізація. В якості критерію оптимальності розглянута ймовірність 
перевищення середньоквадратичним відхиленням форми коливань керованої платівки від заданого 
хвильового профілю (ймовірність відмови). Формування кількісної характеристики ймовірності 
відмови проводилось шляхом побудови сценаріїв зі згенерованими дефектами з випадковими 
характеристиками. Запропоновано використання мір ризику bPOE та CVaR, розглянуті в [1], що є 
квазіопуклими відносно випадкових величин. 

Ключові слова: керування, коливання платівки, bPOE, CVaR.  
 
The work is devoted to the modeling of forced mono harmonic oscillations of a circular plate on active 

supports in order to determine the optimal location of the minimum number and optimal controls of 
supports, which ensure the deviation from the given shape of the wave motion of the plate surface with the 
required accuracy. It was assumed that the plate contains an ensemble of small inhomogeneities (defects) 
with unknown geometric and physical characteristics. Defects were modeled by high-order singularities, 
which ensure the equivalence of the boundary value problem solution with specified accuracy to a given 
power of a small parameter, which is the characteristic area of the regions of individual defects. Stochastic 
optimization is chosen as the main method of problem research. The probability of exceeding the rms 
deviation of the oscillation form of the controlled plate from the given wave profile (probability of failure) is 
considered as a criterion of optimality. The formation of a quantitative characteristic of the probability of 
failure was carried out by constructing scenarios with generated defects with random characteristics. It is 
proposed to use the risk measures bPOE and CVaR considered in [1], which are quasi-convex with respect 
to random variables. 

Key words: control, vibration of plate, bPOE, CVaR.. 
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Вступ 
У роботі узагальнені та розвинуті результати, 

отримані раніше в [2-4], де досліджуються задачі 
знаходження оптимальних параметрів 
механічних пристроїв для збудження та 
формування хвильового руху. Такі пристрої 
можна використовувати для генерації, 
перетворення та передачі інформації та хвильової 
енергії. В даній роботі, розглянуто задачу 
модуляції дзеркала, закріпленого на активних 
опорах. Завдання полягає в пошуку керуючих сил 
та їх характеристик - точок прикладання, 
амплітуди та фази сил, які забезпечують 
найкраще наближення заданої форми та фази 
коливань дзеркала з урахуванням структурних 
неоднорідностей (дефектів) з невизначеними 
геометричними та механічними 
характеристиками. В області неоднорідностей 
змінюється щільність матеріалу, модуль Юнга та 
циліндрична жорсткість, що є невизначеними. 
Невизначеними є також розташування дефектів, 
їх розміри та форма (з деякими накладеними 
обмеженнями). Дослідження складається з 
детермінованої та стохастичної частин.  

В детермінованій частині вважались відомими 
характеристики дефектів. Вона зведена до задачі 
знаходження мінімуму функціоналу, що 
будується на середньоквадратичному відхиленні 
прогинів платівки від заданого хвильового 
профілю. Параметрами оптимізації були точки 
прикладання, амплітуди та фази керуючих сил 
активних опор [4]. Для прискорення розв’язання 
граничної задачі рівноваги платівки, розв’язок 
якої формує цільову функцію оптимізаційної 
задачі, дефекти моделювались точковими 
сингулярностями високого порядку згідно з 
технікою, основи якої розвинуто в [4-5], що 
забезпечило точність заданого порядку по 
відношенню до малого параметра - площі області 
неоднорідності в припущенні не виродження 
розмірності дефекту. При розв’язанні 
детермінованої задачі використовувались методи 
узагальненої функції Гріна та гармонійний аналіз 
з контролем кількості гармонік при розкладі по 
коловій координаті платівки. 

В стохастичній частині вважалось, що 
кількість дефектів та їх характеристики є 
невизначеними чи щодо них є часткова 
інформація. Відповідно до цього застосовано 
метод стохастичної оптимізації на основі методу 
Монте-Карло. Зазвичай у теорії надійності ризик 
кількісно визначається ймовірністю відмови. 
Хоча ймовірність відмови дуже популярна, вона 

має небажані математичні властивості, такі як 
некогерентність та розрив для вибіркових 
розподілів. Щоб подолати ці недоліки, у [1] було 
розроблено нову альтернативну міру ризику — 
буферизовану ймовірність відмови (BPF). Вона 
враховує ступінь перевищення порогу відмови і є 
більш консервативною, ніж класична ймовірність 
відмови. Буферизована ймовірність перевищення, 
bPOE, запропонована в [6], узагальнює BPF у 
випадку, коли поріг відмови системи може бути 
будь-яким числом (не тільки 0). Ці міри ризику 
базуються на властивостях міри ризику CVaR [7]. 
bPOE має виняткові математичні властивості (за 
загальних умов bPOE є квазіопуклим відносно 
випадкової величини). 

 
Постановка та розв’язання задачі 

Математичною постановкою детермінованої 
задачі є гранична задача для рівняння відносно 
прогину серединної поверхні платівки w  та 
згинаючого моменту M


 в області  : 

4
1 2

0

4
1 2

1 1

LL L

L L L ( ) ( )
J J

Dj j j j
j j
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D

w P k w P   
 

  
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, ( , )x y   (1) 

з граничними умовами на границі області  : 

 
( , ) 0

, ( , )
( , ) 0n

w x y
x y

M x y


 
  (2) 

де 1 2L,L ,L  - лінійні матричні диференціальні 
оператори [4], 2 4

0 0/ D k   - нормоване 
хвильове число, q  - зовнішнє навантаження 
(керуючі сили, що моделюють активні 
опори), 0/j DjD D   , 0/j j    , 1,j J  - 
нормовані зміни циліндричної жорсткості та 
густини в області j  - го дефекту, ( )jP  - функція 
області j  - го дефекту. В [4] показано, що для 
еліптичних дефектів має місце: 
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де PjS  , 1,j J - площа j  - го дефекту, 

maxP PjS S , ( , )j j jX Y   - середня точка j  - го 
дефекту, (.)  - дельта функція Дірака, 

0( ) ( ) / ( )j jv M D D    
  . В цьому дослідженні 

доведено, що (3) як перше наближення в просторі 
узагальнених функцій має місце для дефектів 
довільної форми при умові однозв’язності та не 
виродження областей дефектів. В цьому випадку 
під j  треба розуміти центр площі j  - го 
дефекту. Розроблена техніка для отримання 
наближень правої частини (1) вищих порядків, 
одначе використання вищих наближень 
поскладнено тим, що на відміну від першого 
наближення має місце інтерференція дефектів, а 
отже принцип суперпозиції не виконується. 
Використання моделі дефектів (3) та 
моделювання активних опор точковими силами 
дозволяє побудувати розв’язок (1) - (2) з 
використанням узагальненої функції Гріна. 

Оптимізаційна задача в детермінованій 
постановці при зафіксованому ансамблю 
дефектів з масивом характеристик 

 
1

D= , , ,
J

j j j j
J D 


   (кількість дефектів J , їх 

положення на платівці j , геометричні та фізичні 
характеристики ,j jD   ) має вигляд: 

 
 

2

,
( ) ( ; , ;D) ( ) min

,

x R F
I w w x R F W x d

R F U


   



  

  

 
 (4) 

де 1{ , }N
i i iR x y 


 визначає розташування опор, 

  1

N
i iF F





 - комплексні амплітуди сил, що 

моделюють опори, ( )W x  - заданий хвильовий 
профіль, що має бути наближений. U  - область 
допустимих змін параметрів оптимізації. 
Оскільки ( ; , ;D)w x R F

   є розв’язком граничної 
задачі (1) - (3), то функціонал в (4) не є 
квадратичним. Показано, що у випадку, коли 
опори розташовуються на концентричних колах з 
довільними радіусами, функціонал в (4) є 
опуклим. У випадку, коли D  є стохастичним, 

( ; , ;D)w x R F
   стає випадковою функцією та 

значення функціоналу в (4) є випадковим. А 
отже, оптимізаційна задача (4) з врахуванням 
параметризації ( ; , ;D)w w x R F

   має бути 
трансформована до вигляду мінімізації функції: 

 
 

 
,

( , ) ( ( ; , ;D)) min

,
R F

H R F I w x R F

R F U

 



 

   

    (5) 

де (.)  є деякою мірою ризику. В проведеному 
дослідженні в якості мір ризику було 
використано CVaR та bPOE. За означенням, 
CVaR (Conditional Value-at-Risk) від випадкової 
величини X  (що характеризують втрати) 
визначається як математичне очікування значень, 
що перевищують значення квантілі з рівнем   : 

    : .CVaR X E X X q X        (6) 
де для заданої функції розподілу 
   XF x P X x   , квантіля рівня   

визначається як 
        1 inf : , 0,1 .X Xq X F x F x        

CVaR є консервативною оцінкою по відношенню 
до значення квантілі (VaR - Value-at-Risk), що є 
природною мірою ризику та часто 
використовується в теорії надійності, але має 
суттєво кращі математичні властивості: гладкість 
та опуклість по відношенню до випадкової 
величини, отже суттєво спрощує оптимізаційну 
процедуру. В [7] надається правило для 
підрахунку CVaR: 

     min / (1 )
u

CVaR X u E X u      , 

де    max ,0 .
    

Якщо CVaR (як і VaR) визначає значення в 
просторі X  , тобто середнє значення втрат, що 
перевищують значення квантілі з заданим рівнем 
то обернена до неї величина bPOE визначається 
як обернена величина до CVaR, тобто 
ймовірність того, що середнє значення втрат 
перевищить заданий рівень [6]: 

1

0 if sup ;
( ) 1 ( ; ) if sup ;

1 otherwise.
x

x X
bPOE X CVaR x X EX x X


   



 

Аналогічно bPOE є консервативною оцінкою для 
POE (probability of exceedance): 

     1X Xp x P X x F x     та має ті є 
властивості, що і CVaR. Використання CVaR чи 
bPOE є альтернативним, і призводить до 
однакових результатів.   

Результатом досліджень стала розробка 
програмного пакету в середовищі MATLAB, що 
дозволяє визначати оптимальні параметри 
керування при заданій хвильовій формі поверхні 
кругового дзеркала. В якості засобу розв’язання 
задач умовної опуклої оптимізації 
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використовується продукт компанії AORDA 
(http://www.aorda.com) PSG MATLAB. 
Розроблений алгоритм продемонстрував високу 

ефективність та продуктивність на рівні real time 
calculating. 
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Розвинуто модель зони передруйнування, яка в умовах плоскої деформації поширюється з вершини 

міжфазної тріщини під кутом до плоскої межі розділу двох різних однорідних ізотропних 
матеріалів. Зону передруйнування подано лінією розриву переміщення, на якій виконується 
двопараметричний критерій міцності типу Мізеса – Хілла. Параметрами моделі служать опір 
відриву і опір зсуву матеріалу, в якому розвивається зона. Модель враховує крихкий і пластичний 
механізми руйнування і може бути використана для опису квазікрихкого руйнування кусково-
однорідного тіла з міжфазною тріщиною. Показано можливість переходу між крихким і  
пластичним механізмами руйнування при зміні відношення опорів відриву і зсуву матеріалу.   

Ключові слова: міжфазна тріщина, зона передруйнування, критерій міцності Мізеса – Хілла. 
 

A model of the pre-fracture zone, which under plane strain conditions extends from the tip of the interface 
crack at an angle to the plane interface of two different homogeneous isotropic materials, has been 
developed. The pre-fracture zone is represented by the displacement discontinuity line, on which the strength 
condition of the Mises - Hill type is satisfied. The parameters of the model are the tensile resistance and 
shear resistance of the material in which the zone develops. The model takes into account brittle and ductile 
fracture mechanisms and can be used to describe the quasi-brittle fracture of a piece-homogeneous body 
with an interface crack. The possibility of a transition between brittle and ductile fracture mechanisms is 
shown when the ratio of tensile and shear resistance of the material changes. 

Key Words: interface crack, pre-fracture zone, Mises-Hill strength criterion.
 
Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

Вступ. У механіці руйнування для дослід-
ження процесів в околі концентраторів напру-
жень поширеним є використання різного роду 
моделей зон передруйнування. Строгий опис 
процесів передруйнування ускладнений неліній-
ністю визначальних рівнянь, які задають напру-
жено-деформований стан матеріалу в зоні. Це 
зумовило впровадження ряду спрощених моде-
лей зон з використанням тих чи інших критеріїв 
руйнування, які за певних умов допускають ана-
літичне розв’язання. До таких моделей відно-
сяться, зокрема, модель пластичної зони Дагдей-

ла і зони процесу Леонова – Панасюка, які пода-
ють зони передруйнування поверхнями розриву 
переміщення з заданими критеріальними обме-
женнями на компоненти тензора напружень. 

Моделі Дагдейла і Леонова – Панасюка ви-
користовують однопараметричні критерії руйну-
вання типу Треска – Сен-Венана і спочатку при-
значались для дослідження зон передруйнування 
в однорідних матеріалах. Згодом з'явились при-
клади їх успішного застосування до моделювання 
зон передруйнування біля вершин тріщин в кус-
ково-однорідних та анізотропних тілах. Однак ці 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2023/2.17
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моделі викликають питання про достатність ви-
користання в них однопараметричних критеріїв у 
випадку квазікрихкого типу процесів руйнування 
або за складного характеру навантаження. У 
зв’язку з цим на увагу заслуговують багатопара-
метричні критерії руйнування.  

У роботах [1, 2] використано двопараметри-
чний критерій міцності типу Мізеса – Хілла [3] 
для побудови моделей зон передруйнування біля 
вершини тріщини в ортотропних та кусково-
однорідних тілах відповідно. Параметрами моде-
лей служили опір відриву і опір зсуву матеріалу, 
в якому розвивається зона. Ефективність моделей 
в [1] була підтверджена експериментально, в [2] 
–  успішним порівнянням передбачуваних та спо-
стережуваних на досліді кутів повороту міжфаз-
ної тріщини. 

Метою даної роботи є дослідження в рамках 
моделі [2] впливу процесів пластичного і крихкого 
механізмів руйнування на формування зони пере-
друйнування біля вершини міжфазної тріщини.  

Опис моделі. Розглядається модель малома-
сштабної зони передруйнування в умовах плоскої 
деформації біля вершини розкритої міжфазної 
тріщини, розташованої на плоскій межі розділу 
двох різних однорідних ізотропних матеріалів з 
модулями Юнга E1, E2  і коефіцієнтами Пуассона 
ν1, ν2 відповідно. Зону передруйнування подано 
лінією розриву переміщення, нахиленою під ку-
том α до межі розділу (рис. 1). Нормальне і доти-
чне напруження на лінії розриву задовольняють 
критерій міцності типу Мізеса – Хілла  

  2 2
1 1( / ) ( / ) 1r      ,    (1) 

де σ1, τ1 – опори відриву та зсуву першого матері-
алу, в якому передбачається утворення зони. До-
вжина зони передруйнування l вважається значно 
меншою, ніж довжина тріщини L (l<< L) (рис. 1). 

 
 Рис. 1. Модель кусково-однорідного тіла з між-
фазною тріщиною і зоною передруйнування  

 
Умову на нескінченості сформульовано у ви-

гляді можливості зшивання шуканого розв’язку 
на відстанях l r L= =  з асимптотикою 

розв’язку аналогічної задачі без лінії розриву [4]. 
За допомогою інтегрального перетворення 

Мелліна задача про розрахунок параметрів зони 
зведено до функціонального рівняння Вінера – 
Гопфа, для якого отримано наближений розв'я-
зок. Використовуючи умову обмеженості напру-
жень в кінці лінії розриву, знайдено рівняння для 
розрахунку довжини зони l [2]: 
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0 0.5 i      показник сингулярності напру-
жень біля вершини міжфазної тріщини; K  ком-
плексний коефіцієнт інтенсивності напружень, 
який характеризує величину і конфігурацію зов-
нішнього навантаження. Решта позначень приве-
дено в [2] і опущено тут через громіздкість. Орі-
єнтація зони передруйнування визначається з 
умови максимуму величини дисипації енергії в 
зоні, для якої в [2] отримано відповідний аналі-
тичний вираз. Виведено формули для розкриття 

тріщини у її вершині 2 2(0, (0,ru u u     
та середнього значення фазового кута напружень 

в зоні  1
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Числовий аналіз моделі. Дослідимо наслід-
ки моделі щодо впливу процесів пластичного і 
крихкого механізмів руйнування на параметри 
зони передруйнування. В якості прикладу роз-
глянемо внутрішню міжфазну тріщину довжи-
ною L у кусково-однорідній площині, навантаже-
ній на нескінченності рівномірно розподіленими 
тангенціальними і розтягувальними нормальни-
ми зусиллями (τxy=q, σx=p>0 при x2+y2→∞ в де-
картовій системі координат, зображеній на рис. 
1). Нормований комплексний КІН в кінці тріщи-
ни визначається як K=K1+iK2 [4], де 
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ефіцієнтів Пуассона ν1=ν2=0.3 подано на рис. 2, 
де графіки a, b, c, d відображають залежності від 
відношення опорів відриву та зсуву матеріалу, в 
якому виникла зона, відповідно відносної довжи-
ни зони передруйнування x=l/L, кута α нахилу 
зони до межі розділу, фазового кута  напружен-
ня в зоні та нормованого розкриття тріщини у її 

вершині 1
2
14(1 )

E uu
L








% .  

Як випливає з аналізу рис. 2, у залежності 
параметрів зони передруйнування від відношен-
ня опорів відриву і зсуву передбачається два спе-
цифічних ефекти. Перший полягає у переході від 
крихкого характеру руйнування матеріалу до 
пластичного та проявляється у швидкому зрос-
танні розмірів зони і розкриття тріщини при пе-
ревищенні опором відриву σ1 матеріалу значення 
опору зсуву τ1 (рис. 2a, d). При цьому також змі-
нюється характер залежності кута нахилу зони до 
межі розділу (рис. 2b) і фазового кута напружень 
в зоні (рис. 2c) від відношення σ1/τ1. Даний ефект 

може спостерігатися при зміні температури твер-
дих тіл, оскільки при нагріванні опір відриву 
змінюється мало, тоді як опір зсуву помітно  зме-
ншується [5]. Підтвердженням цього можуть 
бути результати експериментів з дослідження 
впливу температури на поширення міжфазної 
тріщини у багатошарових вуглепластикових ла-
мінатах [6]. Як встановлено в [6], кут повороту 
тріщини від межі розділу двох різнонаправлених 
шарів зменшується зі збільшенням температури. 
Цей результат узгоджується зі зменшенням кута 
нахилу зони передруйнування при збільшенні 
відношення σ1/1 (суцільні лінії на рис. 2b для 
≤0) і пов’язаний зі зменшенням опору зсуву 
матеріалу шару при підвищенні температури. 
Однак розвинута вище модель не забезпечує кі-
лькісний аналіз результатів роботи [6], оскільки 
не враховує залежність від температури пружних 
характеристик і теплове розширення матеріалів, 
що приводитиме до викривлення межі розділу та 
появи додаткових напружень.  

  

  
Рис. 2. Залежність параметрів зони передруйнування від відношення опорів відриву і зсуву 

 
Другий ефект від зміни відношення опорів 

відриву і зсуву проявляється в розгалуженні зони 
передруйнування при σ1≥21 і ≤0. Одна із гілок 
зони (їй відповідають суцільні лінії на графіках) 

повертається до межі розділу, а інша (пунктирні 
лінії) відхиляється від межі на значний кут (рис. 
2b). Крім того, в них виявляється різним напря-
мок дотичних напружень (рис. 2c). Оскільки при 
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σ1≥21 процеси руйнування в зоні набувають пе-
реважно пластичного характеру і пов’язані з зсу-
вними деформаціями, розгалуження зони пере-
друйнування можна розглядати як непрямий на-
слідок закону парності дотичних напружень. Роз-
галуження пластичної зони демонструють, зок-
рема, результати числового моделювання в [7] 
маломасштабного поля пластичних деформацій у 
пружнопластичному матеріалі біля вершини 
міжфазної тріщини. Однак слід зазначити, що 
розвинута вище модель лише вказує на можли-
вість розгалуження зони передруйнування, але 
непридатна для визначення параметрів її гілок, 
оскільки базується на припущенні про наявність 
лише однієї гілки. 

Висновки. В статті досліджено двохпараме-
тричну модель маломасштабної зони передруй-
нування в квазіпружному матеріалі композитного 
з'єднання біля вершини міжфазної тріщини. Осо-
бливістю моделі є використання критерію міцно-
сті типу Мізеса – Хілла, параметрами якого слу-
жать опір відриву і опір зсуву матеріалу. Модель 
враховує одночасно крихкий і пластичний проце-
си руйнування матеріалу в зоні та призначена  
для вивчення квазікрихкого руйнування кусково-
однорідного тіла з міжфазною тріщиною. Вико-
нано числовий аналіз параметрів зони передруй-
нування в кінці внутрішньої міжфазної тріщини у 
кусково-однорідній площині при її навантаженні 
віддаленими рівномірно розподіленими тангенці-
альним і розтягувальним нормальним зусиллями. 
Виявлено існування переходу між крихким і пла-
стичним механізмами руйнування у вузькому 
інтервалі значень відношення опорів відриву і 
зсуву біля σ1/τ1≈2. 
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Розглянуто модельну задачу про розтяг двошарового циліндру з кільцевою піднаплавною 

тріщиною, розміщеною в основному матеріалі циліндра. Основний матеріал циліндра вважається 
лінійно-пружним, наплавлення — пружно-пластичним з білінійним зміцненням. Досліджується 
залежність коефіцієнта інтенсивності на внутрішньому фронті тріщини від величини зовнішнього 
навантаження та величини залишкових деформацій в наплавленні. Задача розв’язувалася чисельно за 
допомогою методу скінченних елементів. Встановлено, що пластична зона в наплавленні 
розвивається не за напрямком продовження тріщини, а під деяким кутом до нього. Попередньо 
проведений аналіз напруженого стану за відсутності тріщини дозволив пояснити цей феномен, як і 
деякі інші закономірності, отримані в чисельних результатах. Висновки, зроблені в роботі, можуть 
бути корисними при оцінці тріщиностійкості обладнання та трубопроводів з антикорозійним 
наплавленням.  

Ключові слова: двошаровий циліндр, підінтерфейсна тріщина, залишкові деформації. 
 

The model problem of tension of a two-layer cylinder with an annular subcladding crack located at the 
base material of the cylinder is considered. It is assume that the base material of the cylinder is linear 
elastic. The cladding of the cylinder is considered as elastic-plastic with bilinear strengthening. The base 
material of the cylinder is considered to be linear-elastic, the cladding is considered to be elastic-plastic 
with bilinear strengthening. The dependence of the stress intensity factor on the internal crack front on the 
value of the tension stresses and the magnitude of the residual strains in the cladding is investigated. The 
problem was solved numerically using the finite element method. It was established that the plastic zone in 
cladding does not develop in the direction of crack extension, but at some angle to it. A preliminary analysis 
of the stress state in the absence of a crack made it possible to explain this phenomenon, as well as some 
other regularities obtained in the numerical results. The conclusions presented in the work can be useful in 
evaluating of the crack resistance of equipment and pipes with anti-corrosion cladding. 

Key Words: two-layer cylinder, subcladding crack, residual strains. 
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Вступ 
В багатьох галузях промисловості для подов-

ження терміну експлуатації відповідальне облад-
нання та трубопроводи вкривають шаром анти-

корозійного наплавлення. При цьому ще декілька 
десятиліть назад, коли рівень розвитку обчислю-
вальних засобів був недостатнім для проведення 
розрахунків на повномасштабних моделях, при 
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розрахунку такого обладнання на опір крихкому 
руйнуванню використовувалися наближені інже-
нерні методи і наявність наплавлення не врахо-
вувалася (див., наприклад, [1] розділ 3.5.5). 
Вважалося, що такий підхід є консервативним, 
тобто нехтування наявності наплавлення йде у 
запас міцності. З початком широкого засто-
сування комп’ютерної техніки для проведення 
розрахунків на міцність з’ясувалося, що це не 
завжди так. Наприклад, у роботі [2] проде-
монстрований негативний вплив наплавлення на 
стан напівеліптичної тріщини, що знаходиться в 
основному металі (ОМ) стінки корпусу реактора 
ВВЕР-1000 поблизу його інтерфейсної з 
наплавленням поверхні. Було вказано на причину 
такого впливу — розклинювання тріщини залиш-
ковими деформаціями, які виникають у наплав-
ленні. Проте у вказаній роботі мета дослідження 
була комплексною і стосувалася, головним чи-
ном, впливу радіаційного зміцнення наплавлення 
на тріщиностійкість КР. Тому детально процес 
розклинювання тріщини залишковими дефор-
маціями розглянутий не був. Мета даної роботи 
полягає в усунені означеного упущення.  

 
Постановка задачі та попередній аналіз 
Для з’ясування механізму розклинювання 

розглянемо модельну задачу про розтяг двоша-
рового циліндра з коловою підінтерфейсною 
тріщиною постійними осьовими напруженнями 
p , прикладеними до торця циліндру. Довжина 

тріщини l  вважається постійною, незалежною 
від колової координати. Таким чином, маємо осе-
симетричну задачу з додатковою площиною 
симетрії — площиною розташування тріщини. За 
таких умов достатньо розглянути напружений 
стан лише у верхній половині поздовжнього 
перерізу стінки циліндра (див. рис. 1).  

 
Рис. 1 Поздовжній переріз стінки циліндра 

Припускається, що одна з вершин тріщини 
знаходиться на інтерфейсі, а сама тріщина пов-

ністю розташована в ОМ. Радіус інтерфейсної 
поверхні R  та довжина твірної циліндра L  вва-
жаються великим у порівнянні з товщиною шару 
ОМ s . В свою чергу товщина шару ОМ є значно 
більшою за товщину наплавлення h  та довжину 
тріщини. Тому для подальшого аналізу раціо-
нально ввести наступні безрозмірні геометричні 
параметри 

sll /= ,     shh /= . (1) 

Матеріал ОМ вважається ідеально лінійно-
пружним з модулем пружності E  та коефі-
цієнтом Пуасона v . Це пояснюється тим, що 
межа текучості ОМ значно вища за межу теку-
чості наплавлення. Матеріал же наплавлення мо-
делюється як білінійний з тими самими пруж-
ними властивостями. Ділянка зміцнення почина-
ється з межі текучості тσ  і відповідає ізотроп-
ному зміцненню згідно теорії пластичності 
Гебера-Мізеса-Генкі:  

( )



>−+
<

=
,,
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TTT

T

TE
E

εεεεε
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σ  (2) 

де σ  — напруження при одновісному розтягу, ε  
— відповідна повна (сума пружної і пластичної) 
деформація, /Eтт σε = , T  — дотичний модуль, 
який відповідає залежності пластичних дефор-
мацій від напружень. При цьому повний модуль 
на другій ділянці 1E  рівний 1)( −+TEET . 

Для розуміння механізму розклинювання 
тріщини корисно проаналізувати розподіл напру-
жень в ОМ та наплавленні за її відсутності. У 
цьому випадку напружений стан є лише функ-
цією радіальної координати r . Враховуючи зроб-
лені припущення про співвідношення харак-
терних розмірів, можна вважати, що поздовжні 
напруження в наплавленні є постійними, а в ОМ 
— розподіленими лінійно: 

0
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z
c

z σσ = ,  
s

Rr
s

rsR
zz

b
z

−
+

−+
= 21

)( σσσ , (3) 

де через )(c
zσ  та )(b

zσ  позначені осьові напру-
ження в наплавленні та основному металі (clad-
ding та base metal). Значення сталих 0zσ , 1zσ , та 

2zσ , визначаються з умов силової та моментної 
рівноваги і умови рівності поздовжніх дефор-
мацій в основному металі та наплавленні. 

Поки в наплавленні не виникає пластичних 
деформацій, всі ці три сталі рівні розтягуючим 
напруженням p  і осьові напруження не зміню-
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ються від точки до точки. Як тільки напруження 
за Мізесом в наплавленні перевершують межу 
текучості, вони стають меншими за p . Одно-
часно з цим зростають 1zσ , та 2zσ , причому з 
умови моментної рівноваги випливає, що 

21 zz σσ > , тобто в ОМ утворюється згинаючий 
момент. У випадку наявності тріщини залишкові 
деформації в наплавленні після зняття зовніш-
нього навантаження створюють подібний момент 
протилежного знаку, який і призводить до 
розкриття берегів тріщини. 

 
Методи дослідження 
Сформульована задача розв’язувалася 

чисельно за допомогою скінченно-елементного 
пакету CalculiX [3]. Зовнішня та внутрішня гра-
ниця стінки циліндра, а також берег тріщини 
вважалися вільним від напружень. На іншій 
частині нижньої границі області задавалися 
умови симетрії (нульові нормальні зміщення і 
дотичні напруження). На верхній границі на 
першому кроці навантаження задавалися нор-
мальні напруження p  та нульові дотичні напру-
ження, на другому — умови вільної границі. На 
кожному кроці визначався коефіцієнт інтенсив-
ності напружень (КІН) у вершині тріщині, 
розміщеній в ОМ (правій). Його значення на пер-
шому та другому кроках позначалися як maxK  і 

minK  відповідно. Задача розв’язувалася в осеси-
метричній постановці. Оскільки ОМ вважався 
ідеально пружним, КІН обчислювався шляхом 
асимптотичної апроксимації нормальних зміщень 
точок берегів тріщини. При цьому у вершині 
тріщини використовувалися сингулярні скінченні 
елементи. Розрахунки були проведені для 
практично важливих значень параметрів: 
− h  від 0,02 до 0,06 з кроком 0,01; 
− l  від 0,1 до 0,2 з кроком 0,25; 
− т/σpp =  від 0,1 до 2 з кроком 0,1. 

 
Результати та їх аналіз 
На рис. 2 наведено залежності середньої 

пластичної деформації на продовженні тріщини в 
наплавленні від відносної величини розтягуючих 
напружень. Залежності наведені для різних зна-
чень відносної довжини тріщини та постійної 
товщини направлення 02,0=h . Бачимо, що всі 
графіки є подібними і утримують дві ділянки: 
ділянку повільного зростання та ділянку ліній-
ного росту. Перша ділянка відповідає виник-
ненню та розвитку пластичної зони в наплав-

ленні, друга — переходу всього наплавлення у 
пластичний стан. Через наявність тріщини цей 
перехід відбувається значно раніше, ніж p  
досягає значення тσ . 

 
Рис. 2 Залежність середньої пластичної 
деформації на продовженні тріщини від 
навантаження при 02,0=h  

 
Рис. 3 Залежність КІН на кроці навантаження від 
його величини при 02,0=h  

На рис. 3 наведено залежності безрозмірного 
КІН ( )lpK π/max  від p  для 02,0=h . Ці 
залежності утримують три ділянки: дві крайні і 
перехідну між ними, причому крайні мають 
горизонтальні асимптоти. Крайня ліва відповідає 
малому рівню пластичних деформацій, тобто при 

0→p  отримуємо внутрішню кільцеву тріщину в 
однорідному пружному циліндрі. При ∞→p  
графік асимптотично наближається до значення 
КІН для внутрішньої крайової тріщини (для 
великих радіусів циліндра 12,1≈ ), тобто вплив 
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наплавлення через великі пластичні деформації в 
ньому зводиться нанівець.  

 
Рис. 4 Залежність КІН на кроці розвантаження 
від величини навантаження при 02,0=h  

 
Рис. 5 Зони, де тσσ >z  

На рис. 4 наведено залежності безрозмірного 
КІН ( )lpK π/min  від p  для 02,0=h . Хоч 
значення даної характеристики на порядок менші 
за ( )lpK π/max , якісна поведінка відповідних 
значень схожа. Відмінним є лише наявність 
максимуму у кривих з рисунка 4. Крім того, 
перехідні ділянки на рис. 3 та 4 зміщені вправо у 

порівнянні з перехідними ділянками на рис. 2. 
Відзначимо також, що всі наведені закономірнос-
ті зберігаються і для інших значень параметра h . 

Вказані особливості пояснюються тим, що 
інтегрально напруження в наплавленні на про-
довженні тріщини зводяться не лише до осьової 
сили, а також і до моменту. Останнє призводить 
до зміщення напрямку розвитку пластичної зони 
з лінії продовження тріщини (див. рис. 5). Після 
зняття навантаження наявність пружної зони на 
продовженні тріщини створює момент обернено-
го знаку, який і розкриває тріщину поблизу 
внутрішньої (правої) вершини. 

 
Висновки 
Розв’язана модельна задача дозволила 

пояснити механізм впливу пластичних 
деформацій наплавлення на стан підінтерфейсної 
тріщини після зняття навантаження. Незважаючи 
на відносно невисокі відповідні значення КІН, 
нехтувати цим механізмом не можна, адже в 
умовах термоудару, коли на внутрішній поверхні 
обладнання чи трубопроводу різко падає тем-
пература, з нею стрімко знижується і значення 
критичного КІН. Тому навіть такий невисокий 
рівень напружень в околі вершини тріщини може 
призвести до її зрушення. Крім того, даний 
механізм наочно демонструє той факт, що 
неврахування пластичних деформацій не завжди 
є консервативним. 
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Досліджено загальні закономірності впливу геометричних параметрів тріщини втоми на 

напрямок її росту в пружних пластинах при їх одновісному розтягу. Розглянуто прямолінійні 
тріщини, тріщини у вигляді повного періоду косинусоїди, тріщини у вигляді дуги кола та тріщини у 
вигляді ломаної в широкому діапазоні зміни їх геометричних параметрів. Напрямок розвитку тріщин 
визначався у відповідності до критерію максимальних колових напружень. Отримані результати 
дозволили зробити висновок, що у випадку гладких берегів тріщини напрямок її росту в першу чергу 
залежить від кута між дотичною при вершині та напрямком розтягу. Встановлено, що наявність 
кутової точки берега тріщини поблизу її вершини суттєво впливає на напрямок її росту у випадку 
малих кутів між дотичною та напрямком розтягу. Для таких випадків чисельно не вдалося досягти 
неперервного граничного переходу в результатах при наближенні кутової точки до вершини. Дана 
обставина ускладнює питання про вибір розміру початкового приросту тріщини. 

Ключові слова: критерій максимальних колових напружень, ломана тріщина. 
 

The general regularities of the influence of the geometric parameters of a fatigue crack on the direction 
of its growth in elastic plates under uniaxial tension were studied. Straight cracks, cracks in the form of a 
full cosine period, cracks in the form of a circle arc and kinked cracks were considered in a broad range of 
their geometric parameters variations. The direction of crack growth was determined in accordance with the 
criteria of maximum tangential (circumferential) stresses. The stress intensity factor of mode I and mode II 
of fracture were determined numerically using the finite element method. The obtained results made it 
possible to conclude that in the case of smooth crack faces, the direction of its growth primarily depends on 
the angle between the tangent at the crack tip and the direction of tension. It was established that the 
presence of a corner point of the faces near crack tip significantly affects the direction of crack growth in the 
case of small angles, between the tangent and the direction of tension. For such cases, numerically, it was 
not possible to achieve a continuous limiting transition in the results when the corner point approaches the 
tip. This circumstance complicates the issue of choosing the size of the initial crack growth step. 

Key Words: maximum tangential stress criteria, kinked crack. 
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Вступ 
Вивчення процесу підростання тріщин втоми 

залишається актуальним напрямком механіки 

руйнування вже понад півстоліття. Воно поєднує 
в собі декілька складових: встановлення крите-
ріїв визначення напрямку розвитку тріщини та 
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залежностей швидкості поширення тріщин від 
інтенсивності зовнішнього навантаження для 
різних матеріалів, розробку методів визначення 
характеристик механіки руйнування, що влива-
ють на процес, тощо. Огляд досліджень з даної 
тематики можна знайти в роботах [1,2]. 

Метою даної роботи покладено встановлен-
ня загальних закономірностей впливу різних гео-
метричних чинників на формування траєкторії 
плоских (наскрізних) тріщин в пружних пласти-
нах. На думку авторів дане питання не знайшло 
свого достатнього відображення в наявних публі-
каціях.  

 
Постановка задачі та методи дослідження 
Будемо розглядати центральну тріщину в 

пружній квадратній пластині розмірами aa 22 × , 
яка розтягується вздовж однієї пари своїх сторін 
напруженнями p  (див. рис. 1). Конфігурація трі-
щини не змінюється по товщині пластини. За 
характерний розмір тріщини приймається довжи-
на її хорди (відрізка, що сполучає кінці тріщини) 

l2 . Нормаль до хорди складає кут α  з напрям-
ком розтягу. Напрямок поширення тріщини 
задається кутом ϑ , який відкладається від 
продовження хорди проти годинникової стрілки. 

 
Рис. 1 Пластина з плоскою тріщиною 

У якості критерію визначення напрямку 
розвитку тріщини будемо використовувати кри-
терій максимальних колових напружень у верши-
ні тріщини. Він є історично першим і найбільш 
вживаним критерієм. Разом з критеріями напрям-
ку максимальної швидкості вивільнення енергії 
деформації та напрямку мінімальної питомої 
енергії деформації він дає схожі результати у 
випадку крихкого тіла [3]. У відповідності до 
нього кут напрямку зростання тріщини 
визначається зі співвідношення [4]: 















+

++
= 22

222

9
83

arccos
III

IIIIII

KK
KKKK

ϑ , (1) 

де IK  — коефіцієнт інтенсивності напружень 
(КІН) деформації нормального розриву тріщини, 

IIK  — КІН деформації поперечного зсуву тріщи-
ни. Для знаходження значень КІН будемо 
використовувати метод скінченних елементів, 
реалізований у пакеті CalculiX [5]. 

 
Результати та їх аналіз 
Проаналізуємо спочатку залежність кута 

зростання прямолінійної тріщини від її довжини 
та орієнтації. На рисунку 2 наведені відповідні 
графіки. З них випливає, що напрямок зростання, 
практично, не залежить від довжини тріщини. 
При цьому самі значення КІН швидко зростають 
з наближенням півдовжини тріщини до a . 

 
Рис. 2 Розподіл ϑ  для прямолінійної тріщини 

 
а)              б)                     в) 

Рис. 3 Розглянуті конфігурації тріщин 

Дослідимо вплив на напрямок зростання 
тріщини її кривизни. Для цього розглянемо два 
типи криволінійних тріщин: у вигляді косинусо-
їди (рис. 3а) та у вигляді дуги кола (рис. 3б). У 
тріщин першого типу хорди дотикаються до їх 
берегів у вершинах. Кривина таких тріщин харак-
теризується величиною подвоєної амплітуди 
косинусоїди h .  

Розрахунки показують, що для малих тріщин 
першого типу напрямок росту тріщини залежить 
головним чином від кута між нормаллю до хорди 
та напрямком розтягу. Так для тріщини довжи-
ною al 1,0= , орієнтованою під кутом 045=α , 
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для значень lh ≤≤0  напрямок поширення 
тріщини є, практично, незмінним: 00 5553 <<ϑ  
(див. рис. 4). 

 
Рис. 4 Розподіл ϑ  для тріщини-косинусоїди 

З наведеного випливає, що у випадку, коли 
береги тріщини є гладкими, а їх нахил в околі 
вершини співпадає з нахилом хорди тріщини, 
напрямок подальшого росту тріщини залежить 
саме від відповідного кута. Розглянемо випадок, 
коли дотична до берега при вершині та хорда не є 
колінеарними. Для цього дослідимо напружений 
стан в пластині з тріщиною у вигляді дуги кола. 
Відзначимо, що кут між дотичною та хордою 
такої тріщини — кут β , рівний половині кутово-
го розміру дуги. 

 
Рис. 5 Розподіл ϑ  для правої вершини тріщини у 
вигляді дуги кола при 040=− βα  

Аналізуючи результати розрахунків для трі-
щини-дуги, можна прийти до висновку про суттє-
ву залежність його від кутів α  та β , якщо фіксу-
вати один з кутів і змінювати інший. Проте якщо 
розглянути різницю βα − , то можна помітити, 
що при її фіксованому значенні кут ϑ  слабо 
залежить як від кута α , так і від довжини 
тріщини. Вказаний висновок ілюструється рисун-
ком 5, на якому зображено графіки залежності 
кута ϑ  для правої (див. рис. 3б) вершини тріщи-
ни від кута α  та відносної довжини хорди тріщи-
ни при 040=− βα . 

Таким чином, можемо констатувати, що кут 
розвитку тріщини-дуги залежить не окремо від 
кутів α  та β , а від їх різниці. Це пояснюється 
тим, що різниця βα −  відповідає куту між 

дотичною до тріщини у її вершині та напрямком 
розтягу. Більш сильна залежність ϑ  від гео-
метричних параметрів при великих розмірах трі-
щини пояснюється виключно впливом тріщини 
на глобальний розподіл напружень в пластині. 
Зауважимо, що у випадку прямолінійних тріщин 
та тріщин-дуг адекватність отриманих результа-
тів контролювалася шляхом порівняння з випад-
ком необмеженої пластини, для якого відомі 
точні аналітичні розв’язки. 

Береги всіх вже розглянутих тріщин є глад-
кими. З’ясуємо, як на напрямок росту тріщини 
впливає наявність кутових точок берегів, відмін-
них від вершин. Для цього розглянемо тріщину, 
яка складається з трьох прямолінійних ланок 
(див. рис. 3в): центральної довжиною l2  та 
симетрично розташованих крайніх довжиною d  
кожна, нахилених під кутом β  до середньої.  

Особливий інтерес являє випадок, коли куто-
ва точка розташована поблизу вершини тріщини, 
тобто ld << . Очевидно, що в цьому випадку її 
вплив є суттєвішим. Подібна ситуація виникає 
при зміні навантаження, коли до певного момен-
ту тріщина підростала під дією одного наванта-
ження, а потім воно змінилося, наприклад, змі-
нився напрямок розтягу пластини. Тріщини тако-
го типу в літературі прийнято називати ломаними 
(kinked crack).  

 
Рис. 6 Розподіл ϑ  для ломаної тріщини 

Цікаво прослідкувати саме за початковим 
етапом розвитку нової ланки ломаної тріщини. 
Для цього виберемо кут β  рівним куту ϑ  для 
прямолінійної тріщини. Вважаючи довжину трі-
щини малою у порівнянні з розміром пластини, 
цей кут можна знайти з співвідношення (1), якщо 
покласти в ньому  
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α2cos=IK ,      αα cossin=IIK .  (2) 

Логічно припустити, що для такої ломаної 
тріщини 0→ϑ , якщо 0→d . Розрахунки пока-
зують, що для кутів 040<α  це, дійсно, так. Про-
те для більших кутів даний результат не є оче-
видним. Якщо подивитися на рисунок 6, на 
якому зображені графіки залежності кута ϑ  від 
відносної довжини крайніх ланок для різних 
кутів α , то можна побачити, що для кутів 

040>α , кут ϑ , хоч і зменшується за величиною, 
проте не до нульового значення. При цьому 
крайні ліві точки цих графіків відповідають 
значенням 001,0/ =ld , а, наприклад, для 080=α  
кут ϑ  складає біля 015 . Причиною такого 
відхилення може бути вплив сингулярності в 
кутовій точці на розподіл напружень біля 
вершини, яким традиційно нехтують без чіткого 
теоретичного обґрунтування [6].  

Висновки 
Наведені результати дозволяють стверджува-

ти, що у випадку гладких берегів тріщини напря-
мок її подальшого росту в першу чергу визнача-
ється кутом між дотичною до берегів у вершині 
та напрямком розтягу. Для ломаних тріщин з 
малими кутами між середньою ланкою тріщини 
та напрямком розтягу чисельно не вдалося отри-
мати неперервного граничного переходу 0→ϑ , 
при 0→d . Дане питання потребує додаткового 
дослідження. Проте навіть за умови справедли-
вості такого переходу, гостро постає питання про 
величину першого кроку утворення нової ланки 
тріщини при її підростанні, адже при прирості в 
0,05% довжини тріщини відхилення напрямку 
росту тріщини від теоретично передбаченого 
може складати більше 010 . 
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Розглянуто моделювання і геофізичну інтерпретацію деформування соляних структур внаслідок 
гравітаційної плавучості (галокінез). Для вирішення цієї геофізичної проблеми застосовано 
варіаційний скінченно-елементний метод розв’язання задачі пружності з урахуванням неоднорідного 
розподілу геологічних порід всередині розглянутих соляних структур.  

Ключові слова: неоднорідна задача пружності, галокінез, варіаційний скінченно-елементний метод. 
 

We consider modeling and geophysical interpretation of the obtained results in the deforming process of 
the salt structures due to gravitational buoyancy (halokinesis). For solving this geophysical problem, we use 
variation finite element method of elastic problem resolving with calculation of heterogeneous rocks 
distribution into considering salt structures. We have defined that salt structures deforming amplitudes 
mainly depend on linear sizes (length and thickness) of the bottom parts of these structures. Decreasing of 
these parameters lead to noticeable drop of the press-strain state near the whole region of the salt structure 
(diapirs). Another hand forms and linear sizes of the top parts of the salt stocks influence only on the 
deforming of the local regions near these structure elements and don’t essentially influence on the whole 
region deforming around the stock. Quantity characteristics of linear sizes of the salt diapirs structural 
elements define the whole picture of the stress-strain state around these objects.  

Key Words: heterogeneity elastic problem, halokinesis, variation finite element method. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О. 
 
1. Вступ  

У наш час є важливим розуміння основних 
етапів розвитку соляного діапіризму. Це пов’я-
зано з тим, що чисельні та різноманітні локальні 
соляні структури представляють собою ідеальні 
пастки для накопичення вуглеводневої сировини. 
Це повною мірою відноситься, наприклад, до 
локальних соляних структур Дніпровсько-
Донецької западини (ДДЗ), що характеризуються 
різноманітною будовою, літологією та історією 
формування [1, 2, 4, 6]. Галокінез (деформування 
соляних структур і навколишнього середовища 
внаслідок гравітаційної плавучості соляних товщ 
відносно більш щільних теригенних порід), безу-
мовно, відіграє важливу роль у формуванні та 
розвитку соляного діапіризму, тому важливо 
розуміти механізми цього процесу не тільки на 
якісному, але й кількісному рівні. Проблемами 

галокінезу займались багато дослідників, які 
будували відповідні геофізичні та математичні 
моделі цього процесу, але в силу присутності 
багатьох стратиграфічно-геологічних та тектоніч-
них факторів, як правило, обмежувались лише 
окремими якісними висновками [2, 3, 6 - 9].   

У даній роботі на основі варіаційного скінчено-
елементного методу для пружної задачі буде 
проведено кількісне моделювання галокінезу 
різних структурних форм, тобто процесів  дефор-
мування різних соляних структур, пов’язаних з 
гравітаційною плавучістю соляних шарів відносно 
більш щільних навколишніх теригенних порід [5].  

2. Постановка та метод розв’язання задачі  

Припустимо, що розміри шаруватих фрагмен-
тів розрізу осадового чохла розглянутих локаль-
них соляних структур значно менші від розмірів 
навколишніх блоків кристалічного фундаменту. 

© М.В.Лубков, 2023  
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Внаслідок цього деформування відповідного 
фрагменту може розглядатися як плоске. У цьому 
випадку загальна постановка задачі пружності в 
системі відліку, яка жорстко пов'язана з 
розглянутими блоками кристалічного фундамен-
ту, має вигляд [5]:     

 0; ij, j iσ F                                                         (1) 

2 ;k  ij ij ijσ ε δ                                               (2) 

1 ( );
2

 ij i, j j,iε u u   0, ;i   *
ij j i iσ n f u u          (3) 

Тут (1) – рівняння рівноваги; (2) – закон Гука; (3) 
- співвідношення Коші та граничні умови I – го й 
II – го роду відповідно; iu – компоненти перемі-
щень; ijσ – компоненти тензора напружень; ijε – 

компоненти  тензора деформацій; iF – компонен-
та об'ємної сили, яка в даному випадку збігається 
із силою виштовхування соляних масивів; if - 
поверхневі зовнішні сили; jn – одиничний вектор 
нормалі до поверхні;  – густина,  – модуль 
зсуву; k – модуль всебічного стиску;  – 
дилатація; ijδ – символ Кронекера. 

Складемо функціонал Лагранжу двовимірної 
пружної задачі з відповідними граничними 
умовами, що виражає повну механічну енергію 
об'єкту, якій досліджується, у нерухомої 
декартовій системі координат ,(x y) [5]:  

1 2 3
1E [ ( ) 4 2
2

( ) ] ( ) ;
S

Т С
L

C C C

gw dxdy u w dl 

    

   





2 2 2
xx yy xy xx yy

xn yn

ε ε ε ε ε

f f
 (4)  

де 1 2 34 / 3, , 2 / 3C k C C k       – 
пружні коефіцієнти; u   , w  – компоненти пере-
міщень уздовж осей x  і y відповідно; g – при-
скорення сили тяжіння; Т  – густина теригенних 
порід; С - густина сольових товщ; S – площа  
перерізу розглянутого об'єкту; L – контур, що 
охоплює площу S ; dl – елемент контуру. 
     Для розв’язання двовимірної пружної задачі 
застосовується метод скінчених елементів, 
заснований на варіаційному принципі Лагранжа 
[5], що виражає мінімум повної механічної 
енергії системи: 

E( , ) 0.u w                                                         (5) 

    При розв’язанні варіаційного рівняння (5) 
застосовуємо восьмивузловий ізопараметричний 
чотирикутний криволінійний скінчений елемент 
[5]. Як глобальна система координат, тобто 
система в якій поєднуються всі скінчені 
елементи, використовується декартова система 
координат ,(x y) . Як локальна система коорди-
нат, у якій для кожного елементу визначаються 
функції форми і проводиться чисельне інтегру-
вання, використовується допоміжна нормалізо-
вана система координат (ξ,η). При побудові 
функцій форми, що апроксимують змінні й 
функції в межах кожного елементу, викорис-
товуються квадратичні алгебраїчні поліноми [5]. 
Алгоритм скінчено-елементного розв’язання 
варіаційної задачі (5) полягає в наступному [5]. 
Спочатку в локальній системі координат відбу-
вається апроксимація усіх компонент переміщень 
і деформацій, що входять до функціоналу Лаг-
ранжа (4), з використанням отриманих функцій 
форми. Потім проводиться диференціювання 
функціоналу (4) по всіх  вузлових складових  
переміщень і прирівнювання відповідних похід-
них нулю. В результаті для кожного скінченого 
елементу одержуємо лінійну алгебраїчну 
систему, що складається з 16 рівнянь. Далі в гло-
бальній системі координат ,(x y)  відбувається 
підсумовування локальних систем лінійних алге-
браїчних рівнянь по всіх скінчених елементах, на 
які розбито область, що досліджуємо, і 
формування глобальної системи рівнянь. 
Розв’язання глобальної системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь проводиться за допомогою 
чисельного методу Гауса [5], внаслідок чого 
визначаються компоненти переміщень в усіх 
вузлових точках скінчено-елементної сітки. По 
знайдених вузлових значеннях переміщень 
можуть бути визначені компоненти переміщень, 
деформацій, напружень та інші величини у 
довільній точці скінченного елементу, тобто в 
будь-якій точці області, що досліджується. 

3. Моделювання галокінезу соляних 
структур 

Розглянемо умовні, характерні для ДДЗ, гео-
логічні розрізи осадових порід, які мають пружні 
властивості [1, 2, 5]. Так, при моделюванні 
процесів галокінезу (гравітаційного деформуван-
ня соляних структур) будемо вважати, що на 
відстанях вглибину від 0 до 2000 м розташовані 
глини та алеврити; на відстанях від 2000 до 6000 
м розташовані різні конфігурації соляних 
структур, що складаються з шарів кам'яної солі 
та навколишніх теригенних порід (піщаників); на 
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відстанях від 6000 до 7000 м – доломіти. Пружні 
властивості вказаних геологічних порід було 
обрано з наступних літературних джерел [1, 2, 5].         
Нижче на рисунках представлено деформування 
різних конфігурацій соляних структур, що розта-
шовані у розглянутому фрагменті осадового 
чохла. Ці конфігурації в двовимірному випадку 
представлено у вигляді: а) прямокутних соляних 
подушок, що мають довжину по горизонталі та 
товщину по вертикалі; б) соляних штоків, які 
складаються з нижнього прямокутника–основи та 
верхнього прямокутника-вершини й відповідно 
мають довжини та товщини.    

       
Рис. 1 Розподіл вертикальної складової пере-

міщення при деформуванні соляних подушок 
довжиною 18 км та товщиною : а) 1 км; б) 2 км. 

 
Рис. 2 Розподіл вертикальної складової пере-

міщення при деформуванні соляних подушок 
товщиною 4 км та довжиною : а) 9 км; б) 3 км. 

 
Рис. 3 Розподіл вертикальної складової пере-

міщення при деформуванні соляних штоків 
довжиною основи 18 км та: а) товщиною 2 км, 
довжиною вершини 6 км та товщиною 2 км; б) 
товщиною 3 км, довжиною вершини 6 км та 
товщиною 1  км. 

 

 

 
Рис. 4 Розподіл вертикальної складової перемі-
щення при деформуванні соляних штоків довжи-
ною основи 18 км та товщиною 1 км: а) 
довжиною вершини 6 км та товщиною 3 км; б) 
довжиною вершини 3 км та товщиною 3 км.   

м

км

км

а  
 

Рис. 5 Розподіл вертикальної складової перемі-
щення соляних штоків товщиною основи 3 км та: 
а) довжиною 6 км, довжиною вершини 9 км та 
товщиною 1 км; б) довжиною 6 км, довжиною 
вершини 18 км та товщиною 1 км. 

Висновки 
Встановлено, що амплітуди деформування со-

ляних діапірів головним чином залежать від 
лінійних розмірів (довжини та товщини) нижніх 
основ (базисів) цих структур. Зменшення цих 
параметрів призводить до значного зниження на-
пружено-деформованого стану навколо всієї 
області соляних діапірів. По-друге, форми та 
лінійні розміри верхніх частин соляних штоків 
впливають у значній мірі на деформування 
локальних областей поблизу цих структурних 
елементів й не мають суттєвого впливу на 
деформування всієї області навколо соляного 
штоку. Кількісні характеристики лінійних 
розмірів структурних елементів соляного діапіру 
визначають загальну картину напружено-
деформованого стану навколо розглянутого 
об’єкту. Так, для подолання позначки амплітуди 
деформації в 50 м загальна товщина соляного 
діапіру повинна бути не менше 3 км.  
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Досліджується напружений стан і гранична рівновага ізотропної сферичної оболонки, 

послабленої двома меридіальними колінеарними тріщинами під дією навантаження згину. Закриття 
тріщин внаслідок деформації згину враховано на основі моделі контакту країв тріщини вздовж лінії 
в одній з лицевих поверхонь оболонки. Розв’язок задачі побудовано за допомогою методу сингулярних 
інтегральних рівнянь та чисельного методу квадратур. Для аналізу граничного стану оболонки 
використано локальний та інтегральний по товщині енергетичні критерії лінійної механіки 
руйнування. Досліджено вплив взаємного розташування дефектів та кривизни оболонки на верхню 
та нижню оцінки граничного навантаження. 

Ключові слова: сферична оболонка, колінеарні тріщини, закриття тріщин, згин, граничне 
навантаження, критерії руйнування.  
 

The stressed-strain state and limit equilibrium of shallow spherical shell weakened by two cross-cutting 
meridional collinear cracks is studied in the two-dimensional formulation. The crack closure caused by 
bending deformation was taken into account based on the model of the crack edges contact along a line in 
one of the face surfaces of the shell. The boundary problem for equations of classical shell theory with 
interrelated conditions along the line of the cracks is formulated within the framework of such model. 
Singular integral equation for the unknown jump of normal rotation angle on the cracks edges has been 
elaborated.  

Based on numerical solutions of singular integral equation the stressed-strain state and limit equilibrium 
of the spherical shell depending on the parameters of shell curvature and distance between cracks are 
investigated. Using the local and integral through-the-thickness energy failure criteria of linear mechanics 
of fracture, the upper and lower values of limit load were established. It was found that the upper estimate of 
the limit load according to the integral criterion is approximately twice the magnitude of the lower estimate 
according to the local criterion.  

Key Words: spherical shell, collinear cracks, crack closure, bending, limit load, failure criteria.  
 
Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О. 
 

Вступ. Постановка задачі  
Метою даної роботи є дослідити граничну 

рівновагу пологої сферичної оболонки, послабле-
ної двома меридіональними колінеарними тріщи-
нами, здатними до закриття унаслідок згину, за 

допомогою локального та інтегрального енерге-
тичних критеріїв лінійної механіки руйнування.  

Розглядається ізотропна сферична оболонка 
радіуса R  і завтовшки h2  з двома наскрізними 
колінеарними розрізами завдовжки l2 , які розта-
шовані вздовж меридіана на відстані d2  між 
їхніми центрами. До країв дефектів прикладено 
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самозрівноважене рівномірно розподілене  
згинне навантаження m  = const; решта повер-
хонь оболонки вільні від напружень. Дослідимо 
вплив розташування тріщин та контакту їх бере-
гів унаслідок згину на напружено-деформований 
стан і граничну рівновагу оболонки.  

Уважаючи оболонку в зоні збурення 
напруженого стану пологою, виберемо систему 

декартових координат Oxyz  з центром 
посередині правого розрізу та віссю абсцис 
уздовж його лінії. З урахуванням симетрії об’єкта 
та навантаження відносно осі абсцис такий підхід 
призводить до задачі теорії пологих оболонок із 
взаємопов’язаними крайовими умовами на 
розрізах [1, 2]:  

 0 w
R
B , 01 

DR
w , Lyx \),( 2R ; (1) 

 0|][|][  yy hu , ]sgn[ yyy hNmM  , 0yN , Lx ; (2) 

 0 yxyx NNN , 0 yxyx MMM , 0 
yx QQ ,   ),( yx . (3) 

Тут   – функція напружень, w  – прогин 

оболонки, 2222 // yx   – оператор 
Лапласа; ][ yu  – розкриття тріщини в базовій 
поверхні оболонки, ][ y  – розрив кута повороту 
нормалі )/( ywy  ; xN , xyN , yN  – мембранні 

зусилля, xM , xyM , yM  – моменти, *
xQ , *

yQ  – 
узагальнені поперечні сили; EhB 2 , 

))1(3/(2 23  EhD , E  і   – модуль Юнга та 
коефіцієнт Пуассона матеріалу оболонки; 

),()2,2( lldldlL   – сукупність розрізів.  
Для побудови розв’язку задачі (1)–(3) 

скористалися методом сингулярних інтегральних 
рівнянь. Враховуючи, що дефекти перебувають в 
однакових умовах, зусилля та моменти на лінії 
правої тріщини виразимо через похідні від 
функцій стрибка [3, 4]:  

 






l
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yyy daxKuxKBxN )(][),(~)(])[,(~

4
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  


 


l
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yyy daxKuxKBaxM )(][),(~)(][),(~

4
)0,( 3331 . (4) 

Тут  
 )2()(),(~ dxKxKxK ijijij  , 3,1, ji ;  
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 xz  , )1(3/ 2 ha ,   RhRa /)1(3/1
4/12 ,  

Підставимо вирази (4) в крайові умови (2) на 
правому розрізі. Виключаючи функцію ][ yu  і 

враховуючи, що my sgn]sgn[  , дістаємо 
сингулярне інтегральне рівняння для знаход 

ження знакосталого за припущенням стрибка 
повороту нормалі з додатковою умовою на 
кінцях розрізу:  

 





l

l
y mdxKD )(])[,(

4
, ),( llx  ;   0)]([  ly . (5) 

 ),(~),(~)1(3sgn2),(~)1(3),( 3313
2

11
2 xKxKmxKxK  . 
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За знайденим розв’язком та першою із формул 
(2) визначали розкриття тріщин, а за граничними 
виразами [3, 4]:  

)(][lim
4

22 xuxl
l

BK ylxN 


 ,  

)(][lim
4

)23( 222 xxl
l

DK ylxM 


 ,  

обчислювали коефіцієнти інтенсивності зусиль 
NK  та моментів MK  у внутрішніх та зовнішніх 

вершинах тріщин.  

Критерії руйнування  
Напруження поблизу вершин тріщин 

розподілені нерівномірно по товщині оболонки. 
Враховуючи цю обставину, вважаємо, що процес 
руйнування надтріснутої оболонки відбувається в 
декілька етапів.  

Спочатку за певного нижчого критичного 
значення навантаження розпочинається стале 
підростання тріщин в найбільш напруженій зоні, 
яке визначаємо за локальним енергетичним 
критерієм лінійної механіки руйнування [5]:  

)(max zG
z
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2
2 3

||
)3(

)2( h
K

h
K

KK
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MM
NN  

 2 ,     (6) 
де G  – потік енергії у вершину тріщини, 

)3/()1(3  ,   – питома поверхнева 
енергія матеріалу.  

Потім, початковий прямий фронт тріщини 
стає криволінійним і рівномірно напруженим. 
При досягненні верхнього значення руйнівного 
навантаження тріщина поширюється 
лавиноподібно по всій товщині оболонки. Таке 
нестійке розповсюдження тріщини описуємо 
середнім значенням потоку енергії до її вершини 
[4]: 

  


dzzG
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Після підстановки знайдених значень 
коефіцієнтів інтенсивності у критерії (6), (7) 
отримали двобічну оцінку граничних 
навантажень.  

Аналіз результатів  
Числовий розв'язок задачі (5) побудували при 

3,0  методом механічних квадратур [3]. 
Варіювали безрозмірний параметр взаємного 
розташування дефектів: dl /  для фіксованих 
значень параметра кривини оболонки 

  Rhll /)1(3
4/12 .  

Результати дослідження граничної рівноваги 
сферичної оболонки з двома меридіональними 
тріщинами відображено на рисунку. Безрозмірні 
граничні навантаження 0/||~ mmm    
( )/(22 20 lEhm   ), отримані за локальним 
критерієм (6), подано ліворуч (a), а за 
інтегральним критерієм (7) – праворуч (б); 
суцільні лінії відповідають ближнім, а штрихові 
– дальнім вершинам. При 0m  береги 
змикаються у внутрішній (лінії з темними 
маркерами), а при 0m  – у зовнішній лицьовій 
поверхні оболонки (світлі маркери).  

Як видно з рисунка, верхня оцінка граничного 
навантаження за інтегральним критерієм 
приблизно вдвічі перевищує величину нижньої 
оцінки за локальним критерієм. Для випадку 
закриття тріщин на внутрішній поверхні 
оболонки спостерігається немонотонна 
залежність граничного навантаження від 
параметра   для ближніх вершин дефектів; у той 
же час за великих   у певному діапазоні   більш 
небезпечними виявляються дальні вершини 
тріщин (штрихові лінії лежать нижче від 
суцільних). Натомість, у разі контакту берегів у 
зовнішній поверхні завжди небезпечними є 
ближні вершини розрізів.  

Висновки 
Руйнівне навантаження згину для сферичної 

оболонки з двома меридіональними тріщинами 
залежно від знаку навантаження може бути як 
більшим так і меншим порівняно з пластиною, а 
за умови закриття тріщин у внутрішній поверхні 
немонотонно залежить від параметра віддалі між 
дефектами, і небезпечними, при цьому, можуть 
бути зовнішні вершини дефектів.  

Встановлено, що верхня оцінка граничного 
навантаження за інтегральним критерієм 
приблизно вдвічі перевищує величину нижньої 
оцінки за локальним критерієм. 
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Побудовано модель та критерій довготривалого руйнування втоми для тонкостінних шаруватих 

оболонок із врахуванням впливу виду напруженого стану. Розглянуто задачі розрахунку числа циклів 
до руйнування при комбінованому навантаженні. Розв'язки будуються на основі концепції 
еквівалентних напружень. Сформульовано в рамках нелінійної теорії другого порядку задачу 
визначення локальних напружень у композитах випадкової структури. Отримано розв’язок 
стохастичної крайової задачі про визначення концентрації напружень в односпрямованому 
композиті з металевою матрицею (ММК). Для отримання повної системи рівнянь другого порядку 
використовується метод послідовних наближень. Визначено параметри концентрації напружень на 
границі компонентів. Наведені приклади показують важливість впливу нелінійних властивостей на 
перерозподіл напружень біля волокон. Показано  можливість прогнозування довготривалої міцності 
матеріалу, Необхідною інформацією про матеріал для формулювання  критеріїв руйнування є криві 
S-N для окремих компонентів комбінованих напружень. 

Ключові слова: руйнування втоми, критерій, волокнистий композит, чисельні методи. 
 

A model and criterion of long-term fatigue failure for thin-walled layered shells is built, taking into 
account the influence of the type of stress state. The problem of calculating the number of cycles to failure 
under combined loading is considered. Solutions are built on the basis of the concept of equivalent stresses. 
The problem of determining local stresses in composites of random structure is formulated within the 
framework of the second-order nonlinear theory. The solution of the stochastic boundary value problem on 
determining the stress concentration in a unidirectional composite with a metal matrix (MMC) was obtained. 
To build a complete system of equations of the second order, the method of successive approximations is 
used. The parameters of the stress concentration at the boundary of the components are determined. The 
given examples show the importance of the influence of nonlinear properties on the redistribution of stresses 
near the fibers. The possibility of predicting the long-term strength of the material is shown. The necessary 
information about the material for the formulation of failure criteria is the S-N curves for individual 
components of the combined stresses. 

Key Words: fatigue failure, criterion, fibrous composite, numerical methods. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.  
 

 
Постановка задачі 

Однією з фундаментальних проблем 
прикладної механіки є моделювання процесу 
довготривалого руйнування внаслідок втоми 
шаруватих композитних матеріалів при 
комбінованому циклічному навантаженні [1, 2]. 
Параметри опору втоми можна визначити при 
циклічному навантаженні напруженнями зі 

сталою амплітудою згідно з існуючими   S N  
кривими для відповідного напруженого стану [3, 
4], який в кожному шарі є локально тривимірним. 
Це призводить до необхідності формулювання 
критеріїв руйнування під дією комбінованого 
навантаження. Перспективним напрямком є 
розв’язок задач розрахунку довговічності 
тонкостінних циліндричних оболонок на основі 

© Б.П. Маслов, 2023 
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концепції еквівалентних напружень із 
використанням сучасних комп’ютерних 
технологій [3, 5] та класичних критеріїв 
руйнування [2, 6]. Міцність і довговічність 
композитів залежить від величини середніх m  
або максимальних max  за цикл навантаження 
напружень як в матриці, так і у волокнах, 
кількості циклів N  та ін. Основоположне 
практичне значення має прогнозування 
наведених макроскопічних лінійних та 
нелінійних пружних характеристик [3, 7, 8]. 
Розглянемо нелінійно пружний трансверсально 
ізотропний композитний матеріал з випадковою 
структурою в площині перпендикулярній 
напрямку n  армування. Отже, трансверсально 
ізотропне тіло характеризуємо одиничним 
вектором n  у напрямку орієнтації волокон, 
перпендикулярним до площини ізотропії. 
Застосуємо надалі також тензор  a n n  та 
структурний тензор поперечної ізотропії 

 . θ 1 a Для того, щоб відділити напруження σ  
від тих, що виникають в поперечній площині 
ізотропії, використаємо адитивний розклад [4]: 

,T L σ σ σ     (1) 

де Tσ  і Lσ  являють собою поперечну та 
поздовжню компоненту, відповідно. Запишемо 
поперечну складову Tσ  тензора напружень σ  за 
допомогою тензора проектора θ  як  

T     σ θσθ σ σa aσ aσa .  (2) 

Тоді поздовжня складова Lσ  випливає з рівняння 
(1). Можна переконатись, що компонента Tσ  
знаходиться в стані плоского напруженого стану. 

Розглянемо деякі загальні характеристики 
феноменологічних критеріїв руйнування при 
комбінованих циклічних навантаженях [2, 6]. 
Вважається, що циклічне напруження із середнім 
σ  є статистично однорідним. Середні значення 
визначаються для репрезентативних об'ємних 
елементів (РОЕ), а статистична однорідність 
означає [3, 9], що середні значення є 
незалежними від розташування РОЕ. Далі 
передбачається, що всі напруження є циклічнми 
на тій же частоті, що максимальна і мінімальна 
амплітуди, maxσ  і minσ  відповідно кожної 
компоненти напружень залишаються постійнми 
під час навантаження. Знакозмінні напруження 

aσ  визначаються як 

1 ( ).
2a max min σ σ σ    (3) 

Якщо цикли напружень є синусоїдальними, то 
циклічний стан напружень є таким, що 
однозначно визначається величинами (3) 
окремих компонентів. Таким чином, 
передбачається, що для будь-якого зразка 
матеріалу число циклів до руйнування Rn  
визначається амплітудою aσ  та середніми 
напруженнями mσ . Отже, критерій руйнування 
виражається у вигляді 

( , , ) 1.m aF N σ σ    (4) 

Двома практично важливими особливими 
випадками є нульова амплітуда напружень 

0a σ  та відсутність середніх напружень 
0.m σ  У першому випадку отримуємо 

статичний критерій руйнування. 
Рівень асиметрії циклу напружень задається 

коефіцієнтом асиметрії R  та коефіцієнтом 
амплітуд A , так що 

1 1; ,
1 1

min a

max m

A RR A
A R

 
 

 
   

 
 (5)  

причому за умов симетричного 0m σ  циклу 
навантаження 1R    та A   . 

 
Рис 1. Розрахункова схема [5] процесу 
деламінування елементу оболонки.  

З метою встановлення критеріїв руйнування 
від комбінованих циклічних напружень 
розглянемо окремо різні втомні режими для 
односпрямованих волокнистих композитів. 
Критерії мають бути функціями трансверсально-
ізотропних інваріантів [4] циклічного тензора 
напружень і, отже, можливо розвинути метод, 
аналогічний сформульованому в [1]. 
Використаємо структуру критерію миттєвого 
руйнування для волокнистого композиту. 
Вважаємо, що вісь 1x  спрямована у напрямку 
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волокна і застосуємо систему інваріантів 
трансверсально ізотропної пружності 

 
1 11 2 22 33

2 2 2
3 23 22 33 4 12 31

2 2
4 12 23 31 22 31 33 12

, ,

, ,
2 .

I I

I I
I

  

    

      

  

   

  

 (6) 

Макроскопічні напруження σ  та деформації   e  
трансверсально ізотропного композиту пов’язані 
співвідношеннями [1, 8] 

 ( , , , , , )T L T L T LE E G G v vσ C e             (7) 

де C  — ефективний тензор пружності, та 
використано характеристики: ,T LE E  — 
поперечний та поздовжній модулі Юнга,   ,T LG G  
— поперечний та поздовжній модулі зсуву, 

,T Lv v  — поперечний та поздовжній коефіцієнти 
Пуассона, відповідно. 

Чисельний алгоритм 

Матрицю композиту вважаємо ізотропною та 
такою, що деформується нелінійно, виявляючи 
ефект зміцнення [3]. В анізотропному 
композитному середовищі еквівалентні 
напруження eq  виразимо [8, 9] через систему 

kI  відповідних інваріантів (7)

 
1
23( ) ( ).

2eq d eq kI    σ I σ   

Використаємо надалі критерій типу Хілла-
Хашіна для визначення руйнування матриці або 
волокон [1]. Наприклад, щодо матриці запишемо 
його у вигляді 

 
2 2 2 2

22 33 23 22 33 12 13
2 2 2

( )
1,

T T A

      
  
  

  „      (8) 

де ( , ), ( , ), ( , )T T A A T TR n R n R n         є 
напруження руйнування для симетричного циклу  

1R   . Якщо задано S N  криві для будь-
якого одновимірного стану, то (8) надалі  
розглядається як рівняння з невідомим  числом 
циклів до руйнування N . Кожне з такого типу 
рівнянь розв’язується чисельно [3, 5] і 
руйнування визначається критерієм, до якого 
призводить менший N . Результат розрахунку 
еквівалентних напружень у шарах ламінату 

представлений на рис. 2. Ця процедура визначає 
довговічність матеріалу та умову руйнування. 

 
Рис 2. Зміна еквівалентного напруження eq  в 
шарах по товщині H  оболонки. 

Суттєвою проблемою у визначенні критеріїв 
руйнування [6] є експериментальне визначення 
напружень руйнування T  і A . Найпростішим є 

A , який отримується з кривої S N  для 
напруження в напрямку волокна, з 
використанням плоских однонаправлених зразків 
[1]. 

Висновки 
Розповсюджена структура типу композитний 

ламінат містить однонаправлено армовані шари, 
що знаходяться у комбінованому напруженому 
стані. Повний тривимірний стан напружень 
реалізується переважно біля отворів та на краях 
ламінату. Ці випадки вимагають аналізу 
сучасними чисельними методами. 
Перспективною є задача [8, 9] побудови критеріїв 
довготривалого руйнування внаслідок повзучості 
за умов складного напруженого стану, 
формулювання системи базових експериментів 
для визначення матеріальних констант та 
чисельно-експериментальна апробація критеріїв 
на задачах розрахунку часу до руйнування 
тонкосттінних композитних елементів 
конструкцій. 
 

 

138



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2023, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
  

 
Список використаних джерел 

 
1. Hashin Z. Fatigue Failure Criteria for 

Unidirectional Fiber Composites. / 
Z. Hashin // Transactions of the ASME – 
1981. Vol. 48, No. 12. – P. 846–852. 

2. Christensen R.M. The Theory of 
Materials Failure / R.M. Christensen. – 
Oxford University Press, 2013, – 292 p. 

3. Besson J. Non-Linear Mechanics of 
Materials / J. Besson, G. Cailletaud, 
J.L. Chaboche, S. Forest – New York: 
Springer, 2010. – 450 p. 

4. Asaro R.J. Mechanics of Solids and 
Materials / R.J. Asaro, V.A. Lubarda – 
Cambridge UP, 2006. – 880 p. 

5. Zienkiewicz O.C. The Finite Element 
Method: Its Basis and Fundamentals 
Sixth edition / O.C. Zienkiewicz,  
R.L. Taylor and J.Z. Zhu – Burlington: 
Elsevier, 2005. – 802 p. 

6. Голуб В.П. Классические критерии 
разрушения в решении задач 
усталости при двухосном 
комбинированном нагружении / 
В.П. Голуб // Вісник НТУУ “КПІ”,  
Машинобудування. – 2014. – No. 72. – 
С. 109–117. 

7. Маслов Б.П. Спадкова повзучість 
ізотропних композитів випадкової 
структури при складному 
напруженому стані / Б.П. Маслов // 
Вісник Київського національного 
університету ім. Тараса Шевченка, 
серія фізико-математичні науки, 2021, 
No. 3. – С. 77–80. 

8. Maslov B. Stress concentration in 
nonlinear viscoelastic composites / B. 
Maslov // Mechanics and Advanced 
Technologies – 2017. – Vol. 79, No. 1 . – 
P. 5–10. 

9. Maslov B.P. Nonlinear Hereditary Creep 
of Isotropic Composites of Random 
Structure / B.P. Maslov // International 
Applied Mechanics – 2022 – Vol. 58, 
No.  1 – P. 75–90 

 
References 

 
1. HASHIN, Z. (1981) Fatigue Failure Criteria 

for Unidirectional Fiber Composites. 
Transactions of the ASME, 48 (12), pp. 846-
852.  

2. CHRISTENSEN, R.M. (2013) The Theory of 
Materials Failure. Oxford University Press. 

3. BESSON, J. (2010) Non-Linear Mechanics 
of Materials. New York: Springer. 

4. ASARO, R.J. and LUBARDA, V.A. (2006) 
Mechanics of Solids and Materials. 
Cambridge: University Press. 

5. ZIENKIEWICZ, O.C., TAYLOR, R.L. and 
ZHU, J.Z. (2005) The Finite Element 
Method: Its Basis and Fundamentals Sixth 
edition. Burlington: Elsevier. 

6. HOLUB, V.P. (2014) Klassycheskye 
kryteryy razrushenyia v reshenyy zadach 
ustalosty pry dvukhosnom 
kombynyrovannom nahruzhenyy. Visnyk 
NTUU “KPI”, Mashynobuduvannia. 72. p. 
109–117. 

7. MASLOV, B.P. (2021) Spadkova povzuchist 
izotropnykh kompozytiv vypadkovoi 
struktury pry skladnomu napruzhenomu 
stani. Visnyk Kyivskoho natsionalnoho 
universytetu im. Tarasa Shevchenka. Seriia 
fizyko-matematychni nauky. 3. – p. 77-80. 

8. MASLOV, B. (2017) Stress concentration in 
nonlinear viscoelastic composites. 
Mechanics and Advanced Technologies. 
79(1). p. 5–10. 

9. MASLOV, B.P. (2022) Nonlinear Hereditary 
Creep of Isotropic Composites of Random 
Structure. International Applied Mechanics. 
58(1), p. 75–90.   

 
 
 
 
 
 
 

Надійшла до редколегії 21.08.23 
 

139



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2023, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
УДК 539.3  

 
 
Онишкевич В. М.1, к.ф.-м.н., доц., 
Барабаш Г. М.2, к.ф.-м.н., доц. 
 

 
Фрикційний розігрів системи штамп-

пружна півплощина при ковзанні 
вздовж твірної 

 
1 Національний лісотехнічний університет 
України, 79057, м. Львів, вул. Генерала 
Чупринки, 103, 
е-mail: onyshkevych@nltu.edu.ua 
2 Львівський національний університет імені 
Івана Франка, 79000, м. Львів, вул. 
Університетська, 1, 
е-mail: galynabarabash71@gmail.com 

 
V. M. Onyshkevych1, Ph. D. (Phys.-Math.), Assoc. 
Prof., 
G. M. Barabash2, Ph. D. (Phys.-Math.), Assoc. Prof. 
 

Frictional heating of system punch - elastic 
half plane when sliding along creative line 
 
 

1 Ukrainian National Forestry University, 79057, 
L’viv, General Chuprynka str., 103, 
е-mail: onyshkevych@nltu.edu.ua 
2 Ivan Franko National University of L’viv, 79000, 
L’viv, Universytetska str., 1, 
е-mail: galynabarabash71@gmail.com 

 

 
Розглядається фрикційний розігрів системи штамп-пружна півплощина при русі штампа 

прямолінійно уздовж своєї твірної з деякою швидкістю. Для математичного опису контакту 
використано модель так званого «третього тіла» – тонких приповерхневих і проміжкових шарів 
контактуючих тіл, фізико-механічні властивості яких відрізняються від властивостей тіл кон-
тактної пари, та мікрогеометрією поверхонь тіл у зоні контакту. Розв’язок задачі термопруж-
ності для півплощини побудовано за допомогою інтегрального перетворення Фур’є. Задачу тепло-
провідності для штампа розв’язано методом прямих. Для визначення наперед невідомої області 
контакту застосовано ітераційну схему, яка на кожному кроці передбачає контроль знаку 
нормальних напружень у області, де передбачено безпосередній контакт тіл. Для моделювання 
нестаціонарної задачі запропоновано метод рухомої лінії розділу граничних умов. 

Ключові слова: контакт, тертя, розігрів, термопроникність. 
 

Friction heating of system punch-elastic half plane when sliding along creative line is considered. Model 
of so-called “third body”, i.e., thin near-surface and intermediate layers, the physical and mechanical 
properties of which differ from those of the interacting bodies, and by the microgeometry of their surfaces in 
the contact zone, used for mathematical description of contact. The method of determination of thermal 
contact conductance in mathematical modelling of contact interaction with considering friction and hear 
generation by “third body” is presented. Using of modified conditions of heat contact in mathematical model 
of contact thermoelasticity, taking into account of friction and heat generation is proposed. The solution of 
the problem of thermoelasticity for a half-plane is obtained by means of the Fourier integral transformation. 
Heat conductivity problem for the punch is solved by method of straight lines. The system obtained of dual 
integral equations is reduced to the system of linear algebraic equations by means of points collocation 
method. Formulas for thermal fields, heat fluxes and contact stresses are proposed. In order to obtain the 
unknown contact area, the iterative scheme based on a control of a sign of normal stresses in the immediate 
contact interaction zones is used. Method of moving line of separation of boundary conditions is proposed. 

Key Words: contact, friction, heating, thermal conductance. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О. 

 
1. Вступ 

 
Дослідження перерозподілу теплових полів у 

парі тертя є актуальною і математично складною 
науково-технічною проблемою. Вперше плоска 

задача термопружності про тиск штампа з 
неповним контактом розглядалась в [1], де у 
випадку тепловіддачі від штампа до півплощини 
було встановлено втрату контакту на краях 
штампа і з’ясовано необхідність урахування 
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нелінійності задачі через зміну області контакту. 
Різноманітність чинників впливу на тепловий 
режим типологічної пари зумовлює складність 
опису та математичного моделювання такої 
задачі. Зокрема, дослідження контактної 
термопружності за наявності поверхневих 
теплофізичних неоднорідностей вперше було 
проведене в [2]. В [3] було обґрунтовано 
можливість математично моделювати режими 
тертя, зношування та теплоутворення за 
допомогою так званого «третього тіла» [4] – 
тонких приповерхневих і проміжкових шарів 
контактуючих тіл, фізико-механічні властивості 
яких відрізняються від властивостей тіл 
контактної пари, та мікрогеометрією поверхонь 
тіл у контактній зоні. Застосування «третього 
тіла» як математичної моделі контактної 
термопружності було використано в [5]. 
 

2. Постановка задачі 
 

Нехай плоский штамп висоти H втискується 
силою P у пружну півплощину і рухається 
прямолінійно уздовж твірної поверхні з деякою 
сталою швидкістю V. Між верхньою поверхнею 
штампа, бічними поверхнями штампа і 
ненавантаженою поверхнею півплощини з 
одного боку та зовнішнім середовищем з іншого 
здійснюється теплообмін за законом Ньютона з 
різними коефіцієнтами теплообміну. Тепловий 
контакт між штампом і півплощиною 
неідеальний з коефіцієнтом теплопроникності 
контакту h. Від дії сили тертя на ділянці контакту 
відбувається теплоутворення, що пропорційне 
інтенсивності сили тертя. Температуру 
зовнішнього середовища вважаємо нульовою. 

З урахуванням цього для розв’язання задачі 
необхідно проінтегрувати систему рівнянь 

  0)( 2  xtxu , (1) 

  0)( 2  ytyu , (2) 

  ,2,1,0  it i   (3) 

де   – оператор Лапласа; yuxu  ; u та 
v – компоненти вектора переміщень;   та   – 

коефіцієнти Ламе;   T 23 ; T  – 
температурний коефіцієнт лінійного розширення. 
При цьому треба врахувати температурні 
граничні умови: 

    ;,:0 1
0

1 axtyty   (4) 

    ;,: 11 axtxtax a   ; (5) 

:Hy   

              ntnttt 221121 2  

     Qttc 221   , ax  ; (6) 

              ntnttt 221121 2  

         212112 ttctth   , ax  ; (7) 

    ;,22 axtyt H   (8) 

та силові граничні умови: 

:Hy       ;,, axxfHxv   (9) 

  ;,0, axHxy   (10) 

  ;,0,  xHxxy  (11) 

де задано 0 , a , H  – коефіцієнти теплообміну 
відповідно між верхньою поверхнею штампа, 
бічними поверхнями штампа, незавантаженою 
поверхнею півплощини з одного боку і 
зовнішнім середовищем з іншого, коефіцієнт 
теплопроникності контакту h, коефіцієнт тертя 

Tf , півширина штампа a, форма основи штампа 

 xf , величина осідання штампа  , коефіцієнти 

теплопровідності  i  (i=1 відноситься до штампа, 
i=2 – до півплощини); n – нормаль до поверхні 
контакту тіл;   – зведена теплопровідність;  – 
двовимірний оператор Лапласа; с – зведена 
теплоємність; Q – інтенсивність теплових 
джерел. 

Проведений в [4] числовий аналіз показав, що 
нехтування коефіцієнтом   незначно впливає на 
розподіл температурних полів у тілах пари тертя, 
а суттєвий вплив на результати має коефіцієнт 
термопроникності контакту h. Тому для 
практичних розрахунків можна використати такі 
спрощені теплофізичні умови на ділянці 
контакту: 

             Qttcntnt  2212211  , 

                  62 21212211 ttсtthntnt  
 

Ці граничні умови для сформульованої 
контактної задачі набувають такого вигляду: 
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         1 1 2 2 ,T yt y t y f V x x a          ; (12) 

            1 1 2 2 2 1 0,t y t y h t t x a           (13) 

 
3. Розв’язок задачі 

 
Використовуючи скінченно-різницеву апрок-

симацію рівняння теплопровідності для штампа і 
крайових умов (4) за координатою x, розв’язок 
задачі для штампа будується методом прямих і 
зводиться до системи лінійних диференціальних 
рівнянь типу 

sAdysd


 ,  (14) 

яка розв’язується за допомогою матричної 
експоненти. 

Використовуючи загальний розв’язок рівнянь 
термопружності для півплощини в просторі 
трансформант Фур’є та задовольняючи граничні 
умови (6) – (11), задачу зведено до системи 
парних інтегральних рівнянь. Подаючи невідомі 
контактні напруження  xy  та невідому 

функцію  x  у вигляді рядів Фур’є та 
замінюючи в інтегральних рівняннях інтеграли 
на суми, отримаємо співвідношення: 

 
 
 

 










 




 2sin2

de
an

na
a xi

N

Nn
n  

 
   




 



 de

an

na
b xi

H

N

Nn
n

sin
 

   xf2 , 

   
   





 




 de

an

na
b xi

H

N

Nn
n

sin2

 

      ,0exp 11  


ytaxikaVf
N

Nn
nT  

    
   










 de

an

nah
b xi

H

N

Nn
n

sin1 2

 

     
.0

111  htyt  

 

Використовуючи метод поточкової колокації, 
отримано систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
для знаходження невідомих коефіцієнтів 

розкладу. Повертаючись у простір оригіналів, 
отримано вирази для контактних напружень, 
температури і теплових потоків у контактуючих 
тілах та переміщень півплощини. 

 
4. Числові результати. Висновки 

 
При числових розрахунках вважалось, що 

основа штампа має закруглені краї, тобто 

    axxHxxf 22  , де x  є близьким до a, а 

 xH  – функція Хевісайда. Отримано розподіл 
контактних напружень, який за різних значень 
параметрів задачі може дати два якісно різні 
випадки контактної взаємодії. У першому 
випадку розраховані контактні напруження 

 xy  на всій ділянці  aaxL ;:0   не є 

додатними. Це означає, що на всій цій ділянці 
штамп прилягає до основи, граничні умови (6), 
(7), (9) виконані, а отримані контактні 
напруження та розподіл температури будуть 
остаточними. Прикладена до штампа сила, яка 
спричинила задане осідання  , обчислюється з 
умови рівноваги штампа: 

    02exp aadxanxiadxxP
a

a

N

Nn
n

a

a
y   

 

.

В іншому випадку на певній ділянці 
M

m

mLL
1

2
1



 , 

яка складається з сукупності M проміжків 

 mm
m xxL 212

2 : , 
axxxxxxa MMii   122110 ,,( ; 

)2,1;,1 MiMm  , розраховані значення 

напруження  xy  є строго додатними. Це 

означає, що на цих ділянках якісь зусилля мали б 
притягувати штамп до півплощини, а тому 
отриманий розв’язок не є коректним розв’язком 
контактної задачі, оскільки існує велика ймовірність 
того, що штамп контактує з півплощиною на ділянці 


M

m

mLLLL
0

12
100



 , а на 1L  контакт відсутній. 

Тут  10
1 ; xxL  ,  122

12 ; 
  mm

m xxL , 

 1,1  Mm ,  122
12 ; 
  MM

M xxL . Тому треба 
змінити початкове формулювання граничних умов 
(6), (7), (9), а інші умови залишаються у незмінному 
вигляді. У нульовому наближенні вважатимемо, що 
справджується припущення про контакт штампа на 

0L , а тому замість 0L  тепер треба брати 0L , а для 

лінії 1L  умова відсутності контакту має вигляд: 
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     HxvHxLxHy y ,,0,:, 1 ,  (15) 

            12
0

2211 tthytyt   (16) 

де 0h  – коефіцієнт теплопроникності контакту на 

ділянці 1L . Така зміна граничних умов змушує 
розв’язувати основну систему рівнянь ще раз вже 

лише на проміжку 0L , а на ділянці 1L  – систему 

рівнянь, яка забезпечує виконання граничних 
умов (15) – (16). 

Запропонований метод послідовно-
дискретного розділення граничних умов з 
використанням рухомої лінії розділу граничних 
умов може бути використаний для розв’язування 
нестаціонарної задачі шляхом зведення її до 
послідовності задач із незмінними ділянками 
прикладання видозмінених крайових умов. 
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Розглянуто альтернативний емпіричному підхід щодо розв'язку задач розрахунку втомної 
довговічності зразків матеріалів та елементів конструкцій за умов одновісного асиметричного 
багатоциклового навантаження. Підхід ґрунтується на концепції еквівалентних напружень, що 
дозволяє асиметричний цикл навантаження звести до еквівалентного за числом циклів до руйнування 
симетричного циклу. Структура еквівалентних напружень отримана на основі гіпотези існування 
єдиних ізохронних діаграм граничних напружень, які інваріантні стосовно числа циклів до 
руйнування. Як базові експерименти, для визначення матеріальних констант у вихідних рівняннях, 
використовуються легко відтворювані стандартні випробування гладких зразків матеріалу на 
короткочасну міцність та втому за умов симетричного й асиметричного циклів навантаження 
згином. Розв’язано задачі аналізу багатоциклової втоми призматичних стержнів при одновісному 
асиметричному згині із врахуванням впливу середнього напруження циклу, коефіцієнту асиметрії та 
коефіцієнту амплітуд. Отримано задовільне узгодження результатів розрахунків з даними 
експериментів.  

Ключові слова: призматичні стержні, одновісний асиметричний згин, багатоциклова втома, 
прогнозування довговічності, експериментальна апробація. 

 
An alternative approach to solving the fatigue life computing problems for material samples and 

structural elements under uniaxial asymmetric cyclic loading has been considered. This approach is based 
on the concept of equivalent stresses, which allows the asymmetric load cycle to be reduced to the equivalent 
symmetric cycle for the number of fracture cycles. The structure of equivalent stresses is obtained based on 
the hypothesis of the existence of single isochronous ultimate stress diagrams, which are invariant with 
respect to the number of cycles to fracture. As basic experiments, to determine the material constants in the 
original equations, easily reproducible standard tests of smooth samples of the material for short-term 
strength and fatigue under symmetric and asymmetric bending load cycles are used. Problems of multicycle 
fatigue analysis of prismatic rods under uniaxial asymmetric bending, considering the influence of mean 
stress, stress range, and amplitude coefficient, have been solved. Satisfactory agreement of calculation 
results with experimental data was obtained. 

Keywords: prismatic bars, uniaxial asymmetrical bending, high-cyclic fatigue, lifetime analysis, 
experimental approval. 

 
Статтю представив чл.-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

 
 

Вступ 
Для більшості відповідальних елементів 

конструкцій досить актуальною залишається 
проблема розрахунку їх довговічності в умовах 
багатоциклової втоми при асиметричному згині, 

коли одночасно діють статичне та циклічне 
навантаження. У роботах [1,2] запропоновано 
підхід до прогнозування довговічності за умов 
одновісного асиметричного навантаження, який 
ґрунтується на концепції еквівалентних 
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напружень, що дозволяє асиметричний цикл 
навантаження звести до еквівалентного за часом 
до руйнування симетричного циклу. Структура 
еквівалентних напружень задається виходячи із 
гіпотези існування єдиної діаграми граничних 
напружень в нормованій системі координат, яка є 
інваріантною числу циклів до руйнування. 

У межах підходу розв’язано задачі з 
розрахунку втомної довговічності призматичних 
стержнів за умов асиметричного згину як функції 
амплітуди циклічних напружень по параметру 
середнього напруження циклу b

m , коефіцієнтам 
асиметрії R  та амплітуд A .  

 
1. Постановка задачі. Вихідні 

співвідношення 
Розглядається довготривале руйнування 

призматичних ізотропних стержнів внаслідок 
багатоциклової втоми за умов одновісного 
асиметричного згину. Умови навантаження 
задаються співвідношеннями 
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де b~  – змінне напруження асиметричного 
циклу; b

m  – середнє напруження; b
a  – 

амплітуда циклічного напруження; b
max – 

максимальне, a bbb
am  min  – мінімальне 

напруження циклу; Y  – межа течії матеріалу 

стержня; ftn   – число циклів навантаження; f  
– частота навантаження; t  – фізичний час.  

Рівень асиметрії циклу навантаження 
задається коефіцієнтом асиметрії R  та 
коефіцієнтом амплітуд A , таким чином 
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де за умов симетричного  0b
m  циклу 

навантаження 1R  та A .  
Вважається, що компоненти b

т  сonst та 
b
a  сonst (стаціонарний режим), циклічна 

компонента ftsinb
a  2  достатньо швидко 

10f(  Гц) змінюються від циклу до циклу, а 
максимальне напруження циклу не перевищує 
межу течії матеріалу b

max < Y .У цьому випадку 
руйнування стержнів внаслідок втоми не 
супроводжується накопиченням макропластич-
них циклічних деформацій, а є наслідком 
розвитку процесу пошкодження та реалізується у 
багатоцикловій області з числом циклів до 
руйнування 410Rn . 

Вихідні рівняння для розрахунку 
довговічності за параметрами b

m , R , A  
задаються у вигляді системи  
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де f  – скалярний параметр пошкодження, який 

змінюється від 0 при 0n  до 1 при Rnn  ; 
b
eqv  – еквівалентне напруження, що враховує 

вплив b
m  та параметрів R , A ; B  – межа 

короткочасної міцності матеріалу стержня; Rn  – 
число циклів до руйнування; bq , bD , b  – 
константи матеріалу.  
 

 
2. Методика визначення характеристик 

матеріалу та коефіцієнтів вихідних рівнянь 
Вихідні рівняння (1.3) для розв’язання задачі 

розрахунку довговічності стержнів за умов одно-
вісного асиметричного згину, містять три групи 
констант матеріалу та коефіцієнтів, які 
визначаються з системи відповідних базових 
експериментів.  
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Перша група констант матеріалу містить 
межу короткочасної міцності B та визначається 
за результатами стандартних випробувань зразків 
на одновісний розтяг. 

Друга група констант матеріалу містить 
коефіцієнти bq  та bD , що характеризують опір 
матеріалу втомі за умов одновісного згину. Зна-
чення коефіцієнтів визначаються шляхом апрок-
симації експериментальних даних на втому за 
умов одновісного симетричного згину зразків 
матеріалу функцією у вигляді 
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за умов 0b
m , b

a
b
eqv   . 

Задача визначення коефіцієнтів bq  та bD  у 
(2.1) зводиться до мінімізації функціоналу 
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де b
aj , Rjn  – набір дискретних значень амплітуд 

напружень та чисел циклів до руйнування. 
Третя група констант матеріалу містить 

показник степені b , що характеризує чутливість 
матеріалу до асиметрії циклу напружень. 
Значення b  розраховуються за результатами 
обробки експерименту для декількох комбінацій 
дискретних значень статичних b

m  та амплітуд 
циклічних b

a  напружень. Задача визначення 
показника степені b  в (1.3) зводиться до 
мінімізації функціоналу [1, 2] 
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де b
aj , b

mj , b
nj , Rjn  – набір дискретних значень 

амплітуд циклічних напружень, середніх 
напружень, меж втоми за умов симетричного 
циклу напружень та відповідних їм чисел циклів 
до руйнування. У якості b

aj  та b
mj  можуть бути 

обрані значення b
aj = b

mj , що відповідають 
віднульовому циклу напружень, так що 
коефіцієнт амплітуд 1A . 

 

3. Розрахунок довговічності призматичних 
стержнів зі Сталі 45 при одновісному 

асиметричному згині 
Розв’язуються задачі розрахунку втомної 

довговічності призматичних стержнів за умов 
одновісного асиметричного згину зі Сталі 45 за 
рівняннями (1.3). Характеристики короткочасної 
міцності матеріалу 408Y МПа, 

8731.B  МПа, та коефіцієнти 086.qb  , bD = 
5.140·10-21 МПа-qцикл, b =1.82 визначені за 
викладеною методикою. 

Результати розрахунків нанесено на фіг.1 
штриховими та штрих-пунктирними лініями, а 
експериментальні дані [2, 3, 4] – маркерами. На 
фіг.1(а) представлено отримані результати по 
параметру середнього напруження constb

m   
( b

m =147МПа (○), b
m =196 МПа (●)), на фіг.1(б) 

по параметру коефіцієнта асиметрії constR   
( 10.R   (○), 10.R   (●)), на фіг.1(в) по 
параметру коефіцієнта амплітуд constA   
( 21.A  (○), 820.A   (●)). Суцільними лініями 
нанесені експериментальні „криві” втоми за умов 
симетричного циклу ( 0m ).  

 
Висновки 

Підхід до розрахунку довговічності 
елементів конструкцій в умовах класичної втоми 
при одновісному асиметричному згині, який 
ґрунтується на концепції еквівалентних 
напружень, може розглядатись як один із 
найбільш ефективних підходів до розв'язку 
такого класу задач. Концепція еквівалентних 
напружень дозволяє дію компонент 
асиметричного циклу зводити до дії 
еквівалентної за числом циклів до руйнування 
амплітуди симетричного циклу. У якості базових 
експериментів при визначенні матеріальних 
констант використовуються легковідтворювані 
стандартні випробування зразків матеріалу на 
короткочасну міцність та на втому за умов 
симетричного та асиметричного циклів 
навантаження.  

Ефективність вищезазначеного підходу до 
прогнозування довготривалого руйнування 
елементів конструкцій внаслідок класичної 
(багатоциклової) втоми апробується в роботі на 
задачах розрахунку довговічності призматичних 
стержнів із Сталі 45. Як показано на Рис. 1, 
отримано цілком задовільне узгодження 
результатів розрахунків числа циклів до 
руйнування стержнів за умов одновісного 
асиметричного згину із даними експериментів. 
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а)           б)      в)  

Рис. 1. Результати розрахунків втомної довговічності призматичних стержнів зі Сталі 45. 

Максимальна похибка не перевищує 20% і на 

величину похибки практично не впливає 
структура залежності числа циклів до 
руйнування від характеристик та параметрів 

асиметричного циклу напружень, а також рівень 

напружень. 
 

    
 

Список використаних джерел 
 

1. Голуб В.П. К расчету предельного состояния 
армированных пластиков и неориентированных 
полимеров при асимметричном многоцикловом 
растяжении-сжатии [Текст] / В.П.Голуб, 
В.И.Крижановский, А.Д.Погребняк // Механика 
композитных материалов. – 2004. – Том 40, №1. 
– С. 65-82. 

2. Голуб В.П. Усталостная прочность металличес-
ких и композитных материалов при нагружении 
асимметричным многоцикловым изгибом 
[Текст] / В.П.Голуб, А.Д.Погребняк, 
Е.С.Кочеткова // Прикладная механика – 2006. – 
Том 42, №5. – С. 26-36. 

3. Павловский В.Э. Влияние асимметрии 
нагружения на накопление повреждений при 
программных испытаниях на усталость 
стальных образцов [Текст] / В.Э.Павловский // 
Пробл. прочности. – 1986. – №6. – С. 55-60. 

4. Kitagawa H. Some behaviour of structural steel 
subjected to corrosion fatigue (the 4th report). 
Influence of mean stress [Text] / H.Kitagawa, 
T.Morohashi // Proc. of the 10th Japan Nat. Congr. 
Appl. Mech. – 1960. – P. 155-161. 

 
 

References 
 

1. GOLUB, V., KRIZHANOVSKIJ, V., 
POGREBNYAK, A. (2004) K raschetu 
predelnogo sostoyaniya armirovannyh plastikov i 
neorientirovannyh polimerov pri asimmetrichnom 
mnogociklovom rastyazhenii-szhatii // Mehanika 
kompozitnyh materialov. 40(1). P. 65-822. 

2. GOLUB, V., POGREBNYAK, A., 
KOCHETKOVA, Ye. (2006) Ustalostnaya 
prochnost' metallicheskikh i kompozitnykh 
materialov pri nagruzhenii asimmetrichnym 
mnogotsiklovym izgibom // Prikladna 
mekhanika. 42(5). P. 26-36 

3. РAVLOVSKIY, V. (1986) Vliyaniye asimmetrii 
nagruzheniya na nakopleniye povrezhdeniy pri 
programmnykh ispytaniyakh na ustalost' stal'nykh 
obraztsov // Probl. prochnosti. 6. P. 55-60.  

4. KITAGAWA, H., MOROHASHI, T. (1960) 
Some behaviour of structural steel subjected to 
corrosion fatigue (the 4th report). Influence of 
mean stress // Proc. of the 10th Japan Nat. Congr. 
Appl. Mech. P. 155-161. 

 

 
Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за рахунок коштів 

бюджетної програми „Підтримка пріоритетних напрямів наукових досліджень” (КПКВК 6541230) 
 

Надійшла до редколегії 29.06.2023

147



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2023, 2 
 

Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
УДК 539.3 
 
Середницька Х. І., к. ф.-м. н. 
 
Вплив поздовжньої і поперечної тепло-
провідності міжфазних щілин на ефек-

тивні параметри біматеріалу  
 

Інститут прикладних проблем механіки і мате-
матики ім. Я. C. Підстригача НАН України, 
79060, м. Львів, вул. Наукова, 3-б 
e-mail: labmtd@iapmm.lviv.ua  

Kh. I. Serednytska, Ph. D. (Phys.-Math.) 
 

Influence of longitudinal and transverse 
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Досліджено ефективні параметри біматеріалу з періодичною системою міжфазних щілин з 

урахуванням їх поздовжньої і поперечної теплопровідності. Поперечну і поздовжню 
теплопровідність щілин враховано змінним в процесі навантаження термоопором їх заповнювача 
та фіксованою теплопровідністю поверхневих плівок відповідно. Задачу термопружності зведено до 
нелінійної системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь відносно розкриття щілин та 
стрибка температури між їх берегами. Запропоновано аналітично-числову ітераційну процедуру 
для розв’язування цієї системи. На основі отриманого розв’язку визначено ефективний стрибок 
температури та ефективний термоопір біматеріалу. Проаналізовано залежності ефективних 
параметрів біматеріалу від прикладеного розтягувального навантаження, однорідного теплового 
потоку та коефіцієнтів теплопровідності заповнювача і поверхневих плівок . 

Ключові слова: поздовжня і поперечна теплопровідність, міжфазні щілини, ефективні 
параметри. 
 

The effective parameters of the bi-material with a periodic system of interfacial cracks are studied, taking 
into account their longitudinal and transverse thermal conductivity. The bi-material is subjected to tensile 
forces and uniform heat flow. The transverse and longitudinal thermal conductivity of the cracks is taken 
into account by the thermal resistance of the filler and the thermal conductivity of the surface films, 
respectively. The thermal resistance of the filler is directly proportional to the opening of the cracks and 
inversely proportional to the thermal conductivity of the filler. Thermal conductivity of surface films does not 
change under the influence of load. The thermo-elastic problem is reduced to nonlinear systems of singular 
integro-differential equations for an opening cracks and a temperature jump between the cracks faces.  An 
analytical-numerical iterative procedure for solving this system is proposed. Based on the obtained solution, 
the effective temperature jump and the effective thermal resistance of the bi-material are determined. The 
dependences of the effective parameters of the bi-material on the applied load and thermal conductivity 
coefficients of the filler and the surface films of the cracks are analyzed. 

Key Words: Longitudinal and Transverse thermal conductivity, Interfacial Сracks, The effective 
parameters. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О. 
 
1. Вступ 

Поздовжня і поперечна теплопровідність 
міжфазного інтерфейсу характеризується різними 
умовами передачі тепла через з’єднані елементи. 
В літературі розрізняють умови сильно-
провідного і слабо- провідного інтерфейсу [1]. 
Для біматеріалів проведено дослідження слабо 
провідних міжфазних дефектів з урахуванням 
газу в їх порожнинах [2]. В праці враховано умо-
ву неідеального теплового контакту зі змінним в 

процесі навантаження термоопором, який обер-
нено пропорційний коефіцієнту теплопровідності 
газу. Умови сильно-провідного міжфазного 
включення враховано в композиті з недоскона-
лою поверхнею інтерфейсу [3].  

У даній статті вивчено вплив поздовжньої і 
поперечної теплопровідності міжфазних щілин 
на ефективні параметри біматеріалу під дією те-
плового потоку та розтягувального навантажен-
ня.  

© Х. І. Середницька, 2023 
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2. Формулювання задачі 

Розглядаємо біматеріал, що складається з двох 
півлощин 1D  і 2D , матеріали яких характеризу-
ються різними коефіцієнтами Пуассона ( 1 , 2 ), 
модулями зсуву ( 1G , 2G ), коефіцієнтами лінійно-
го теплового розширення ( 1 , 2 ) та коефіцієн-
тами теплопровідності ( 1 , 2 ). На межі 
з’єднання півплощин розташована періодична 
система міжфазних щілин (рис. 1) завдовжки 2a  
з початковою висотою  0h x  та періодом розта-
шування d . Порожнини щілин заповнені тепло-
провідною речовиною, яка проводить тепло лише 
в поперечному напрямку з коефіцієнтом тепло-
провідності m . Береги щілин покриті тонкими 
плівками, які проводять тепло лише в поздовж-
ньому напрямку з коефіцієнтом теплопровідності 

s . Вважаємо, що заповнювач і плівки не чинять 
опору деформуванню компонент біматеріалу і 
береги щілин вільні від напружень.  

 
Рис. 1. Схема біматеріалу. 

На нескінченності до біматеріалу прикладено 
рівномірно розподілене розтягувальне наванта-
ження p  та стаціонарний однорідний тепловий 
потік q .  

Вплив заповнювача і плівок на передачу тепла 
між берегами щілин враховуємо умовою неідеа-
льного теплового контакту з термоопором 
    mR x h x   і коефіцієнтом теплопровід-

ності s . 
Контактно-крайові умови на ділянках щілин 

( 0y  ,  ,x a kd a kd    , 0, 1, 2...k    ) мають 
вигляд: 

   
 

2

212
s

y

T T T T
q

R xx

   


  
  


, y yq q  ,  (1) 

0y y
     , 0xy

  , 0xy
  , (2) 

де T  , T  , yq , yq , y
 , y

 , xy
 , xy

  – граничні 
значення температури, нормальної компоне-
нти вектора теплового потоку та компонент 
тензора напружень у верхній і нижній пло-
щині. 

3. Сингулярні інтегро-диференціальні рів-
няння задачі 

Використовуючи методику розв’язування за-
дач термопружності для біматеріалу з міжфазни-
ми тріщинами [2] та задовольняючи умови (1)-
(2), сформульовану задачу зведено до нелінійної 
системи сингулярних інтегро-диференціальних 
рівнянь з ядром Гільберта відносно стрибка тем-
ператури між берегами щілин  x  та розкриття 
щілин  h x :  

      1
2

a

ef
a

t x
h t ctg dt x

d d





          
 

  

   *

0
1

2

a

a

t xG p h t ctg dt
d d

   
    

 
 , 

   0h a  , x a ; (3) 

 ( ) ( ) ( )
( ) 12 2

a
m s

a

t xx x t ctg dt q
h x d d

            
 

 ,  

   0a   , x a ; (4) 

де  1 a

ef
a

x dx
d 

   ; 1 2

1 2

2 
 

  
,  

 
1 2*

1 2

1
1

G
G
  


 

, 

3 4n n    , 2 1
    ,  1n n n n      , 

1,2n  . 
Для розв’язування системи (3), (4) використа-

но модифіковану ітераційну аналітично-числову 
процедуру [2] з урахуванням початкової висоти, 

заданої функцією    3 22 2
0 0.001h x a x  .  

4. Ефективні параметри біматеріалу 

На основі отриманого розв’язку системи (3)-
(4) проаналізовано ефективні параметри бімате-
ріалу (ефективний стрибок температури та ефек-
тивний термоопір), які характеризують сумарний 
термічний вплив системи щілин. 
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Ефективний (усереднений) стрибок темпера-
тури ef  визначає додатковий розподіл темпера-
тури, зумовлений множиною щілин.  

Ефективний термічний опір efR  на лінії кон-
такту є функцією теплового потоку і визначаєть-

ся як   ef
efR q

q





. 

5. Числові результати та їх аналіз 

Числові розрахунки проведено для наступних 
безрозмірних величин: q qd   , p pG , 

m
m


 


 s

s


 


, ef ef
    , ef

ef

R d
R 


.  

Діапазон зміни коефіцієнта міжфазної тріщи-
нуватості ( 2tk a d  – характеризує щільність 
розташування щілин на міжфазній лінії) 
0.1 1tk  .  

На рис. 2-5 проілюстровано залежність ефек-
тивних стрибка температури ef  та термоопору 

ef
R  від густини теплового потоку q  для різних 

значень коефіцієнта теплопровідності поверхне-
вих плівок s  (поздовжня теплопровідність) 
(рис.2-3) і коефіцієнта теплопровідності запов-
нювача m  (поперечна теплопровідність) (рис.4-
5) за фіксованих значень розтягувальних зусиль 
p  і коефіцієнта міжфазної тріщинуватості tk . 

Спостерігається нелінійна залежність ефекти-
вних параметрів біматеріалу від густини тепло-
вого потоку і збільшення їх величини зі збіль-
шенням коефіцієнта теплопровідності плівок та 
зменшенням коефіцієнта теплопровідності запо-
внювача. Для різних напрямів теплового потоку 
ефективні параметри приймають різні значення 
для одного і того ж фіксованого значення густи-
ни теплового потоку.  

На рис.2 і рис.4 бачимо, що ефективний стри-
бок температури зростає зі збільшення густини 
теплового потоку і приймає різні значення при 
зміні напряму потоку на протилежний. Причому 
ця різниця зростає при збільшенні густини пото-
ку.  

Розподіл ефективного термоопору для різних 
значень коефіцієнтів s  і m  побудовано на рис. 
3, 5. При зміні напряму теплового потоку криві 
змінюють характер зі зростаючого на спадний 
відповідно. Різниця між значеннями ефективного 
термоопору зростає при збільшенні густини теп-
лового потоку. Такий ефект в літературі має на-

зву термічної ректифікації. Кількісним показни-
ком такого явища є параметр термічної ректифі-
кації, який характеризує відносну похибку між 
значеннями ефективного термоопору за фіксова-
ної густини теплового потоку та двох протилеж-
них напрямів потоку і визначається у відсотках. 
Так, наприклад для теплового потоку густини 

0.002q   параметр термічної ректифікації змі-
нюється від 13% до 27 % в залежності від зна-
чень поздовжньої s  і поперечної теплопровід-
ності m . А для теплового потоку з густиною 

0.008q   параметр термічної ректифікації при-
ймає значення 44-56%. Чим більша густина теп-
лового потоку, тим більший рівень термічної ре-
ктифікації.  

 
Рис. 2. Залежність ефективного стрибка темпера-
тури ef  від густини теплового потоку q  для 

різних значень коефіцієнта теплопровідності s . 

 

Рис. 3. Залежність ефективного термоопору 
ef

R  

від густини теплового потоку q  для різних зна-
чень коефіцієнта теплопровідності s . 
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Рис. 4. Залежність ефективного стрибка темпера-
тури ef  від густини теплового потоку q  для 

різних значень коефіцієнта теплопровідності m . 

 

Рис. 5. Залежність ефективного термоопору 
ef

R  

від густини теплового потоку q  для різних зна-
чень коефіцієнта теплопровідності m . 

6. Висновки 

Визначено вплив поздовжньої і поперечної 
теплопровідності системи міжфазних щілин на 
ефективні параметри біматеріалу, що знаходить-
ся під дією розтягувальних зусиль та однорідного 
теплового потоку. Сформульовано задачу термо-
пружності для розглянутого біматеріалу з ураху-
ванням теплопровідності заповнювача щілин, що 
змінюється в процесі навантаження і незмінної 
теплопровідності поверхневих плівок. Задачу 
термопружності зведено до системи сингулярних 
інтеро-диференціальних рівнянь відносно роз-
криття щілин та стрибка температури між їх бе-
регами. Поперечну і поздовжню теплопровід-
ність щілин враховано модифікованою узагаль-
неною умовою неідеального теплового контакту 
ім. Я.С. Підстригача. Проаналізовано залежності 
ефективного стрибка температури та ефективно-
го термоопору біматеріалу від густини теплового 
потоку для різних значень коефіцієнтів тепло-
провідності заповнювача і поверхневих плівок. 
Встановлено нелінійну залежність ефективних 
параметрів від густини теплового потоку та яви-
ще термічної ректифікації. Для більших значень 
теплового потоку і теплопровідності поверхневих 
плівок та меншої теплопровідності заповнювача 
міра термічної ректифікації є більшою. 
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Запропоновано у просторовій постановці підхід до розв'язку задачі стійкості нетонких 

циліндричних анізотропних шаруватих оболонок під розподіленим боковим тиском. Спираючись на 
модифікований варіаційний принцип Ху-Васідзу, отримано тривимірну систему однорідних 
диференціальних рівнянь стійкості для розрахунку оболонок, анізотропія яких характеризується 
матеріалом з однією площиною пружної симетрії. Розв’язок тривимірної системи проведено при 
використанні методу Бубнова-Гальоркіна та чисельного методу дискретної ортогоналізації. 

Досліджено вплив збільшення кількості перехресно укладених шарів однакової товщини на 
стійкість циліндричної анізотропної оболонки. Результати розв’язку представлено графіками та 
приведено їх аналіз. 

Ключові слова: стійкість, тривимірний підхід, анізотропні шаруваті циліндричні оболонки. 
 
A three-dimensional approach to solving the problem of stability of non-thin cylindrical anisotropic 

layered shells under distributed lateral pressure is proposed. Based on the modified Hu-Washizu variational 
principle, a three-dimensional system of homogeneous differential stability equations is obtained for the 
calculation of shells, the anisotropy of which is characterized by a material with one plane of elastic 
symmetry. The solution of the three-dimensional system was carried out using the Bubnov-Galerkin methods 
and numerical discrete orthogonalization.  

The influence of an increase in the number of cross-laid layers of the same thickness on the stability of an 
anisotropic cylindrical shell is studied. The results of the solution are presented by graphs and their analysis 
is given. 

Key Words: stability, three-dimensional approach, anisotropic layered cylindrical shells. 
 

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О. 
 

Вступ 

Дослідження стійкості анізотропних оболон-
кових конструкцій є актуальною проблемою. 
Однак, вирішенню цього питання присвячена 
незначна кількість наукових досліджень. Роз-
в’язання задач стійкості таких конструкцій, базу-
ється на співвідношеннях двовимірних класичної 
або уточненої теорій [1, 2]. Їх використання 

 призводить до того, що низька зсувна 
жорсткість, обтиснення матеріалу оболонки за 
товщиною, а також його неоднорідність, за цим 
напрямком, або не враховуються взагалі, або в 
неповному обсязі. З точки зору врахування цих 
особливостей напруженого стану тривимірна 
теорія є більш придатною, тому що позбавлена 
необхідності використання гіпотез, наприклад, 
двовимірних теорій. 

© В.М. Трач,  А.В. Подворний,  
Н.Б. Жукова, 2023 
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Класичні роботи [3, 4] присвячені досліджен-
ню стійкості оболонкових конструкцій у просто-
ровій постановці з ізотропного або ортотропного 
матеріалу. Загально відомо, що використовувані 
в оболонках матеріали можуть  створюватись 
шляхом укладання під деякими кутами, 
наприклад, волокнистих композитів на оправку 
(рис. 1). Внаслідок чого, має місце створення 
матеріалу, який прийнято вважати матеріалом з 
однією площиною пружної симетрії.  

 

 
Рис. 1. Циліндрична анізотропна оболонка. 

 
У представленій роботі, спираючись на 

модифікацію узагальненого варіаційного 
принципу Ху-Васідзу [5], подано підхід до виве-
дення системи однорідних диференціальних рів-
нянь стійкості в рамках тривимірної теорії пруж-
ності анізотропного тіла. Процес розв’язку по-
ставленої задачі проводиться шляхом зменшення 
розмірності системи при використанні аналітич-
ного методу Бубнова-Гальоркіна та розв’язку 
отриманої одновимірної системи чисельним 
методом дискретної ортогоналізації. 

 
Методика досліджень 

Необхідні рівняння стійкості, співвід-
ношення пружності та граничні умови відповідно 
до варіаційного принципу Ху-Васідзу [6, 7] 
можна отримати з умови стаціонарності 
функціоналу Π1, що визначається з інтегралу: 

( ){ ( ) ( ) [ ×−−Φ+−





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1 ijijii
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В (1) варіюються без використання додаткових 
умов деформації ije , напруження iiσ  та перемі-

щення iu , напруження ip  на поверхні 2S  ви-
кликані переміщеннями iu . Також у цьому функ-
ціоналі ( )ijeW  — потенціальна енергія 

деформації, ( )iuT  — кінетична енергія, ( )iuΦ , 
( )iuΨ  — потенціали об'ємних і поверхневих 

навантажень, крапка з комою перед параметрами 
i, j позначає коваріантну похідну за координатою 
з відповідним індексом i, j = 1, 2, 3. 

Використовуючи підхід, представлений в [6, 
7], з умови стаціонарності варіації функціоналу 
(1), отримаємо тривимірну систему з шести одно-
рідних диференціальних рівнянь стійкості анізо-
тропних циліндричних оболонок в частинних 
похідних з відповідними граничними умовами на 
поверхнях та торцях. Скориставшись проце-
дурою методу Бубнова-Гальоркіна [6] для змен-
шення розмірності отриманих рівнянь, здобудемо 
нескінчену одновимірну систему звичайних 
однорідних диференціальних рівнянь стій кості 
циліндричної оболонки в нормальній формі Коші 

( )yrT
dr
yd λ,= ,     ( ) ( )λλ ,, , rtrT ji= , 

∞= ,1i , ∞= ,1j . (2) 

В (2) { ;,;,;,;,;,;, 654321 pkpkpkpkpkpk yyyyyyy =
 

}mkmkmkmkmkmk yyyyyy ,;,;,;,;,;, /
6

/
5

/
4

/
3

/
2

/
1  — розв’я-

зуюча вектор-функція, ( )λ,rT  — матриця із 
змінними коефіцієнтами, що залежить від аргу-
менту r  та параметра навантаження λ . 

Система рівнянь стійкості (2) при умовах на 
поверхнях оболонки  

при :1rr =   

( ) 0,,1
0 =θσ zrrr ; 

( ) 0,,1
0 =θτ zrrz ;          ( ) 0,,1

0 =θτ θ zrr , 

при :2rr =   

( ) 0,,2 =θσ zrn
rr ; 

( ) 0,,2 =θτ zrn
rz ;           ( ) 0,,2 =θτ θ zrn

r  

та на торцях 

0=== θσ uurzz  

розв’язується за використанням адаптованого 
авторами до реалізації задачі стійкості чисель-

153



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки 

2023, 2 BulletinofTaras Shevchenko 
NationalUniversity of Kyiv  

SeriesPhysics&Mathematics 
 
ного методу дискретної ортогоналізації [1, 8]. 
Алгоритм розв’язку реалізовано у вигляді пакетів 
прикладних програм для ПК. 

 
Реалізація пропонованого підходу 

В якості реалізації запропонованого підходу 
була розглянута задача дослідження стійкості 
циліндричної оболонки сталої товщини, 
утвореної перехресним укладанням однакових за 
товщиною шарів під кутом повороту на ψ±  
головних напрямів пружності матеріалу до 
твірної z. Кількість шарів змінюється від одного 
до восьми. Оболонка на зовнішній поверхні 
навантажена розподіленим зовнішнім тиском: 







−=

L
zqq πsin0 . Геометричні характеристики 

циліндричної оболонки: радіус внутрішньої 
поверхні r1=0,5925м; зовнішньої — r2=0,6075м; 
довжина уздовж твірної L=1,2м. Механічні 
характеристики однонапрямленого волокнистого 
композиту боропластику: Еzz=280Е0;  
Еθθ=Еrr=31Е0; Gzθ=Grθ=10,5Е0; Grz=21,2Е0; 
vθz=0,25; vzθ=0,0277; Е0=1000МПа. 

На рис. 2 представлено залежність критич-
них величин бокового тиску crq від кута ψ . 
Позначення кривих відповідають кількості 
анізотропних шарів, а графік 1/ — це результати 
розрахунку оболонкової конструкції з 
ортотропного матеріалу [6]. 

Аналіз представлених результатів вказує на 
те, що найменші значення критичного 
зовнішнього тиску мають місце для двошарового 
пакету (крива 2) армованого під кутами ψ±  до 
твірної. Порівняно із одношаровою оболонкою 
(крива 1) критичні навантаження є меншими, 
максимальна розбіжність складає 32% при 

60=ψ . Результати отримані для тришарової 
оболонки (крива 3) практично не відрізняються 
від знайдених для одношарової. Розбіжність 
складає менше 1,5%. Критичні навантаження для 
чотиришарової оболонки (крива 4) менші на 6% у 
порівнянні з одношаровою. Подальше 
збільшення кількості перехресно-армованих 
шарів до п’яти (крива 5) та восьми (крива 8) веде 
до наближення отриманих критичних величин 
зовнішнього бокового тиску до значень 
визначених для ортотропної оболонки (крива 1/). 

 Отримані результати є підтвердженням 
описаного в [1] факту, що для тонкостінних 
анізотропних циліндричних оболонок збільшення 
кількості перехресно укладених шарів пакету до 
семи — восьми та більше, призводить до 
можливості розрахунку циліндричних оболонок 
на стійкість за ортотропним підходом. 
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Рис. 2. Графік залежності критичних значень 
бокового тиску від кута повороту головних 
напрямів пружності матеріалу. 

 
Висновки 

 
У роботі, за використанням модифікованого 

варіаційного принципу Ху-Васідзу, отримана 
тривимірна система однорідних диференціальних 
рівнянь в частинних похідних, що описують 
стійкість анізотропних шаруватих циліндричних 
оболонок. Для приведення її до одновимірної 
використано процедуру методу Бубнова-
Гальоркіна. Розв’язок системи звичайних 
однорідних диференціальних рівнянь стійкості 
нормальної форми Коші реалізується, в 
радіальному напрямку, при використанні 
чисельного методу дискретної ортогоналізації. 

Розглянута стійкість шаруватої композитної 
анізотропної циліндричної оболонки сталої 
товщини, що перехресно армована волокнистим 
боропластиком. Отримані результати 
порівнювались із такими, що здобуті при 
використанні ортотропного підходу до 
розрахунку циліндричної оболонки. 
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Розглядаються процеси повзучості тонкостінних трубчастих елементів з лінійно-вʼязкопружних 
матеріалів за умов складного напруженого стану. Об’єктом дослідження є базові експериментальні 
дані на одновісний розтяг і чисте кручення у вигляді дискретних значень. Ці дискретні значення 
використовуються для подальшої ідентифікації ядер спадковості, що використовують в процесах 
моделювання повзучості за умов складного напруженого стану. Розрахунки здійснюються на 
прикладі оргскла СТ1. Обґрунтовується область лінійності моделі, виходячи зі значення квантиля 
статистики і гіпотези існування єдиної функції повзучості у певному, заданому наперед, довірчому 
інтервалі. Функція повзучості інваріантна відносно напружень та побудована по кривим 
податливості. Визначальні рівняння моделі містять набір функцій і коефіцієнтів, що визначаються 
з базових експериментів. Для подальших розрахунків експериментальні дані апроксимуються 
степеневою функцією і згладжуючими кубічними сплайнами. Проводиться аналіз апроксимації на 
підставі мінімуму квадратичного відхилення експериментальних даних від розрахункових. Виходячи з 
мінімуму квадратичного відхилення аналізується  апроксимуюча функція.  

Ключові слова: лінійна в'язкопружність, складний напружений стан, сплайн апроксимація, 
функція повзучості, ядра спадковості, квадратичне відхилення, квантиль статистики. 

 
The processes of creep of thin-walled tubular elements made of linear viscoelastic materials under 

complex stress conditions are considered. The discrete values of basic experimental data on uniaxial tension 
and pure torsion are considered. These discrete values are used for identification of hereditary kernels 
normally used in creep modeling processes under complex stress conditions. As an example material, 
plexiglass ST1 is used for calculations. The area of linearity of the model is substantiated by the value of the 
quantile of statistics and the hypothesis of the existence of a unified creep function in a certain, 
predetermined confidence interval. The creep function is invariant with respect to stresses and is built with 
making use of the yield curves. Constitutive equations of the model contain a set of functions and coefficients 
determined from basic experiments. For further calculations, the experimental data are approximated by a 
power function followed by the smoothing with cubic splines. Approximation analysis is carried out by 
evaluation of the least squared deviation of experimental data from the calculated data. The approximating 
function is analyzed with making use of minimum of the quadratic deviation,. 

Keywords: linear viscoelasticity, complex stress state, spline approximation, creep function, hereditarty 
kernels, quadratic deviation, quantile of statistics. 
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Вступ 

У лінійній теорії вʼязкопружності квазістатичні 
механічні властивості матеріалів досить точно мо-
жуть бути задані за допомогою функцій повзучості 
релаксації. Ці функції будуються за результатами 
прямих одновісних експериментів на повзучість 
при постійних напруженнях або відповідно на ре-
лаксацію при фіксованих деформаціях. Загальний 
підхід – логічні процедури, експериментальна і 
чисельна реалізація процедур, потрібні для 
визначення механічних характеристик у лінійній 
теорії вʼязкопружності, досліджуються в [1,2]. 

Моделювання процесів повзучості лінійно-
вʼязкопружних матеріалів за умов складного на-
пруженого стану є фундаментальною задачею су-
часної механіки деформівного твердого тіла. При 
розвʼязуванні цієї задачі основну роль відіграє 
експеримент на повзучість, в якому дані пред-
ставляють у вигляді дискретних значень дефор-
мацій при постійних напруженнях у певний 
момент часу. Функції, що задані дискретно за до-
помогою таблиць первинних або перетворених 
експериментальних даних, необхідно апрокси-
мувати аналітичними виразами, які дають змогу 
визначити значення деформацій в довільний 
момент часу. Від точності апроксимацій експери-
ментальних даних суттєво залежать подальші 
розрахунки. В роботі за допомогою згладжуючих 
кубічних сплайнів апроксимуються експеримен-
тальні дані, а методом найменших квадратів 
знаходиться похибка шляхом мінімізації 
функціоналу [1].   

1. Постановка задачі 

У роботі розглядається деформування ізотроп-
них лінійно-в’язкопружних середовищ зі ста-
більними механічними властивостями за умов 
складного напруженого стану із заданою 
програмою навантаження, так що 

),,0(),( tij    (1) 

де ij  – компоненти тензора напружень; t – час 

спостереження;   –час, що передує моменту 
спостереження. Процес навантаження (1) 
вважаємо простим, так що виконуються 
співвідношення [2] 

,...)(,...,)( 12121111  tt   

Базові експерименти, за допомогою яких іден-
тифікуються ядра спадковості задаються криви-
ми повзучості за умов одновісного розтягу із 
заміром повздовжніх і поперечних деформацій 
при постійних напруженнях у вигляді дискрет-
них значень. Для подальших розрахунків 

дискретні значення необхідно апроксимувати 
неперервними функціями, які описують процеси 
повзучості і в області сингулярності, і в області 
великих часів. Є різні варіанти апроксимуючих 
функцій, але найкращі результати дають 
наближення у вигляді сплайн апроксимації. 
Сплайн апроксимація досить точно описує 
процеси повзучості і релаксації на всій області 
визначення, оскільки представляє собою 
множину кубічних парабол у вказаному інтервалі 
розбиття. У роботі на прикладі оргскла СТ1 
будується сплайн апроксимація і визначаються 
коефіцієнти моделі, а також знаходиться похибка 
апроксимації.  

2.Побудова сплайн апроксимації 
експериментальних даних 

Функції, задані дискретно за допомогою 
таблиць первинних або перетворених експери-
ментальних даних, які використовуються для 
визначення механічних характеристик матеріалу, 
аналітично можуть бути представлені зглад-
жуючими кубічними сплайнами у вигляді [4] 

 

 

 

;    , 
 

де jk  – коефіцієнти сплайна, що визначаються з 

умови неперервності першої похідної в точках xj  

і деяких краєвих умов на кінцях відрізка, що 
задає апроксимуючу функцію у(х); hj– табличні 
значення функції, що апроксимується в точках xj. 
На рис. 1 як приклад наведено сплайн апрокси-
мацію кривих поздовжньої повзучості оргскла 
СТ1, що побудовані за умов одновісного розтягу 
при постійних напруженнях. Напруження для 

кривих 1, 2 і 3 відповідно складають 11 = 7,65 

(1), 11,45 (2) і 15,30 (3) МПа. Тут і далі 
експериментальні дані нанесено точками. 
Апроксимацію експериментальних даних 
згладжуючими кубічними сплайнами нанесено 
суцільними лініями. Коефіцієнти сплайн 
апроксимації кривих поздовжньої повзучості 
структурою (2) наведено в таблицях 1-3.  
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Рис. 1 – Сплайн апроксимація кривих 
 повздовжньої і повзучості оргскла СТ-1. 

 
Таблиця 1.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0125 0,000145 -0,0004 0,000462 0,00179 
0,9375 1,35E-06 -1,3E-05 8,21E-05 0,00191 
3,2085 -2,7E-10 -3,8E-09 4,04E-05 0,00195 
6 0 0 0 0 

 
Таблиця 2.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0156 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 
0,2444 8,21E-05 -0,00026 0,000353 0,00269 
1,0654 -8,6E-07 1,09E-06 7E-05 0,00279 
1,9958 -1,1E-06 2,59E-06 6,7E-05 0,00279 
3,1835 5,56E-07 -1,3E-05 0,000118 0,00273 
7 0 0 0 0 

 
Таблиця 3.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0156 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 
0,2444 8,21E-05 -0,00026 0,000353 0,00269 
1,0654 -8,6E-07 1,09E-06 7E-05 0,00279 
1,9958 -1,1E-06 2,59E-06 6,7E-05 0,00279 
3,1835 5,56E-07 -1,3E-05 0,000118 0,00273 
7 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 

 
З таблиць 1-3 бачимо, що кількість інтервалів 

розбиття відрізняється. Це пов’язано з тим, що чим 
більше інтервалів розбиття, тим точнішою є сплайн 
апроксимація експериментальних даних. Для 
першої кривої для досягнення точності апрок-
симації не менше 95% достатньо трьох інтервалів, 
для другої і третьої кривої для досягнення даної 
точності знадобилось 5 інтервалів розбиття [4].  

 

3. Обгрунтування застосування  моделі 
в’язкопружності 

Побудова сплайн апроксимації кривих повзу-
чості є першим етапом при виборі моделі в'язко-
пружного деформування. Розрізняють лінійні і 
нелінійні моделі вʼязкопружного деформування 

[3]. Матеріал вважають лінійно-в’язкоупружним, 
якщо функція  повзучості )(tJ  інваріантна по 

відношенню до рівня напруження  kmm ,1  
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а розрахункове значення квантиля статистики 

kt ,  більше його критичного табличного значен-

ня 
kt , . Тобто виконується умова 
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Тут )( jk tJ  – значення функції повзучості в 

момент часу jt  при напруженнях k ; )( jtJ  

вибіркове середнє функції повзучості [4].  
Для побудови єдиної функції повзучості аналі-

тичні значення кривих повзучості діляться на від-
повідні значення напружень, сплайн апроксима-
ція кривих дозволяє знайти значення функції 
повзучості в довільний момент часу визначеного 
інтервалу.  

Величина похибки   в розрахунках прийнята 
рівною +5%, а ймовірність p попадання 
експериментальних функцій повзучості в 
інтервал, обмежений величиною похибки   
становить 90%.  

На рис. 2 як приклад наведено функції поз-
довжньої )(11 ltJ  і поперечної повзучості 

)(22 ltJ оргскла СТ-1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2 – Функції поздовжньої і поперечної 
повзучості оргскла СТ-1 

 
Тут суцільними лініями нанесено апроксимацію 
дискретних значень функцій повзучості 
згладжуючими кубічними сплайнами, на основі 

 11, % 

t, час 

1 

2 

3 

 

t, час 

 J11, J22МПа-1% 
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яких розраховувалось вибіркове среднє )(11 ltJ  і 

)(22 ltJ . Штриховими лініями нанесено межі 

інтервала, який відповідає величині максималь-

ної похибки max = +5% від величин )(11 ltJ  і 

)(22 ltJ . Як видно з рис.2, склопластик СТ1 

проявляє лінійність вʼязкопружних властивостей 
при даних напруженнях на всьому проміжку, що 
досліджується, а тому до даного матеріалу можна 
застососувати лінійну теорію вʼязкопружності. 

 
4. Висновки 

У роботі розглядається актуальна тема моде-
лювання процесів повзучості лінійно-вʼязко-

пружних матеріалів за умов складного напруже-
ного стану. Ееспериментальні дані на поздовжню 
повзучість представлено у вигляді дискретних 
значень деформацій при постійних напруженнях 
у певний момент часу. Функції, що задані дис-
кретно за допомогою таблиць, апроксимуються  
згладжуючими кубічними сплайнами. Дана 
апроксимація дозволяє отримати досить точну 
апроксимацію експериментальних даних, від 
яких суттєво залежать подальші розрахунки. 

За допомогою сплайн апроксимації кривих 
досліджується лінійність або нелінійність 
матеріалу, що дозволяє обрати модель 
в’язкопружного деформування.  
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Розроблена методика проведення кiнематичного аналiзу структурних груп 2-го класу за
Артоболевським за допомогою виключно iнструментарiю векторної алгебри. Плани положень
структурних груп, а за необхiдностi, i зовнiшнiх до них ланок, вважаються виконаними будь-
яким пiдходом. Наведенi формули для обчислень, якi можуть бути використанi для кiнемати-
чного, кiнетостатичного та динамiчного аналiзу плоских важiльних механiзмiв 2-го класу за
Артоболевським, вказанi межi їх використання.

Ключовi слова: кiнематика, плоский механiзм, структурна група, векторна алгебра

The methodology for analyzing velocities and accelerations of characteristic points, as well as an-
gular velocities and angular accelerations of links, of the structural groups of the 2nd class according to
Artobolevsky is developed using exclusively the tools of vector algebra. There are exist five forms of the
structural groups of the 2nd class by Artobolevsky, each form has been considered. The position analyses
of the structural groups, which are described by the links’ direction vectors and the radius-vectors of
points of external kinematic pairs, and in addition, if necessary, the position analysis of external links
are assumed to have been carried out by the vector algebra or some other approach. Provided for all
forms of the structural groups formulas for calculations are prepared for creating a software product that
automatizes the kinematic analysis of planar linkages of the 2nd class according to Artobolevsky. Also,
they can be used for the kinetostatic and dynamic analyses of the mentioned linkages. The specified
limits of application of the presented approach are pointed out.

Key Words: kinematics, planar linkage, structural group, vector algebra

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.

Introduction

The development of based on analytical meth-
ods algorithms for the kinematic analysis of struc-
tural groups of the 2nd class according to Ar-
tobolevsky makes it possible to automatize ap-
proaches to the kinematic analysis of any planar
linkage of the 2nd class by Artobolevsky. All well-
known analytical methods are essentially forms
of projection schemes for solving vector contour
equations [1, 2].

The paper [3] describes the method of solv-
ing vector polygonal equations in terms of vector
algebra, but a general approach for linkages that
can be classified is not suggested. As example, the
Wanzer needle-bar mechanism is considered. Vec-
tor algebra is also used for the investigation of the
kinematics of the crank-slider mechanisms in [4].

This work presents the vector algebra ap-
proach to the velocity and acceleration analyses of
the mentioned structural groups, which position
analyses have already been done.

© К.Г. Хорошев, К.О. Дучекно, С.В. Кикоть, 2023
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Figure 1: To the kinematics of a point in a plane

The kinematics of a point in a plane

Consider the motion of a point A in a plane
(Fig. 1). Let a stationary point O and another,
possibly moving, point Os be selected so that
|OA| ̸= 0 and ls = |OsA| ̸= 0. We will join to the
points O and Os the fixed {ı0, ȷ0, k0} and possi-
bly moving {ıs, ȷs, ks} standard bases in R3, so
that vectors k0 = ks will be normal to the plane
and the vector ıs will lie on the ray OsA.

For the radius-vector rA of absolute motion,
the absolute velocity vA and acceleration wA of
the point A it can be written

rA = rOs + lsıs; vA = vOs + l̇sıs + ωslsȷs;

wA = wOs +
(
l̈s − ω2

s ls

)
ıs +

+
(
2ωs l̇s + εsls

)
ȷs.

(1)

Here rOs , vOs and wOs are the radius-vector of
absolute motion, the absolute velocity and accel-
eration of the point Os; ωs and εs are the absolute
angular velocity and acceleration of the ray OsA;
the operation « ˙» means the differentiation of a
quantity by time.

Structural groups

According to [1], the structural group of the
2nd class by Artobolevsky is a planar kinematic
chain consisting of two links m and n (Fig. 2),
which form an inner one at the point E and outer
ones with the links k and p of the mechanism at the
points D and F kinematic pairs of the Vth class.
It is accepted that |DE| = lm and |FE| = ln.

Let the structural group be referred to a fixed
coordinate system with a center at a certain point
and the standard basis {ı0, ȷ0, k0}. The vector
k0 is perpendicular to the plane of the structural
group position. We define the unit vectors ım
and ın along the rays DE and FE then con-
struct joined to the points D and F the local
standard bases {ım, ȷm, km} and {ın, ȷn, kn} so
that km = k0 and kn = k0.

Let the points G and H be selected on the
outer links k and p. Similarly, we introduce the
bases {ık, ȷk, kk} and {ıp, ȷp, kp} with ık and ıp
lying along the rays GD and HF . The notations
|GD| = lk > 0 and |HF | = lp > 0 are accepted.

Using the expressions (1) for the absolute ve-
locity vE and acceleration wE of the point E, we
form the following vector equations

vDF + l̇mım + ωmlmȷm = l̇nın + ωnlnȷn;

wDF +
(
l̈m − ω2

mlm

)
ım +

+
(
2ωm l̇m + εmlm

)
ȷm =

=
(
l̈n − ω2

nln

)
ın +

(
2ωn l̇n + εnln

)
ȷn,

(2)

where vDF = vD − vF , wDF = wD − wF ; vD,
vF and wD, wF are the absolute velocities and
accelerations of the points D and F ; ωm and εm,
ωn and εn are the absolute angular velocities and
accelerations of the links m and n.

Consider each form of the structural group
separately. Suppose that the position analysis was
performed, that is, the unit vectors ım, ın, the
lengths lm, ln and, if necessary, the unit vectors
ık, ıp, the lengths lk, lp are known.

We will assume that the velocity and acceler-
ation analyses of the structural group are carried
out completely if all the quantities contained in
the equation (2) are known.

The 1st form. Known: ım, lm > 0, ın,
ln > 0, vDF and wDF . Find: l̇m, l̇n, ωm, ωn, l̈m,
l̈n, εm and εn.

k

p

ım

ın

D

EF
p

ımın

ık D

EF

G

k

p
ım

ın

D
E

F

ım

ın

ık

ıp

D

E
F

G

H p

ım

ın

ık D

E
F

G

Figure 2: Forms of the structural groups of the 2nd class by Artobolevsky (numbering of the forms
starts from the left)

161



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2023, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Since lm and ln are constant in time, then
l̇m = l̇n = 0 and l̈m = l̈n = 0. If ım · ȷn ̸= 0,
then from the equations (2) we obtain

ωm =
vDF · ın

lm (ȷn · ım)
; ωn =

vDF · ım
ln (ȷn · ım)

;

εm =
wDF · ın − ω2

mlm (ım · ın) + ω2
nln

lm (ȷn · ım)
;

εn =
wDF · ım − ω2

mlm + ω2
nln (ın · ım)

lm (ȷn · ım)
.

Here and everywhere, the operation «·» means the
scalar product of vectors.

When the links m and n lie on the same line
(ım · ȷn = 0), there is no unambiguous solution.

The 2nd form. Known: ım, lm ⩾ 0, ın,
ln > 0, vF , wF , ık, lk > 0, the absolute angular
velocity ωk and acceleration εk of the link k and
the absolute velocity vG and acceleration wG of
the point G. Find: vDF , l̇m, l̇n, ωm, ωn, wDF ,
l̈m, l̈n, εm and εn.

Formulas (1) for vDF and wDF give

vDF = vGF + l̇kık + ωklkȷk;

wDF = wGF +
(
l̈k − ω2

klk

)
ık +

+
(
2ωk l̇k + εklk

)
ȷk,

(3)

where vGF = vG−vF , wGF = wG−wF . Expres-
sions (3) imply that vDF and wDF will be known
after determining l̇k and l̈k.

Here l̇m = l̇n = 0, l̈m = l̈n = 0. From
property ım · ık = const follows that ωm = ωk,
εm = εk. Substituting (3) into (2) and, if the in-
equality ık · ın ̸= 0 holds, we deduce that

ωn =
vGF · ȷk + ωklk + ωklm (ȷm · ȷk)

ln (ık · ın)
;

l̇k = − 1

ık · ın
× (vGF · ın + ωklk (ȷk · ın)+

+ ωklm (ȷm · ın)) ;

εn =
1

ln (ık · ın)
×
(
wGF · ȷk + 2ωk l̇k +

+ εklk − ω2
klm (ım · ȷk) + εklm ×

× (ȷm · ȷk) + ω2
nln (ın · ȷk)

)
;

l̈k = ω2
klk −

1

ık · ın
× (wGF · ın +

+
(
2ωk l̇k + εklk

)
(ȷk · ın)− ω2

klm ×

× (ım · ın) + εklm (ȷm · ın) + ω2
nln

)
.

There are no unambiguous solutions of the
equations (2) when the links k and n are perpen-
dicular (ık · ın = 0).

The 3rd form. Known: ım, lm > 0, ın,
ln ⩾ 0, vDF and wDF . Find: l̇m, l̇n, ωm, ωn, l̈m,
l̈n, εm and εn.

Since l̇n = 0, l̈n = 0, ωn = ωm and εn = εm,
then after substituting (3) in (2) under the condi-
tion ln (ın · ım)− lm ̸= 0 we have

ωm =
vDF · ȷm

ln (ın · ım)− lm
;

l̇m =
lm (vDF · ım)− ln (vDF · ın)

ln (ın · ım)− lm
;

εm =
wDF · ȷm + ω2

mln (ın · ȷm) + 2ωm l̇m
ln (ın · ım)− lm

;

l̈m =
1

ln (ın · ım)− lm
× (lm (wDF · ım)−

− ln (wDF · ın)− ω2
m

[
l2m + l2n − 2lmln×

× (ın · ım)]− 2ωm l̇mln (ȷm · ın)
)
.

If ln (ȷn · ȷm)− lm = 0, then the points D, E
and F are vertices of a right triangle with a right
angle at the point D. Unambiguous solutions of
the equations (2) are impossible.

The 4th form. Known: ım, lm ⩾ 0, ın,
ln ⩾ 0, ık, lk > 0, ıp, lp > 0, ωk, εk, vG, wG,
the absolute angular velocity ωp and acceleration
εp of the link p, the absolute velocity vH and ac-
celeration wH of the point H. Find: vDF , l̇m, l̇n,
ωm, ωn, wDF , l̈m, l̈n, εm and εn.

Based on (1) for vDF and wDF we write

vDF = vGH + l̇kık + ωklkȷk − l̇pıp − ωplpȷp;

wDF = wGF +
(
l̈k − ω2

klk

)
ık +

(
2ωk l̇k+

+ εklk) ȷk −
(
l̈p − ω2

plp

)
ıp−

−
(
2ωp l̇p + εplp

)
ȷp.

Here vGH = vG − vH , wGH = wG − wH . It
can be seen from the last expressions that the un-
knowns are l̇k, l̇p and l̈k, l̈p.

Given that l̇m = l̇n = 0, l̈m = l̈n = 0,
ωm = ωk, εm = εk and ωn = ωp, εn = εp, from
equations (2) for the case ık · ȷp ̸= 0 we get

l̇k =
1

ıp · ȷk
× (vGH · ȷp + ωklk (ȷk · ȷp)−

− ωplp + ωklm (ȷm · ȷp)− ωpln (ȷn · ȷp)) ;

l̇p =
1

ıp · ȷk
× (vGH · ȷk + ωklk − ωplp ×

× (ȷp · ȷk) + ωklm (ȷm · ȷk)− ωpln (ȷn · ȷk)) ;

l̈k = ω2
klk +

1

ıp · ȷk
× (wGH · ȷp +
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+
(
2ωk l̇k + εklk

)
(ȷk · ȷp)− 2ωp l̇p −

− εplp − ω2
klm (ım · ȷp) + εklm (ȷm · ȷp)+

+ ω2
pln (ın · ȷp)− εpln (ȷn · ȷp)

)
;

l̈p = ω2
plp +

1

ıp · ȷk
×
(
wGH · ȷk + 2ωk l̇k +

+ εklk −
(
2ωp l̇p + εplp

)
(ȷp · ȷk)−

− ω2
klm (ım · ȷk) + εklm (ȷm · ȷk)+

+ ω2
pln (ın · ȷk)− εpln (ȷn · ȷk)

)
.

For the parallel links k and p (ık · ȷp = 0) the
equations (2) can’t be solved unambiguously.

The 5th form. Known: ım, lm > 0, ın,
ln ⩾ 0, vF , wF , ık, lk > 0, ωk, εk, vG, wG. Find:
vDF , l̇m, l̇n, ωm, ωn, wDF , l̈m, l̈n, εm, εn.

Here, as for the 2nd form, the quantities vDF

and wDF are represented by expressions (3) with
unknowns l̇k and l̈k.

Substituting (3) into (2) and considering that
l̇n = 0, l̈n = 0, ωm = ωn = ωk, εm = εn = εk,
after solving for ım · ȷk ̸= 0 we obtain

l̇k =
1

ım · ȷk
× (vGF · ȷm + ωklk (ȷk · ȷm)+

+ ωklm − ωkln (ȷn · ȷm)) ;

l̇m = − 1

ım · ȷk
× (vGF · ȷk + ωklk +

+ ωklm (ȷm · ȷk)− ωkln (ȷn · ȷk)) ;

l̈k = ω2
klk +

1

ım · ȷk
× (wGF · ȷm +

+
(
2ωk l̇k + εklk

)
(ȷk · ȷm) + 2ωk l̇m +

+ εklm + ω2
kln (ın · ȷm)− εkln (ȷn · ȷm)

)
;

l̈m = ω2
klm − 1

ım · ȷk
×
(
wGF · ȷk + 2ωk l̇k +

+ εklk +
(
2ωk l̇m + εklm

)
(ȷm · ȷk)+

+ ω2
kln (ın · ȷk)− εkln (ȷn · ȷk)

)
.

If the links m and k lie on the same line
(ım · ȷk = 0), then the equations (2) are unam-
biguously unsolvable.

Conclusions

The velocity and acceleration analyses of
structural groups of the 2nd class by Artobolevsky
were carried out using the vector algebra methods.
The positions of the structural groups for which
there is no unambiguous solution are pointed out.

The obtained formulas are optimized to create
a software for the automatized kinematic analysis
of the linkages of the 2nd class by Artobolevsky.
They also can be used for further kinetostatic or
dynamical analyses of the specified mechanisms.
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Розглянуто плоску деформацію біматеріального простору, що складається з двох 
п’єзоелектромагнітних півпросторів зі скінченним набором електрично і магнітно проникних 
тріщин уздовж межі поділу матеріалів. Визначено в замкнутому вигляді всі необхідні механічні, 
електричні та магнітні компоненти вздовж межі поділу матеріалів, а також швидкість звільнення 
енергії для всіх вершин тріщин 

Ключові слова: п’єзоелектромагнетик, інтерфейс, множина тріщин. 
 

The plane strain problem for the bimaterial space consisting of two piezoelectromagnetic half-spaces 
with a finite set of cracks along the material interface is considered. It is assumed that the edges of the crack 
are electrically and magnetically permeable, and a mixed mechanical load and electric and magnetic fields 
can be set at infinity. 

The presentations of electro-magneto-mechanical quantities through a piecewise analytical vector 
function are constructed with the use of constitutive equations for piezoelectromagnetic materials. By means 
of these presentations the problem of linear relationship is formulated and solved analytically. Using the 
obtained solution, all the necessary mechanical, electrical, and magnetic components along the material 
interface as well as the energy release rate for all crack tips are found analytically. The asymptotic 
presentations of all fields around the crack tips and the crack closure integral method were used. 

Numerical results are obtained for different loads, location of the cracks, their number and lengths. A 
significant increase in energy release rates was demonstrated because of cracks converge, especially for the 
tips located closest to each other. 

Key Words: piezoelectromagnetic, interface, cracks set. 
 

Статтю представив член-кореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

1. Вступ 

Волокнисті та шаруваті композити, виготовле-
ні з п’єзоелектричних та магнітоелектропружних 
матеріалів [1, 2], знаходять все більш широке 
застосування в техніці. Натомість такі матеріали 
дуже часто руйнуються через свою крихкість. 
Але систему міжфазних тріщин у магнітоелек-
тропружних матеріалах дотепер вивчено 
недостатньо. Лише в роботах [3] та [4] розгля-
нуто плоску задачу для магнітоелектропружного 
композита із електро-магнітно-ізольованими та 
електро-магнітно-провідними міжфазними 
тріщинами, відповідно. Тому в даній роботі 

розглядається проблема довільної кількості 
колінеарних електропроникних міжфазних 
тріщин довільної довжини та розташування в 
магнітоелектропружному біматеріалі, що раніше 
не вивчалась. 

2. Система колінеарних тріщин на межі 
поділу матеріалів 

Будемо вважати, що на межі поділу 
матеріалів 3 0x   виникли n  електро- та магніто-
проникних тріщин 1 1 1a x b  , 2 1 2a x b  , …, 

1n na x b  , які можуть мати довільну довжину і 
розташування. При цьому матеріали мають клас 
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симетрії 6mm і попередньо поляризовані в 
напрямку осі 3x . Вважається, що береги тріщин 
вільні від механічних напружень. 

Позначимо через  
1

,
n

k k
k

L a b


   множину 

тріщин, а через ( , ) \L L     – ділянки 
інтерфейсу поза тріщинами. Тоді умови на межі 
поділу матеріалів для поставленої задачі можна 
записати у вигляді: 

( )
3 1( , 0) 0m

i x  , (1) (2)
1 1 1 1( , 0) ( , 0) 0E x E x  , 

 (1) (2)
1 1 1 1( , 0) ( , 0) 0H x H x    для 1x L ,  (1) 

(1) (2)
1 1( , 0) ( , 0)i iu x u x  , (1) (2)

3 1 3 1( , 0) ( , 0)i ix x  , 
(1) (2)

1 1 1 1( , 0) ( , 0)E x E x , (1) (2)
1 1 1 1( , 0) ( , 0)H x H x , 

(1) (2)
3 1 3 1( , 0) ( , 0)D x D x ,  

 (1) (2)
3 1 3 1( , 0) ( , 0)B x B x  для 1x L , (2) 

де ij , ij  – компоненти тензорів напружень і 
деформацій, iD , iB  – складові електричної та 
магнітної індукцій, iE , iH  – напруженості 
електричного та магнітного полів, 1,3i  . 

В роботі [5] отримано такі представлення 
компонент напружень та стрибків переміщень 
через функції, аналітичні у всій площині за 
виключенням області тріщини: 

(1) (1)
33 1 13 1( , 0) ( , 0)jx im x    

  1 1( ) ( )j j j jx x      ,  (3) 

 1 1 3 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )j j ju x is u x x x      ,  (4) 

причому 

 ( )j j jz
z i 


    ,  (5) 

де /j jr   , /j j jm r    , 1, 3j  . 
Використовуючи представлення (3) при 

1j  , з граничних умов (1) одержуємо 

    1 1 1 1 1 0x x      для 1x L . (6) 

На основі [6] розв'язок задачі лінійного 
спряження (6) можна подати у вигляді 

      1 nz X z P z  , (7) 

де      1 1
1 1
2 2

1

n
i i

k k
k

X z z a z b    



    , 1
1

ln
2



 , 

   1
0 1

n n
n nP z C z C z C    .   

Коефіцієнти kC  ( 0,1,... )k n  визначаються з 
умови (5) при 1j   та умов однозначності 
переміщень при обході контурів тріщин. В 
результаті одержуємо: 

 0 1 1С i    ,  (8) 

    0
m

m

b

n
a

P t X t dt  , 1,2, ,m n  . 

Останнє співвідношення призводить до 
наступної системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь: 

 
1

ˆ
n

m ma C b 


  , 1,2, ,m n  .  (9) 

У цій системі 

 ,ˆm m na I  , 0m mnb I C  , (10) 

   1 1
1 1
2 2

1

m

m

b s

ms n
i ia

k k
k

tI dt
t a t b  




  




. 

Точний аналітичний розв’язок системи (9) 
можна знайти для будь-якого значення n  
методом Гауса. 

З використанням отриманого розв’язку 
напруження поза тріщинами може бути знайдене 
за формулою: 

  (1) (1)
33 1 1 13 1 1 1 1 1( , 0) ( , 0) 1 ( )x im x x       ,  (11) 

а стрибки переміщень на тріщині – в результаті 
інтегрування формули: 

 1
1 1 1 3 1 1

1

1( ) ( ) ( )ju x is u x x


    .  (12) 

Електричне та магнітне поля можуть бути 
визначені за формулами [5]. 

Особливий інтерес представляють 
асимптотичні вирази для напружень та стрибків 
переміщень в околі вершин тріщин. На основі 
формул (11) і (12) ці вирази в околі правої 
вершини k -ї тріщини можна записати у вигляді: 

       
1

1 1
33 1 1 13 1 0,0 ,0 |

kx bx im x      

   10.5
1

i
k kR x b    ,  (13) 

де      10.5
1 11 i

k n k k kR P b b a         

   1 10.5 0.5

1,

n i i
k j k j

j j k

b a b b
    

 

   , 
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      1

1

0.5
1 1 1 3 1 0 1|

k

i
x b k ku x is u x T b x 
    ,  (14) 

де  
 

   10.51

1 1

1
0.5

i
k n k k k

i
T P b b a

i


 
 

  


 

   1 10.5 0.5

1,

n i i
k j k j

j j k

b a b b
    

 

   . 

Беручи до уваги, що  1 0x   і  1 0x   
для 1x    , швидкість звільнення енергії 
(ШЗЕ) біля вершини тріщини kb  може бути 
визначена за формулою: 

     1
33 1 3 10

1lim ,0
2

k

k

k

b l

b l
b

G x u x l
l




 
      

      1
13 1 1 1 1,0x u x l dx     . (15) 

Використаємо далі наступну тотожність: 

           1 1
33 1 3 1 13 1 1 1,0 ,0x u x l x u x l        

        1 11
1 33 1 1 13 1Im ,0 ,0m x im x         

     1 1 1 3 1u x l is u x l       .  (16) 

Підставляючи формули (13), (14) в (16), а 
потім в (15) і проводячи інтегрування, 
отримуємо: 

 
 

1

1 1

1 2Im
4 coshkb k k

iG R S
m




 
    

 
. (17) 

Аналогічним чином знайдено ШЗЕ і біля 
лівих вершин тріщин. 

3. Результати та їх аналіз 

Для числової ілюстрації розглянемо 
біматеріал, що складається з композиту BaTiO3 - 
CoFe2O4 з об’ємними частками BaTiO3 0.5fV   
(верхній матеріал) і 0.1fV   (нижній). 
Характеристики цих матеріалів наведено в [2]. 

Результати для випадку трьох тріщин 
однакової довжини 20 мм, які мають координати 
лівих вершин 1 60 a мм  , 2 10 a мм  , 

3 40 a мм  (лінії І), 1 60 a мм  , 2 10 a мм  , 

3 12 a мм  (ІІ), 1 32 a мм  , 2 10 a мм  , 

3 12 a мм  (ІІІ) показано на рис. 2. Зовнішнє 
механічне навантаження було обрано таким: 

710 Па   , 0   , а значення електричної та 
магнітної індукцій: 3 0D  , 3 0B  . З рис. 2 
видно, що зближення тріщин призводить до 
суттєвого збільшення розкриття середньої 
тріщини, а також збільшення значень розкриття 
для тієї тріщини, що стає ближче до середньої. 

У табл. 1 показано зміни швидкості 
звільнення енергії біля лівої 

2аG та правої 
2bG  

вершин середньої тріщини 2 10 a мм  , 

2 10 b мм  для фіксованого положення лівої 
тріщини 1 32 a мм  , 1 12 b мм   та зміни 
положення правої тріщини. З результатів, 
наведених в таблиці 1, видно, що зближення 
тріщин приводить до суттєвого росту 
швидкостей звільнення енергії, особливо для 
найближче розташованих вершин. 

 

 
Рис. 2. Зміна розкриття тріщин при зміні відстаней між ними 
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Таблиця 1 
Зміни швидкостей звільнення енергії біля правої та лівої вершин середньої тріщини 

Розташування 
тріщин, мм 

3 80a  , 

3 100b   
3 40a 

3 60b   
3 20a  , 

3 40b    
3 12a  , 

3 32b   
3 11a  , 

3 31b   
3 10,5a  , 

3 30,5b   

2
,  /bG N m  26.434 27.447 31.973 56.666 81.753 124.141 

2
, /аG N m  46.569 47.598 50.453 56.666 59.350 61.803 

 

4. Висновки 
Проаналізовано плоску деформацію 

біматеріального простору, що складається з двох 
п’єзоелектромагнітних півпросторів зі скінчен-
ним набором електро і магнітно проникних 
тріщин уздовж межі поділу матеріалів. З вико-
ристанням представлень електро–магнітомеха-
нічних величин через кусково-аналітичну вектор-
функцію сформульовано задачу лінійного 
спряження, яку розв’язано аналітично. Знайдено 

швидкість звільнення енергії для всіх вершин 
тріщин. Проведено чисельну ілюстрацію одержа-
них аналітичних розв’язків. 

Результати роботи було викладено у доповіді 
на VІI Міжнародній науковій конференції 
«Сучасні проблеми механіки» (Київ, 28-30 
серпня 2023 р.). Автори щиро вдячні 
організаторам. 
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Побудовано модель нелінійного деформування зернистого композитного матеріалу стохастичної 

структури з фізично нелінійними компонентами. В основу покладені стохастичні диференціальні 
рівняння фізично нелінійної теорії пружності Л.П. Хорошуна. Розв’язок задачі про напружено-
деформівний стан та ефективні деформативні властивості композитного матеріалу будується за 
методом осереднення. Розроблено алгоритм визначення ефективних властивостей зернистого 
матеріалу з фізично нелінійними компонентами. Розв’язок нелінійних рівнянь, що враховують їх 
фізичну нелінійність, будується за ітераційним методом. Встановлено закон зв'язку між 
макронапруженнями і макродеформаціями в зернистому матеріалі та залежності середніх 
деформацій і напружень в його компонентах від макродеформацій. Побудовано криві деформування 
матеріалу для різних значень об'ємного вмісту його компонентів. Вивчено залежність ефективних 
деформативних властивостей зернистого матеріалу від об'ємного вмісту компонентів. Досліджено 
вплив нелінійності компонентів на деформування зернистого композитного матеріалу. 
Встановлено, що нелінійність компонентів суттєво впливає на ефективні деформативні 
властивості та напружено-деформований стан зернистих матеріалів. 

Ключові слова: зернистий композитний матеріал, нелінійність деформування компонентів, 
ефективні деформативні властивості, напружено-деформівний стан, вплив нелінійності 
 

The model of nonlinear deformation of a granular composite material of a stochastic structure with 
physically nonlinear components was constructed. The basis is the stochastic differential equations of the 
physically nonlinear theory of elasticity by L.P. Khoroshun.  The solution to the problem of the stress-strain 
state and effective deformable properties of the composite material is built using the averaging method. An 
algorithm for determining the effective properties of granular material with physically nonlinear components 
has been developed. The solution of nonlinear equations, taking into account their physical nonlinearity, is 
constructed by the iterative method. The law of the relationship between macrostresses and macrostrains in 
granular material and the dependence of average strains and stresses in its components on macrostrains has 
been established. Curves of deformation of the material were constructed for different values of the volume 
content of its components. The dependence of the effective deformable properties of the granular material on 
the volume content of the components was studied. The effect of component nonlinearity on the deformation 
of granular composite material was studied. It was established that the nonlinearity of the components 
significantly affects the effective deformable properties and the stress-strain state of granular materials. 

Key Words: granular composite material, nonlinearity of deformation of components, efficient 
deformative properties, stress-strain state, influence of nonlinearity 
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В умовах достатньо високих навантажень 
багато композитних матеріалів мають нелінійний 
характер залежностей між макронапруженнями 
та макродеформаціями внаслідок фізично 
нелінійного деформування компонентів. Такий 
вид нелінійності притаманний композитам на 
основі пластичної металевої матриці та на основі 
полімерів при підвищених температурах. 
Експериментальні дослідження показують [1], 
що при досить високих температурах нелінійно 
деформуються також високомодульні матеріали 
типу органічного скла. На рис. 1 наведено 
графіки експериментальної залежності 
напруження від деформації для органічного скла 
за різних температур. Як бачимо при температурі 
800, залежність між напруженням і деформацією 
має параболічний характер. Тому актуальним є 
дослідження фізично нелінійного деформування 
композитних матеріалів при нелінійному 
деформуванні як матриці, так і включень. 

2 4 6 8

2

4

6

8

800

600

200

-400



B кг/мм 2

0

 
Рис.1. Експериментальна залежність напруження 
від деформації для органічного скла при різних 
температурах 

 
Розглянемо зернистий композит з нелінійними 

ізотропними компонентами, який знаходиться в 
умовах однорідних макродеформацій. Залежності 
між напруженнями ij  та деформаціями ij  
можна подати у вигляді 

( 2 3) 2 ( , , 1, 2, 3),ij pp ij ijK i j p         (1) 

де модулі об'ємного стиску K  і зсуву   – 
випадкові функції координат, які приймають 
значення відповідно 1 1,K   і 2 2,K   для 
включень і матриці, причому об'ємні деформації 
компонентів є лінійними, тобто модулі об'ємного 
стиску 1 2,К K  не залежать від деформацій, а 
деформації зсуву описуються нелінійними 
діаграмами. 

Виходячи з рівнянь рівноваги  

, 0,ij j                                   (2) 

співвідношень Коші  

  , ,,
1 ( )2ij i j j ii ju u u                      (3) 

та залежностей (1), отримаємо фізично та 
статистично нелінійні рівняння рівноваги відносно 
флуктуацій переміщень 0

i i ij ju u x     

0 0
, , ,

2( ) [( ) 2 ]3 3
c

c r ri c i rr pp ij ij jK u u K             

( ; ;c cK K K         , , , 1, 2, 3).i j p r    (4) 

Усереднюючи співвідношення (1), отримуємо 
вирази для середніх напружень у вигляді  

1
1 1 1

2( )3ij pp ijc K          

2
2 2 2

2( )3 pp ijc K         

1 2
1 1 2 22 2 ,ij ijc c                     (5) 

де 1 2,c c  – об’ємні вмісти відповідно включень та 
матриці. 

За допомогою функції Гріна рівняння (4) 
можна привести до інтегральної форми. 
Скориставшись методом умовних моментів 
Л.П. Хорошуна [2, 3], усереднюючи ці рівняння 
за умовною щільністю, отримаємо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно середніх 
деформацій компонентів. Визначивши їх з цієї 
системи і підставивши в співвідношення (5), 
отримаємо залежності між макронапруженнями 

ij   і макродеформаціями ij    

2 2 ,3( )ij pp ij ijK                  (6) 

Ефективні деформативні коефіцієнти мають 
вигляд [2, 4] 

2
1 2 1 2

1 2 2 1

( ) ;
c

c c K KK K
c K c K K

 
  

 
 

2
1 2 1 2

1 2 2 1

( ) ;
c

c c
c c

 
 

  
 
  

 
             (7) 

де [5] 
4 ;
3c cK     (9 8 )

;
6( 2 )
c c c

c
c c

K
K

 








          (8) 
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1 1 2 2 ;c c c     1 1 2 2 ,cK c K c K           (9) 

якщо жорсткість матриці більше, ніж жорсткість 
включень, та 

1
1 2

1 2
;c

c c  


   
 

 
1

1 2
1 2

c
c cK K K


   
 

 (10) 

в іншому випадку.  
Зауважимо, що в випадку фізичної 

нелінійності компонентів композиту ефективні 
деформативні характеристики (7) – (10) будуть 
функціями середніх деформацій у включеннях 

1
ij   та матриці 2

ij  . Виразивши середні 
деформації в компонентах через 
макродеформації ij  , отримаємо ефективні 
коефіцієнти як функції макродеформацій. 

Враховуючи співвідношення, що пов'язують 
макронапруження та макродеформації із 
середніми напруженнями та деформаціями в 
компонентах  

1 2
1 2 ;ij ij ijc c          

1 2
1 2 ,ij ij ijc c                   (11) 

зв'язки між напруженнями та деформаціями 
компонентів, що випливають з (1) 

2 2
3

( )ij pp ij ijK  
                 

( 1, 2)                          (12) 

і співвідношення (7), отримаємо залежності, що 
пов'язують середні деформації в компонентах 

( 1,2)ij
    та макродеформації ij   

1( 1)ij
       

* * * *
1 2 3 1 2 3

*
2 1 2 1 2

2 ( )( ) 3 ( )( )
6 ( )( )
K K K K K
c K K

     
  

      
 

 
*

3
*

2 1 2
.

2 ( )pp ij ijc
   

  
 

    
 

      (13) 

Підставивши співвідношення (13) в (7) – (10), 
отримаємо вирази для ефективних коефіцієнтів як 
функцій макродеформацій .ij   

Співвідношення (7) – (10), (13) дозволяють 
написати ітераційний алгоритм для визначення 
ефективних деформативних характеристик 
зернистого композитного матеріалу.  

В якості конкретної задачі досліджуємо 
нелінійне деформування зернистого 
композитного матеріалу, у якого модулі 
об'ємного стиску включень 1K  та матриці `2K є 
сталими, а модулі зсуву ( 1,2)    задаються 
функціями  

1 1
01

011
1

11 1
01 1 1

01

, ;
2

( )
1 , ;

22

kJ

k kJ
J









 
 



 
            

  (14) 

2 2
02

022
2

22 2 2
2 2

02 02

, ;
2

( )
1 , ,

22

kJ

k kJ
J









 



 

 
            

(15) 

де 0 ,  , 0
2

3k   – сталі включень (при 

1  ) та матриці (при 2  ), 0  – межа їх 

плинності, 1
2( )pq pqJ  

        , pq
    – 

девіатор середніх у включеннях або матриці 
деформацій.  

При виконанні розрахунків в якості 
компонентів взяті відповідно включення з 
органічного скла, які мають діаграму нелінійного 
деформування (14) із сталими [1, 4 – 6] 

1К  27,78 ГПа;   01  20,83 ГПа; 

1   0,184 ГПа;   01 1,8 ГПа,        (16) 

об’ємним вмістом 1c 0; 0,2; 0,4; 0,6; 1,0    
та епоксидна матриця, яке має діаграму лінійного 
зміцнення (15) із сталими [1, 4 – 6] 

2K  3,33 ГПа;   02  1,11 ГПа; 

 2 0,02 ГПа;   02  0,12 Гпа.         (17) 

На основі отриманих залежностей було 
досліджено ефективні діаграми нелінійного 
деформування зернистого композитного 
матеріалу при різних об'ємних концентраціях 
компонентів у разі заданих макропараметрів. 

11 22 330; 0.              (18) 

На рис. 2 наведено графіки залежностей  

макронапруження 11
2




   від макродеформації 

11   для зернистого композита при різних 
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об’ємних вмістах компонентів 1c . Як бачимо, 
фізична нелінійність компонентів матеріалу 
істотно впливає на характер діаграм 
деформування при всіх значеннях об'ємного 
вмісту включень, криві залежностей мають 
праболічний характер. 

0 ,0 2 0 ,0 4 0 ,0 6

1

2

1

0 ,6

0 , 4

0 ,2

c
1
= 0

 
 
 



 
 


0

 
Рис. 2. Залежності макронапруження 11 2    
від макродеформації 11   для зернистого 
композита при різних об’ємних вмістах 
компонентів 1c . 
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Проаналізовано особливості використання граничних умов у нелінійній задачі поширення  

крутильної хвилі для середовища, що пружно деформується, та має зовнішню межу. 
Коротко описано постановку та хвильовий аналіз у лінійному (класичному) підході, оскільки 
лінійний розв'язок використовується в роботі як перше наближення у нелінійному підході. 
Першою особливістю для крутильної хвилі є суттєве ускладнення при нелінійному підході 
граничних умов через різницю між формою границі до і після деформації (при лінійному 
підході форма границі не змінюється). Другою особливістю є значне ускладнення 
математичного представлення граничних умов за рахунок появи додаткових нелінійних 
членів. Для крутильної хвилі виявлено, що використання умови відсутності напружень на 
граничній поверхні (припущення вільної межі) може бути не зовсім коректним. 

Ключові слова: граничні умови; нелінійна крутильна хвиля; п'ятиконстантний потенціал 
Мурнагана; особливості аналізу граничних умов. 
 

The features of the use of boundary conditions in the nonlinear problem of torsional wave 
propagation for an elastically deformable medium with an external boundary are analyzed. The 
formulation and wave analysis in the linear (classical) approach are briefly described, since the 
linear solution is used in the work as a first approximation in the nonlinear approach. The first 
feature for a torsional wave is a significant complication in the nonlinear approach of the boundary 
conditions due to the difference between the shape of the boundary before and after the deformation 
(in the linear approach, the shape of the boundary does not change). The second feature is the 
significant complication of the mathematical representation of the boundary conditions due to the 
appearance of additional nonlinear terms. For a torsional wave, it was found that the use of the 
condition of absence of stresses on the boundary surface (assumption of a free boundary) may not 
be completely correct. 

Keywords: boundary conditions; nonlinear torsional wave; five-constant Murnaghan potential; 
peculiarities of analysis of boundary conditions. 

 
Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О. 
 

1. Вступ 

Предметом проведеного дослідження є гра-
ничні умови, які необхідно задовольняти при 
аналізі поширення крутильної хвилі в пружних 
матеріалах у рамках лінійного та нелінійного під-
ходів. Історичний досвід аналізу пружних хвиль 

у матеріалах з-поміж спостережених багатьох 
загальних важливих фактів [1 - 4] містить два, які 
є суттєвими для проведеного дослідження. 
Перший полягає у тому, що постановка задачі і 
отриманий при лінійному підході розв’язок скла-
дають, як правило, основу в реалізації нелінійно-
го підходу. Другий стосується хронології аналізу 
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нелінійних хвиль у матеріалах – спочатку дослід-
жувалися вільні (біжучі) хвилі, які за означенням 
поширюються в пружних середовищах (матеріа-
лах), що не мають внутрішніх чи зовнішніх гра-
ниць, і лише згодом вивчалися хвилі в пружних 
середовищах з границями. Тому так сталося, що 
нелінійні пружні хвилі в середовищах з грани-
цями вивчені менше. 

Нелінійний підхід починається з вибору нелі-
нійної моделі деформування. Найбільш пошире-
ною моделлю є п’ятиконстантна модель  
Мернагана [3]. 

2. Необхідна інформація щодо нелінійної 
моделі Мернагана. 

У даному дослідженні модель Мернагана має 
наступний потенціал 

   

   

2 2

2 3

1
2

1 1
3 3

mm ik

ik im km ik mm mm

W

A B C

   

     

  

  
   (1) 

де ,   – пружні константи другого порядку 
(константи Ляме); , ,A B C  – пружні константи 
третього порядку (константи Мернагана). В по-
тенціалі (1) використано записаний через вектор 
деформації  ku u  нелінійний тензор деформа-
ції Коші – Гріна у вигляді 

             , , , ,
1 ( )
2nm n m m n n i i mu u u u              (2) 

Розглянемо необхідну інформація щодо кла-
сичної задачі теорії пружності про поширення 
крутильної хвилі. 

3. Класична крутильна хвиля.  
Гармонічна крутильна хвиля збуджується ім-

пульсом   o i tu t u e 
   у напрямку осі симетрії 

Oz  кругового поперечного перерізу циліндра 
0z  . В циліндрі виникає гармонічна у часі кру-

тильна хвиля, яка поширюється вздовж його осі. 
Для лінійної крутильної хвилі в пружному цилін-
дрі потрібно наступне: циліндричні координати 
 , ,r z , деформований стан є осесиметричним і 
тому не залежить від координати, а також відсут-
ність радіальних і осьових зміщення   , ,ru r z t   

 , , 0zu r z t  (ці ж особливості зберігаються і 
при нелінійному описі). Тоді система з трьох рів-
нянь руху циліндра спрощується до вигляду 

     2 2
, , , ,1 1 1 0rr r zz T ttu r u r u u v u         .  (3) 

Припустимо, що колове зміщення u  є 
гармонічним у часі і просторі  

                      , , i k z tzu r z t u r e 
 

                    (4) 

Тоді розв’язок (4) є гармонічною крутильною 
хвилею, оскільки кожен поперечний переріз 
циліндра здійснює гармонічне коливання у коло-
вому напрямку з заданою частотою   у часі і за 
просторовою координатою z  рухається хвиля з 
довжиною   2 zk   та хвильовим числом zk .  

З постановки задачі випливає, що необхідні 
компоненти тензорів напружень та деформацій є 
такими: 

2 0; 2 ; 2 0;rr rr r r rz rze             

   ,0; 1 2 1 ;rr r ru r u         0; 0.rz e    
Далі амплітуда хвилі, що залежить від радіуса, 

визначається з рівняння 

      2 2 2
, ,1 1 0o o o
rr r z Tu r u k k r u  

       .        (5) 

Розв’язок рівняння (5) виражається через функ-
цію Бесселя 1-го роду і 1-го індексу 

   1 ,ou r u J r  2 2
T zk k    і розв’язок (4) у 

вигляді крутильної хвилі набуває вигляду 

              
1, , i k z tо zu r z t u J r e 

     .                  (6) 

Невідоме хвильове число zk  і відповідна швидкість 

 z zv k  визначаються з умови відсутності на-

пружень на боковій поверхні циліндра or r  

     , , , , , , 0o o o
rr r rzr z t r z t r z t     .    (7) 

При підстановці розв’язку (6) у граничну умо-ву 

 , , 0o
r r z t   отримують трансцендентне 

рівняння    0 12o o or J r J r    для знаходжен-ня 

хвильового числа zk .  

4. Нелінійний підхід до аналізу крутильної 
хвилі. 

Процедура отримання основного нелінійного 
хвильового рівняння полягає у використанні 
циліндричних координат 1 ,r   2 ,   3 z   і 
виборі відповідної конфігурації. Такою конфігу-
рацією є осесиметрична конфігурація з віссю 
симетрії Oz , яка залежить від координат ,r z  і не 
залежить від координати .  

Із класичного рівняння руху  ki n n
k i iu       

iu   і визначальних рівнянь, які відповідають 

173



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2023, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
п’ятиконстантній моделі Мернагана, отримується 
нове скорочене нелінійне хвильове рівняння [2] 

      

   

2 2
, , . ,

2 22
, , ,2

1 1

1 2 .
2

T rr r zz tt

r r z

v Lu u r u r u u u

B u u u u u Lu
r r
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     

        

      

 (8) 

Відзначимо необхідні властивості рівняння 
(8): у лівій частині воно повністю співпадає з 
лінійним хвильовим рівнянням для крутильної 
хвилі [5], у правій частині містить доданки, які є 
кубічно нелінійними щодо зміщення і тому кру-
тильні хвилі є виключно кубічно нелінійними в 
рамках реалізованого підходу. Наступною особ-
ливістю рівняння (8) є те, що нелінійна частина 
цього рівняння включає лише одну з трьох 
пружних констант третього порядку – В. 

У нелінійній теорії пружності розрізняють два 
типи нелінійностей в основних рівняннях – гео-
метричну і фізичну. Геометрична виникає, коли в 
записі тензора деформації враховуються квадра-
тично нелінійні доданки, тобто доданки з множ-
никами у вигляді пружних констант Ляме ,  . З 
хвильового рівняння (8) і конститутивних рівня-
нь, випливає, що такі доданки відсутні. Присутні 
лише нелінійні доданки з множниками у вигляді 
пружних констант Мернагана ,А В , що свідчить 
про фізичну нелінійність.  

Наостанок, можна застосувати до аналізу наб-
лиженого розв’язку рівняння (8) метод обмежен-
ня на градієнт зміщення [6]. 

Розв’язок рівняння (8) представляється у 
вигляді хвилі з невідомим хвильовим числом і 
невідомою амплітудою  

                 , , zi k z tu r z t u r e 
 

  .                  (9) 

У результаті нелінійне хвильове рівняння (8) 
перетворюється на якби лінійне рівняння зі 
змінною швидкістю хвилі Kv   

        2 2 2
, ,1 1 0rr r z Ku r u k k r u       ,(10) 

де  

   2 22
, , ,2

1 21
2K T r r z
Bv с u u u u u

r r    
       

, 

 K Kk v ,                    (11) 

За методом обмеження на градієнт зміщення, 
вводять обмеження на змінну швидкість (11)  

  1
2
B M u

� ,      2 22
, , ,2

1 2
r r zM u u u u u u

r r     
      

.  

(12)          

Використаємо лінійний розв’язку (6) у записі 
через функцію Бесселя  

      2 2
1, , , .i k z to z

K K K zu r z t u J r e k k
     (13) 

Далі метод використовує ще одне обмеження 

                             
2

4
zBkr M u


                     (14) 

і наближене представлення функції Бесселя 

 2 2
1 K zJ k k r , в результаті чого з (13) отриму-

ється наближений розв’язок у такому вигляді 

       

     

232 2
1

22 2 2 2 2 2

, ,
8

2

i k z tо о Tz
T z

i k z tz
T z T z z

Bku r z t u e J r k k r u

e r k k r k k k


  








   


          

 

      2
2 2 2 2 2 2

0 2 1 .T z T z T zJ r k k J r k k J r k k
            

(15) 

В аналізі крутильної хвилі відбуваються два 
види спотворення. Одне показує еволюцію хвилі 
при зміні відстані від центру до поверхні цилінд-
ра (добавка містить r як множник). Друге спотво-
рення пов’язане з тим, що на поверхні циліндра 
лінійна гармонічна хвиля отримує постійну до-
бавку у вигляді третьої гармоніки, тобто, хвиля 
спотворюється до вигляду модульованої хвилі, 
але ця добавка не змінюється з відстанню поши-
рення хвилі в осьовому напрямку.  

5. Граничні умови 
Для граничних умов в нелінійній задачі про 

крутильні хвилі, визначимо, як і в лінійній задачі, 
хвильове число Zk  і швидкість хвилі  Z Zv k  
з умови відсутності напружень на бічній 
поверхні циліндра or r   

        , , , , , , 0o o o
rr r rzr z t r z t r z t     .  (16) 

Далі слід вирахувати напруження з (16) через де-
формації і зміщення. Формула для нормального 
напруження rr  через зміщення не показана нижче 
з тих міркувань, що в ній немає доданків першого 
порядку, але є доданки другого і четвертого поряд-
ків. Формули для дотичних напружень є такими: 

 

     

3
,1 ,

2 2 2
, , , ,

1 1
12 2

1 1
4 2

r r

z r z r

uu A B u
r

u uA B u B u u u
r r


  

 
   

          
  

             

(17)
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1 1
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1 .

r z z r

r z z
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r

    

   

     

    

       
(18) 

Формула (17) включає лінійну частину, яка 
відповідає лінійному класичному підходу, і чоти-
ри доданки, які є кубічно нелінійними. Формула 
(18) включає два доданки другого порядку нелі-
нійності та шість доданків четвертого порядку. 

Всі три напруження на поверхні циліндра 
включають нелінійні доданки і не можуть прирів-
нюватись до нуля, так, як у такому випадку для 
знаходження– хвильового числа – задаються три 
рівняння. Тоді задача стає переозначеною.  

Виникає питання про перехід від лінійної за-
дачі до спорідненої з нею нелінійної. У лінійній 
випливає, що два напруження з граничних умов є 
нульовими завжди і всюди.  
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Тому раціонально зберегти в граничних умовах 
одну граничну умову щодо дотичного напруження 

r , характерного для крутильної хвилі. Щодо 
нормального rr  та дотичного rz  напру-жень на 
поверхні циліндра в нелінійній постанов-ці можна 
вважати, що вони не будуть нульовими і можуть 
бути вирахувані при відомому хвильо-вому числі. 

Тому, поява в задачі нормального напруження 
rr , яке лише нелінійно залежить від зміщення 

u , узгоджується з результатами відповідної 
задачі статики.  

Загальні висновки. 
Особливістю для крутильної хвилі є усклад-

нення в нелінійному підході граничних умов 
внаслідок відмінності між формою границі до і 
після деформування. В лінійному підході форма 
границі не змінюється. Також значне ускладнен-
ня математичного запису граничних умов через 
появу додаткових нелінійних доданків.  

 
Наукові дослідження, результати яких опублі-

ковано у цій статті, виконано за рахунок коштів 
бюджетної програми «Підтримка пріоритетних 
напрямків наукових досліджень» (КПКВК 
6541230). 
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Розглядається осесиметрична задача про імпульсне термомеханічне навантаження сталевого 

циліндра. Враховуються об’ємні деформації, які супроводжують мікроструктурні перетворення 
мартенситного типу при охолодженні тіл, а також залежність непружних характеристик 
матеріалу від фазового складу. Термомеханічна поведінка ізотропного матеріалу описується 
моделлю течії Боднера-Партома. Задача розв’язується чисельно методом покрокового неявного 
інтегрування за часом, ітераційним методом та методом скінченних елементів. За допомогою 
чисельного моделювання проводиться дослідження напружено-деформованого стану за умов 
врахування залежності параметрів моделі від мікроструктури матеріалу. Встановлено, що 
мікроструктурні перетворення суттєво зменшують залишкові деформації та сприяють появі 
стискальних напружень. Отримані результати можуть бути використані в інженерних 
розрахунках на міцність елементів конструкцій, а також параметрів технологій поверхневого 
зміцнення. 

Ключові слова: імпульсне навантаження, модель течії, мікроструктурні перетворення 
 
Axisymmetric dynamic problem of thermomechanical loading of a steel cylinder is considered. Volume 

strain caused by the microstructural transformations of the martensitic type under cooling solids as well as 
into consideration and dependence inelastic characteristics of material for multiphase state are taken. The 
thermomechanical nonlinear behavior of an isotropic material is described by unified flow model 
generalized for the case of multiphase material state. The problem is solved numerically by the implicit step-
by-step time integration method, by the iterative method and by the finite element method. The investigation 
of the stress-strain state of an inelastic material with regard for the dependence of parameters of the flow 
model on the phase composition of a material is carried out by using of numerical simulation. We 
established that microstructural transformations significantly reduce residual inelastic strain and promote 
the appearance of compressive stresses. The results obtained in the work can be used in calculations of 
parameters of surface hardening technologies. 

Key words: pulse loading, model of flow, microstructural transformations 
 
Статтю представив член-корореспондент НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 
Вступ 
Чисельне моделювання динамічних 

термомеханічних процесів у циліндричних 
непружних тілах з мікроструктурними 
перетвореннями (далі МСП) за умов імпульсного 
опромінення є досить вагомим під час 

проєктування елементів конструкцій та викликає 
значний теоретичний і практичний інтерес для 
аналізу та оцінки міцності деталей [1]. 
Врахування МСП важливе для сталей, в яких 
відбувається найбільш суттєві зміни вільних 
об’ємів та непружних характеристик. 

©Н. Д. Яковенко, С.М. Якименко, 2023 
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У даній роботі за допомогою скінченно-
елементної методики досліджується залишковий 
напружено-деформівний стан за умов термо-
механічного імпульсного навантаження циліндра 
з мікроструктурними перетвореннями.  

Постановка задачі 
Розглядається динамічна осесиметрична 

зв’язана задача термомеханіки для кругового 
циліндра. В циліндричній системі координат 
Orz  геометричні розміри задаються наступним 
чином: 0 z L  , 0 r R  . За умов 
термомеханічного навантаження на тіло 
одночасно діють термічне і механічне 
навантаження, що супроводжуються взаємодією 
парціальних термомеханічних процесів. 

Постановка задачі включає 
– рівняння Коші  

 
, , ,

1 ,
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z r r
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    (1) 

– рівняння руху  
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    (2) 

В рівняннях (1) – (2) прийнято наступні 
позначення: ru  і zu  – компоненти вектора 
переміщень; rr , zz , rz  і   – компоненти 
тензора деформації; rr , zz , rz  і   – 
компоненти тензора напружень;   – густина 
матеріалу. 

Також до постановки задачі входить  рівняння 
теплопровідності, яке має вид 

  13 3

.

V V kk
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r r r

k D r
z z

            
        

 

(3) 

Тут   – температура;  , Vc  і k  – коефіцієнти 
лінійного теплового розширення, теплоємкості 
при сталому об’ємі і теплопровідності 
відповідно; VK  – модуль об’ємного стиску; 

kk rr zz           ; D  – швидкість дисипації;   
– абсолютна температура; Vc , k  – об’ємна 
теплоємність та коефіцієнт теплопровідності; sr – 
потужність заданих внутрішніх джерел тепла. 

У рівнянні теплопровідності (3) третій 
доданок визначає ефект зміни об’єму, 

зумовлений змінами температури та фазового 
складу матеріалу, четвертий доданок – ефект 
прихованої теплоти, а п’ятий – швидкість 
дисипації механічної енергії. 

Початкові умови задачі наступні 
0;r ru u   0;z zu u   0   , 0t  . 

Граничні умови на торці  0z   мають вид 

0 sin , ,

0, ,

q
q

q

q t t t
tq

t t

  
 

  

0 sin , ,

0, ,
zz

p t t t
t

t t






   
 

 

де 0  – початкова температура; 0q  і 0p  – задані 
параметри теплового та механічного 
навантаження відповідно; qt , t  – часові 
параметри навантаження – терміни дії імпульсів, 
між якими приймається співвідношення 2 qt t  . 
Вся інша поверхня циліндра вважається 
теплоізольованою і вільною від навантажень. 

Для моделювання нелінійної термомеханічної 
поведінки при швидкісному деформуванні 
ізотропного матеріалу в статті використана 
модель течії Боднера–Партома, узагальнена на 
випадок багатофазового складу матеріалу. Для 
врахування впливу поточного фазового складу на 
непружні характеристики для визначення 
коефіцієнтів моделі течії, що відповідають за 
границю текучості та тимчасовий опір матеріалу, 
було використано лінійне правило сумішей. 
Основні рівняння моделі Боднера – Партома 
представлено в роботі [2]. 

Мікроструктурні перетворення враховуються 
через зміни об’єму та залежність границі 
текучості і тимчасового опору від фазового 
складу матеріалу. 

Зміна об’єму матеріалу визначається під час 
фазових перетворень термотраснсформаційною 
деформацією ph

ij
  [3]  

         
   

, , .
3

r rph
ij r ij

r r

V C V C
C

V C

   
 

 

    
    

 
 

Тут C  – концентрація фази ,   – поточна 
температура;  V    – питомий об’єм фази   для 
температури  . 

Метод розв’язування 
Задача, що розглядається, є нелінійною та 

розв’язується чисельно методом покрокового 
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інтегрування за часом, ітераційного методу та 
методу скінченних елементів. Алгоритм 
розв’язування задачі викладено в роботі [4]. 

Результати розрахунків 
Розрахунки проводились за наступних 

параметрів: 32 10L м  , 65 10R м  . Параметр 
теплового навантаження дорівнює 

8 2
0 2 10 /q кВт м  , а параметр механічного 

навантаження – 0 1p ГПа . Тривалість теплового 
та механічного імпульсів відповідно рівна 

710t c  та 72 10t c  . За час формування 
залишкового стану приймається 75 10t c  . 
Початкова температура циліндра 0  дорівнює 
20 С . Початкова структура сталі наступна: 

0aC  , 0,79bC  , , 0,11f pC  , 0,10mC  , де a – 
аустеніт, b – бейніт, f – ферит, p – перліт, m – 
мартенсит. Має місце швидкий розігрів (до 
1300 C ). 

На рис. 1 зображені залишкові просторові 
розподіли інтенсивності непружної деформації 

in
ie , максимальне значення якої у смузі 

64,7 10r м  , 71 10z м   за умов 
комбінованого термомеханічного навантаження 
дорівнює max 0,06in

ie  .  

 
Рис. 1 Залишкові просторові розподіли 

інтенсивності непружної деформації in
ie  за умов 

комбінованого термомеханічного навантаження 
 
Для порівняння на рис. 2 наведено аналогічні 

розподіли лише за умов імпульсного термічного 
навантаження. Видно, що в тій же смузі 
інтенсивність непружної деформації значно 
менша max 0,01in

ie  . Це пояснюється тим, що за 
комбінованого термомеханічного навантаження 

приторцева область циліндра суттєво зминається 
за рахунок механічного навантаження в умовах її 
розігріву термічним імпульсом. 

 
Рис. 2 Залишкові просторові розподіли 

інтенсивності непружної деформації за умов 
термічного навантаження 

 
На рис. 3 та рис. 4 ілюструються відповідно 

залишкові осьові розподіли компоненти 
радіальних напружень rr  та інтенсивності 
непружної деформації in

ie . Тут суцільна лінія –  

 
Рис. 3 Залишкові осьові розподіли компоненти 

радіальних напружень rr  за умов комбінованого 
термомеханічного навантаження 

 
розрахунок із врахуванням залежності 
непружних характеристик від фазового складу 
матеріалу, штрихова лінія – розрахунок без 
врахування мікроструктурних перетворень. 

Порівняння штрихової і суцільної кривих  
свідчить про те, що врахування МСП істотно 
впливає на рівень і знак напружень, але не 
впливає на товщину мартенситного шару, який 
визначається термічними факторами. 
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Рис. 4 Залишкові осьові розподіли інтенсивності 

непружної деформації in
ie  за умов 

термомеханічного навантаження 
 

На рисунках 3 та 4 бачимо, що рівень 
залишкових радіальних напружень та 
інтенсивність непружної деформації за умов 
врахування МСП становить відповідно 

1440rr МПа   , 0,003in
ie � , а без врахування 

МСП – 1500rr МПа  , 0,01in
ie � .  

Трансформація напружень із розтягувальних в 
стискальні пояснюється тим, що у фазі 
мартенситу сталь має більший питомий об’єм 
ніж у інших фазах [3]. Також на зміну знаку 
залишкових напружень впливає врахування 
залежності параметрів моделі, що відповідають 
за непружні характеристики, від фазового складу 
матеріалу. Даний ефект носить не лише 
кількісний, але і якісний характер: поява 
залишкових стискальних напружень сприяє 
поверхневому зміцненню матеріалу. 

Параметричний аналіз розв’язку задачі 
дозволяє управляти залишковими напруженнями 
та мікроструктурою за допомогою вибору 
тривалості імпульсу та парціальними вкладами 
механічного та теплового потоку в ньому. 
Результати роботи можуть бути використані в 
інженерних розрахунках на міцність елементів 
конструкцій, деталей машин та механізмів, а 
також формування елементів конструкцій. 
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У даній роботі, що має реферативний характер, розглянуто основні принципи дії сенсорних 
систем з оптичним відгуком двох типів. Зокрема, розглянуто дві спектроскопічні технології для 
зондування деяких об'єктів або подій у неживих (синтетичних) або біологічних середовищах. У 
першій частині роботи розглянуто сенсорні технології, пов’язані з використанням спеціально 
введених у сенсорну систему зондів з оптичним відгуком. Як правило, ці зонди є спеціально 
створеними системами, спектральні властивості яких істотно змінюються при взаємодії з 
об’єктом зондування. Друга частина роботи присвячена застосуванню механізмів аутосенсорики 
(випадку, коли застосовуються власні оптичні центри середовища для детекції процесів, що 
відбуваються в біологічних чи синтетичних системах).  

Ключові слова: сенсорні системи,  оптичний відгук, аутосенсорика. 
 

This paper is a review of the scientific works of the co-authors. In the paper, the basic principles of 
action of sensor systems with optical response of two types are considered. In particular, two spectroscopic 
technologies for probing some objects or events in non-living (synthetic) or biological environments are 
considered. In the first part of the work, sensor technologies related to the use of probes with optical 
response specially introduced into the sensor system are analyzed. As a rule, these probes are specially 
developed systems, the spectral properties of which change significantly under interaction with the object of 
probing. In the first part of the work, sensors of the first type are considered. In particular, the main ideas 
used in this type of sensors are given and specific examples of the use of such sensors are analyzed: specially 
created molecules that have a low fluorescence quantum yield due to a significant number of mechanical 
intramolecular degrees of freedom. The intercalation of such probes to large biomolecules leads to a change 
in the spectral characteristics of these probes, in particular, to a significant increase in fluorescence (up to 
1000 times). The case of two-photon absorption of molecular probes in the transparency window of 
biological tissues is examined. Semiconductor and metal nanoparticles whose absorption and fluorescence 
spectra depend on their sizes were also proposed as probes of the first type (as sensors of elastic vibrations 
of the environment).The second part of the paper is devoted to the mechanisms of autosensing (the case when 
the medium's own optical centers are used to detect processes occurring in biological or synthetic systems). 
The main ideas that underlie the operation of sensors with optical response of this type were analyzed, and 
examples of such use were also given. In particular, the use of the own spectral properties of 
biomacromolecules and some coenzymes for changes in the external environment is considered. The use of 
the optical response of synthetic macromolecules on the value of their molecular weight was also analyzed. 

Key Words: sensor systems, optical response, autosensory. 
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1. Вступ 

Сенсори (плівки, кристали, молекули тощо), 
які змінюють свої оптичні властивості в резуль-
таті взаємодії з тими чи іншими зовнішніми 
чинниками, називаються сенсорами з оптичним 
відгуком. Як правило, це первинні датчики у при-
строях контролю цих змін. Як виявилося, сен-
сорні системи з оптичним відгуком є найбільш 
чутливими та експресними. Їх застосування є 
надзвичайно актуальним і в умовах війни для 
детекції малих кількостей вибухових речовин [1].  

У даній роботі розглянуто сенсорні системи з 
оптичним відгуком на основі органічних та 
неорганічних матеріалів. 

Існують дві спектроскопічні технології для 
зондування деяких об'єктів або подій у неживих 
(синтетичних) або біологічних середовищах. Ці 
чутливі технології пов’язані, по-перше, з вико-
ристанням спеціальних молекулярних або нано-
частинкових зондів з оптичним відгуком. Як 
правило, ці зонди є спеціально сконструйова-
ними та синтезованими системами, спектральні 
властивості яких істотно змінюються при взаємо-
дії з різними об’єктами. По-друге, – з оптичними 
властивостями та їх реакцією на деякі зміни у 
навколишніх середовищах, які є компонентами 
чутливих об'єктів. Основною перевагою цієї тех-
нології зондування є відсутність збурень у навко-
лишньому середовищі. Розглянуто основні прин-
ципи дії сенсорних систем двох зазначених вище 
типів. Зокрема, проаналізовано основні фізичні 
причини, що призводять до зростання інтенсив-
ності флюоресценції зондів-сенсорів при їх зв’я-
зуванні з різними об’єктами. Розглянуто застосу-
вання молекулярних флюоресцентних зондів у 
вікні прозорості біологічних тканин за рахунок їх 
двофотонного збудження. 

Друга частина роботи присвячена механіз-
мам аутосенсорики (випадку, коли застосовують-
ся власні оптичні центри систем для детекції 
процесів, що відбуваються в різного типу середо-
вищах, у тому числі, живих біологічних клітинах 
чи організмах. Зокрема, розглянуто можливості 
детекції біополімерів з функціонуванням деяких 
ферментів у клітинах. Також розглянуто оптич-
ний відгук об’єктів, які спеціально інкорпоровані 
в середовище. 

2. Сенсорні системи з оптичним відгуком 
першого типу 

Даного типу сенсори можуть бути спеціально 
розробленими та синтезованими системами, 
спектральні властивості яких (спектри оптичного 
поглинання, флюоресценції та фосфоресценції, їх 
інтенсивності, поляризація, час згасання тощо) 

істотно змінюються в результаті взаємодії з 
об’єктом зондування. 

Розглянемо взаємодії, які призводять до суттє-
вого зростання інтенсивності флюоресценції. 
Основні ідеї, що використовуються в даному 
випадку, полягають у застосуванні спеціально 
створених молекул, що мають низький квантовий 
вихід флюоресценції завдяки значному числу ме-
ханічних внутрішньо-молекулярних ступенів 
вільності, притаманних даній молекулярній 
системі (відносна рухливість окремих груп 
атомів складної молекули) при електронному 
збудженні, що виникає в результаті поглинання 
фотону, ймовірність деактивації такого 
збудження внаслідок випромінювання може бути 
значно меншою за одиницю. Зв’язування такої 
молекули з масивною макромолекулою, напри-
клад, ДНК, призводить до заморожування меха-
нічних ступенів вільності, через які збудження 
може бути «скинуто», коли молекула перебуває в 
розчині. У результаті такого зв’язування най-
більш ймовірним процесом деактивації 
збудження є випромінювання. 

Наведемо деякі приклади.  

 
Рис. 1. Спектри флюоресценції стирилових 

барвників (5×106 М пар основ) у водному розчині 
та в присутності ДНК (6×105 М молекул 
барвника на кількість пар основ) [2]. 

Як видно з рис. 1, зв’язування молекули зонда 
з ДНК призводить до зростання інтенсивності 
його флюоресценції майже у 1000 (843) разів 
(фактично мала молекула зв’язується з масивним 
тілом-макромолекулою. Крім зростання флюо-
ресценції можуть бути використані інші 
спектральні  характеристики). 

Флюоресцентні зонди можуть бути підібрані  
таким чином, що вони є селективними до певних 
молекул, які містяться у клітинах, у конкретних 

Уведіть текст тутУведіть текст тутУведіть текст тутУведіть текст тут
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клітинних утвореннях (наприклад, у ядерцях). 
Прикладом такого зонду є зонд Cyan-40 [3]. 

На рис.2 наведено флюоресцентне зображення 
клітини, в якій молекула-зонд проникла в ядерця та 
зв’язалася там з транспортною РНК. Результатом є 
інтенсивне свічення даних утворень в клітині.  

Рис. 2. Клітина карциноми, 
у якій флюоресцентний 
зонд Cyan-40 підсвічує 
ядерця. 

У випадку необхідності проникнення зонда 
глибоко в біологічну тканину використовують 
двофотонне збудження у спектральній області 
прозорості біологічних тканин (800-1000 нм) 

 

Рис. 3. Основний принцип двофотонної детекції 
ДНК. 

До першого типу сенсорів з оптичним відгу-
ком можуть бути віднесені напівпровідникові або 
металеві наночастинки, інкорпоровані в певні 
суцільні середовища. Основна ідея їх застосуван-
ня пов’язана з тим фактом, що за певних розмірів 
наночастинок проявляється ефект просторового 
обмеження руху електронів у них, що, в свою 
чергу, призводить до появи дискретної енерге-
тичної структури та залежності довжини хвилі 
поглинання від розміру наночастинки. Коливання 
такої наночастинки призводять до зміни її кольо-
ру (спектра поглинанння), а також випроміню-
вання. У роботі [4] показано, що закон осциляції 
кольору наночастинки визначається формулою 
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Використовуючи такого типу наночастинки, 
що інкорпоровані у пружне середовище, можна 
реєструвати пружні хвилі, які виникають у тако-
му середовищі, реєструючи зміну поглинання або 
флюоресценції даних наночастинок. 

Сенсорними середовищами з оптичним відгу-
ком, на наш погляд, можуть бути пружні п’єзо-
електричні середовища зі спеціально включени-
ми туди порожнинами. Зміна форми такої поро-
жнини, спричинена механічним коливаннями 
середовища, куди вона введена, має супроводжу-
ватися електромагнітним випромінюванням, що 
може бути зареєстровано зовнішніми пристроя-
ми. Такі порожнини можуть трансформуватися в 
тріщини, розвиток яких призведе до виникнення 
елекромагнітного випромінювання, але вже на 
інших частотах.  

3.  Сенсорні системи з оптичним відгуком 
другого типу. Аутосенсори з оптичним 
відгуком 

Основна ідея аутосенсорики полягає у вико-
ристанні оптичного відгуку власних компонент 
синтетичних або біологічних систем на зміни у 
навколишньому середовищі. До таких сенсорів 
можна віднести біологічні молекули, які пер-
винно присутні в клітинах, і реагують на зміни, 
що відбуваються навколо них. Прикладами таких 
молекул можуть бути ДНК, РНК, білки, 
ферменти, а також малі біологічні молекули. 
Зміна їхніх спектральних властивостей при 
взаємодії (наприклад, утворення комплексів між 
ними) з іншими молекулами клітинного середо-
вища використовуються для детекції різно-
манітних процесів [5,6]. Яскравим прикладом 
такого процесу може бути конвертація 
кофермента NADH (що характеризується 
яскравою зелено-блакитною флюоресценцією) в 
NAD+

 (де відповідна смуга поглинання і 
флюоресценція зовсім відсутні через відповідні 
хімічні перетворення). У випадку загибелі 
клітини цей процес зупиняється, і ця клітина вже 
не флюоресціює. Такий природний зонд може 
бути індикатором відносної кількості мертвих та 
живих клітин або організмів у біологічній 
системі. Іншим прикладом є використання 
власних спектральних характеристик вірусів для 
експресного визначення їх складу.  

Наведемо ще один приклад використання оп-
тичного відгуку синтетичних макромолекул на 
величину їхньої молекулярної маси. Виявляється, 
що перенесення триплетних збуджень у макро-
молекулах призводить до локалізації цих збу-
джень у кінцевих ланках макромолекули, що, в 
свою чергу, проявляється у спектрах фосфорес-
ценції. Для опису цього процесу застосовано кі-
нетичне рівняння з дифузійним та анігіляційним 
членами. Враховуючи основний вклад анігіля-
ційного члена, отримано залежність інтенсивнос-
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ті фосфоресценції від молекулярної маси макро-
молекули (сенсор на молекулярну масу) [7]: 

2
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4. Основні результати та висновки 
У роботі здійснено огляд та аналіз двох типів 

сенсорних систем з оптичним відгуком. Розгля-
нуто основні ідеї, що лежать в основі реалізації 

сенсорики зі спеціально введеними сенсорними 
системами як біологічного, так і синтетичного 
походження, а також аутосенсорики, де застосо-
вуються власні  оптичні властивості органічних 
та неорганічних середовищ. Розглянуто конкрет-
ні приклади застосування сенсорів з оптичним 
відгуком, в тому числі ті, що висвітлені в роботах 
авторів. Показано, що доцільність застосування 
кожного з вказаних вище сенсорів з оптичним 
відгуком  залежить від конкретної ситуації. 
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Сингулярно збурені задачі з точками звороту виникають як математичні моделі для різних 
фізичних явищ. Задача з внутрішньою точкою звороту є одновимірною версією стаціонарної 
конвекційно-дифузійної задачі з домінуючим конвективним членом і полем швидкості, яке змінює свій 
знак у водозбірнику. Задачі з граничними точками звороту, з іншого боку, виникають у геофізиці та 
при моделюванні теплових прикордонних шарів у ламінарному потоці. У роботі проведено аналіз 
результатів з асимптотичного аналізу сингулярно збурених задач з точками звороту. Для однорідної 
системи сингулярно збурених диференціальних рівнянь з малим параметром при старшій похідній і 
точкою звороту, одержані умови для побудови рівномірної асимптотики розв’язку. Розглядається 
випадок, коли спектр граничного оператора містить кратні і тотожно рівні нулю елементи. 
Асимптотику побудовано методом істотно особливих функцій, який дозволяє в околі точки звороту 
використати модельний оператор Ейрі. Конструкція асимптотичних розв’язків містить довільні 
сталі, які визначаються однозначно під час розв’язання ітераційних рівнянь. Водночас отримано 
умови існування розв’язку системи диференціальних з малим параметром при старшій похідній та 
при наявності точки звороту, за умови, що точка звороту міститься на інтервалі ].;0[ l  Наведено 

приклад побудови асимптотики однорідної системи диференціальних рівнянь. 
Ключові слова: малий параметр, точка звороту, система сингулярно збурених рівнянь, функції 

Ейрі, рівняння Ліувілля. 

 

Singularly perturbed problems with turning points arise as mathematical models for various physical 
phenomena. The internal turning point problem is a one-dimensional version of the steady-state convection-
diffusion problem with a dominant convective term and a velocity field that changes sign in the reservoir. 
Boundary turning point problems, on the other hand, arise in geophysics and in the modeling of thermal 
boundary layers in laminar flow. The paper analyzes the results from the asymptotic analysis of singularly 
perturbed problems with turning points. For a homogeneous system of singularly perturbed differential 
equations with a small parameter at the highest derivative and a turning point, the conditions for 
constructing a uniform asymptotic solution are obtained. We consider the case when the spectrum of the 
limit operator contains multiple and identically zero elements. The asymptotics are constructed by the 
method of essentially singular functions, which allows using the Airy model operator in the vicinity of the 
turning point. The construction of asymptotic solutions contains arbitrary constants, which are determined 
uniquely during the solution of the iterative equations. At the same time, the conditions for the existence of a 
solution of a system of differentials with a small parameter for the highest derivative and for the presence of 
a turning point are obtained, provided that the turning point is located on the interval  ].;0[ l  An example of 

constructing the asymptotic of a homogeneous system of differential equations is given. 

Keywords: small parameter, turning point, singular perturbations, Airy functions, Liouville equation. 
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1. Вступ  

Багато процесів в природі, фізиці, 
інженерній справі характеризуються різкою 
зміною характеру поведінки системи. При описі 
таких систем застосовуються математичні 
моделі, які описуються сингулярно збуреними 
диференціальними рівняннями. Такі рівняння 
мають сингулярні точки, де коефіцієнти або 
функції стають невизначеними або руйнуються, 
що призводить до суттєвих труднощів у їх 
аналізі та розв'язанні. Більше того, розв'язування 
таких рівнянь може вимагати спеціалізованих 
методів та аналізу, щоб врахувати особливості 
сингулярних точок та збурень. 

Історично такі задачі виникли у небесній 
механіці при дослідженні поведінки зірок, 
силових впливів планет та інших небесних тіл 
тощо. В подальшому сингулярно збурені 
диференціальні рівняння почали широко 
застосовувати у задачах оптимального 
керування; фізиці руйнування матеріалів – при 
вивченні поведінки матеріалів під впливом 
зовнішніх навантажень, таких як напруження та 
температурні зміни, коли можуть виникати 
диференціальні рівняння зі сингулярними 
коефіцієнтами у точках локального руйнування 
матеріалу; у моделях екологічних систем та 
дослідженнях біологічних процесів, пов’язаних з 
ростом та розвиток організмів  в умовах нестачі 
ресурсів або інших обмежень і т.і.  

Загальний клас задач на власні значення з 
двоточковими граничними умовами на 
кінцевому інтервалі, породжених 
диференціальним рівнянням з невизначеною 
ваговою функцією, яка має кілька нулів або 
полюсів досліджено у [1]. Робота [2] ілюструє, як 
за допомогою перетворення Ліувіля 
диференціальне рівняння зводиться до однієї з 
чотирьох стандартних форм із неперервними 
коефіцієнтами. Після чого будуються 
асимптотичні наближення для розв’язків у 
термінах функцій параболічного циліндра. 
Наведено основні властивості функцій 
параболічного циліндра. Для кожного 
наближення дано строгі обґрунтовані оцінки 
похибок.  

В роботі [3] запропоновано два підходи: 
короткохвильове граничне наближення та 
довгохвильове граничне наближення для 
побудови асимптотики розв’язку рівняння Орра-
Зоммерфельда. Процедура полягає у 

перетворенні рівняння Орра-Зоммерфельда в 
систему двох звичайних диференціальних 
рівнянь другого порядку для яких власні 
значення та власні функції можуть бути 
апроксимовані 

У роботі [4] досліджується спектральна 
теорія несамоспряженого двоточкового 
диференціального оператора n-го порядку L у 
комплексному гільбертовому просторі. 
Встановлено умову повноти для дискретних 
операторів Гільберта-Шмідта. Основні 
особливості спектральної теорії для L включають 
асимптотичні формули для характеристичного 
визначника та функції Гріна; класифікацію 
граничних значень: регулярні, нерегулярні або 
вироджені; обчислення власних значень і 
відповідні алгебраїчні кратності та сходження. 

Окремої уваги заслуговує сингулярно 
збурене диференціальне рівняння Ліувілля, яке 
відіграє важливу роль у різних областях фізики, 
хімії та математики, сприяючи розвитку 
теоретичних моделей та розумінню властивостей 
фізичних систем. 

Класичне рівняння Ліувілля є частинним 
випадком рівняння виду 

     xhxyxbxyxaxxy  ),(),(~),( ''''3   (1) 

при 0)( xb . Для рівнянь вищіх порядків та їх 
систем додаються нові особливості і труднощі 
при їх дослідженні, оскільки спектр виродженого 
оператора складається з двох груп елементів: 
стабільних і нестабільних [5-7]. 

В цій роботі опишемо алгоритм методу 
істотно особливих функцій для побудови 
розв’язку і сформулюємо умови його існування 
на інтервалі  1,0  для системи сингулярно 
збурених диференціальних рівнянь з 
диференціальною точкою звороту. 

2. Постановка задачі  

Нехай задана система сингулярно збурених 
диференціальних рівнянь вигляду  

     xНxYxAxY   ,,),('  (2) 

де 0 ,  1;0x , де 

















000

000

010

1A ,  
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xaxb
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
  – відома 

матриця,  
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 
 















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




,

,
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,

3

2

1

xy

xy

xy

xY  – шукана вектор-

функція,     xhcolomnxH ,0,0  – задана вектор-

функція [8]. 
Систему (2) будемо досліджувати за таких 

умов: 
С1.      .,0)(,, lСxhxbxa   
C2.   ),(~ xaxxa  ,0)(~ xa .0)( xb  

3. Методика побудови асимптотики 
розв’язку системи 

Рівномірну асимптотику розв’язку для задачі 
(1) побудуємо методом істотно особливих 
функцій [9, 10]. Алгоритм цього методу можна 
подати у вигляді. 

І крок. Розширення сингулярно збуреної 
задачі.  

В сингулярно збуреній задачі з точкою 
звороту поряд із незалежною змінною x  

вводиться нова вектор-змінна )(xt p   
. Тоді 

замість шуканої вектор-функції ),( xY  
вивчається нова «розширена вектор-функція» 

),,(
~ txY . При чому розширення проводиться 

таким чином, щоб виконувалась умова як в 
методі регуляризації  

).,(),,(
~

)(
  xYtxY kxtk p    

p i )(x  визначається для кожного конкретного 
випадку. Відбувається перехід від задачі з 
однією змінною до задачі з двома змінними. 

ІІ крок. Простір безрезонансних розв’язків. 
Для регуляризації вводиться вибраний простір 

функцій, який називають простором 
безрезонансних розв’язків і для кожної 
конкретної задачі цей простір має свою 
специфіку. 
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ІІІ крок. Регуляризація сингулярно збуреної 
задачі. 

Розширена задача вивчається у просторі 
безрезонансних розв’язків і зводиться до 
рівняння, у який малий параметр 0  входить 
регулярно. 

ІV крок. Формалізм побудови розв’язку 
задачі.  

Оскільки розширена задача є регулярно 
збуреною відносно малого параметра в ПБР, то 
розв’язок задачі будемо шукати у вигляді ряду  

,)()(),,(
~

2

.

0
.hom 










r

partr

r

r
k xYxYtxY   

де 
3   . 

Побудову асимптотичного ряду частинного 
розв’язку розпочинаємо з від’ємних степенів 
малого параметра з метою одержання 
рівномірної асимптотики розв’язку ССЗДР. 
Права частина буде мати розрив другого роду в 
точці звороту. Тому в загальному випадку вона 
не належатиме множині значень головного 

розширеного оператора L  [5].  
V крок. Побудова формальних розв’язків 

однорідної розширеної системи. 
Покажемо, що ця система рівнянь є 

асимптотично коректною у ПБР kD . На цьому 
етапі розробляється теорія існування 
ітераційного рівняння виду 

     ,xZFxZxФ krkr   
де )(x - матриця, )(xZkr - вектор-стовпець 
складений з аналітичних функцій  

       ,,,, xxx ikik . 
При цьому будуються перші члени 
асимптотичного розв’язку однорідної 
досліджуваної задачі. 

VI крок. Побудова формальних розв’язків 
неоднорідної розширеної системи. 

На даному кроці будується розв’язок 
неоднорідної задачі за допомогою рекурентного 
рівняння  

     ,xZFxZxФ krkr   
де )(x – матриця, )(xZkr – вектор-стовпець 
складений з аналітичних функцій 

     }.,,,,,{2  xxgxf kkk  
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VII крок. Оцінка залишкових членів 
асимптотики розв’язку. 

На цьому етапі проводимо оцінку залишкових 
членів 

),()1(
1   xqk

q


  

),()1(
1   xqk

q


  

одержаних розв’язків. 
VIII крок. Побудова загального розв’язку 

системи (2): 
).,(),(),( hom  xYxYxY part  

Справедлива теорема. 
Теорема 1. Нехай система сингулярно 

збурених диференціальних рівнянь (2) 
задовольняє умови: 

1)    ;;0 lCxH    
2)   .0)(,0)(~),(~  xbxaxaxxa   

Тоді при достатньо малих значеннях 
параметра 0  методом істотно особливих 
функцій можна побудувати асимптотику 
розв’язку ),,( txY  даної системи у вигляді 
асимптотичного ряду 

       


















2

1

3/21

0

),,(
k

k
q

kr

q

r

r xUOxtxY   

     
  


























)(

)(
3/2

3/2
1

0

3
1

xd

xdU
Ox kq

kr

q

r

r




  

        







 









 xOxfOx
r

q
r

rq

r
r

r  3/2

0

11

0

)(  

   
 

 
 





























)(

)(

)(

)(
3/2

3/2

3/2

3/2

0

3
1

xd

xd

xd

xd
xg r

r

r








 

 1

0
)(





 q

O
r

xr
r  . 

4. Приклад побудови асимптотики 
розв’язку однорідної системи 

Проілюструємо використання описаного 
підходу до побудови асимптотики розв’язку 
систему  

     xНxYxAxY   ,,),('  (3) 

де 0 ,  1;0x , де ,
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Систему (3) будемо досліджувати за таких 
умов: 

Q1.      .1,0Сxbіxa  
Q2.   ),(~ xaxxa  ,4)(~ xa ),44()(  xxb   
       .0)( xh  

Тобто знайдемо ),(.hom xY  для системи (3).  
Дана система відповідає сингулярно 

збуреному диференціальному рівнянню третього 
порядку 

.0),()44(),(4),( ''''3   xyxxyxxy  (4) 

Вироджене рівняння, що відповідає системі 
(3) має вигляд 

  .0)(4 '  xxx   (5) 

Характеристичне рівняння запишеться 
таким способом: 
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ExA  

Корені характеристичного рівняння 01   і 

.23,2 ix   

Згідно алгоритму введемо регуляризуючу 
змінну  xt p    , де показник p  і функцію 

 x  необхідно визначити. 

Для визначення “розширеної” функції 
одержимо “розширене” векторне рівняння 
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(6) 

Асимптотику розв’язку розширеного 
рівняння (6) будуємо у вигляді ряду 

          



2

1

',,,,.hom k
tiUxiktiUxiktxY   

 ,, xk  
 

де          ,,,,,, xkxkxkx   – 

аналітичні функції відносно малого параметра 
0 . 

Прирівняємо коефіцієнти при ІОФ в 
одержаній системі. Будемо мати такі векторні 
рівняння ( 3,1;2,1  ki ) 

    xxtU i
'1' ,:)(    

  0),(,)(    xxxA , 
(7) 
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      xxxtU i
'21 ,:)(    

  .0),(,)(   xxxA  

При  

3
1,

3
2  p  

векторні рівняння (7) запишемо у вигляді:  

        
       
         
          
         
           




























,,,4,)44(,'

,,,,'

,,,,'

,,,4,)44(,

,,,,'

,,,,'

3
'3

213

2
'3

32

21
'3

1

3
'3

213
'

2
'3

32

1
'

2
3

1













xxxxxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxxxx

xxxx

xxxx

iiii

iii

iii

iiii

iii

iii

 
(8) 

де 3

1

  . Таким способом, одтримали регулярно 
збурену систему. 

 

Розв’язки однорідної розширеної системи (8) 
побудуємо у вигляді рядів 

       .,,,
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xxxx ikr
r

r
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r
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r
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






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Підставимо ряди (9) в (8). Тоді для 
визначення вектор-функцій  
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ми одержимо наступні рекурентні системи 
рівнянь: 
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,2,1,0,00
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rxikZxФ
 (10) 

де 

              xxxxxxcolomnxZ ririririririikr 321321 ,,,,, 
, а  

 

 
 

 
   

   
   


































xxxx

xx

xx

xxx

x

x

xФ

'

'

'

'

'

'

000444

00100

00000

04)44(00

10000

00000










 
(11) 

Обчислимо визначник матриці (11). В 
результаті одержимо:  

   xdet  

            .2'4'22')(2)(2 xxxxxxxaxa  
На даний момент регуляризуюча функція  x  

ще не визначена. Тому визначимо її як розв’язок 
задачі 

        ,04'22'8216  xxxxxx 

      ,0
22'4  xxx   

    .)(42' xxxx   

Отже, 

        .00,det42'   xAxxx  (12) 

Перш ніж продовжити дослідження і 
написати розв’язок задачі (8) необхідно 
розібратися із знаком правої частини рівняння. 
При виконанні умови  

    0det  xaxA  

розв’язком буде функція 
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xx 3 4)(  . 

.4)(' 3x  

Оскільки   ,0det xФ то існує нетривіальний 

розв’язок системи (8) вигляду 

 xZkr  (13) 
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де   3,1;2,1;2,0,0  kirxik  – до певного 
моменту вільні, достатньо гладкі функції при 

 1;0x . 

З явного вигляду матриці (11) і розв’язку 
(13) видно, що систему (8) можна розбити на дві 
системи 
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 (15) 

Ці системи незалежні одна від одної. Але при 
побудові асимптотики розв’язку розширеного 
рівняння вони беруть участь одночасно на 
кожному ітераційному кроці. 

Розв’яжемо дані системи. Спочатку 
розглянемо ці системи при 3r . Врахувавши, 
одержаний розв’язок (13), з систем (14) і (15) 
одержимо 
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
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Дослідити більш детально праві частини 
систем (16) і (17). Для того, щоб існував 
нетривіальний розв’язок систем (16) і (17) 
необхідно і досить, щоб ранги розширених 
матриць співпадали з відповідними рангами 
матриць цих систем [8]. Для виконання цих умов 
скористаємось довільністю функцій  xik 0 : 

 
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 (19) 

З (18) при фіксованих 2,1i  одержимо 

диференціальне рівняння 

.0)(
4

44
)(2 3030 


 x

x

x
x ii   (20) 

З (19) при фіксованих 2,1i  одержимо 

диференціальне рівняння 

  .0488 2020  ii xx   (21) 

В (18) і (19) гладкими розв’язками будуть 
функції     ,2,1,3,1,

~
0

0
00  ikxx ikikik  де 

 xik
0

0  – довільні сталі,  xik 0
~
  – частинні, 

достатньо гладкі для всіх  1;0x , розв’язки 

однорідних рівнянь (10). 

При такому визначенні вектор-функцій  xZk0  
існують розв’язки неоднорідних систем 
алгебраїчних рівнянь (16) і (17) вигляду 
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(22) 

де   3,1,2,1,  kixikr  до певного часу довільні, 
достатньо гладкі для всіх  1;0x . 

Продовжуючи далі розв’язувати ітераційні 
системи алгебраїчних рівнянь (16) і (17) при 

3r , методом математичної індукції можна 

показати, що ці системи рівнянь асимптотично 
коректні в такому смислі. Якщо вимагати 
існування розв’язків систем рівнянь (16) і (17) 
при qr ;0 , то кожна з цих систем при 1;0  qr , 
визначається з точністю до двох довільних 
скалярних множників  xik

0
0 , які утворюють 

довільний вектор  0
3

0
2

0 , ririikr colomn   . 

Третій формальний розв’язок розширеної 
системи (6) 

   





0
,

r
xkr

rxk  . (23) 

Для визначення вектор-функцій  xkr  
одержимо рекурентні системи рівнянь 

   
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

 (24) 

де         xxxcolomnx rrrr 221 ,,    – невідома 
вектор-функція. 
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Дослідимо розв’язок однорідного рівняння 
    000  xxA  . В результаті отримаємо 0)(30 x  

і систему двох рівнянь: 
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З цієї системи отримаємо наступне 
диференціальне рівняння  

.0)()44()('4 1010  xxxx   (25) 

Розв’язок рівняння (25) запишемо у вигляді: 
,)( 0

1010
xexx    

де 0
10  – довільна стала.  
На наступному кроці ми отримаємо 

неоднорідну систему рівнянь. Її розв’язок також 
буде містити одну довільну сталу 0

11 . 
Продовжуючи далі розв’язувати системи рівнянь 
(24) будуємо третій формальний розв’язок 
системи (6) у вигляді ряду 

Таким чином ми побудували три лінійно 
незалежні розв’язки для системи (2) у вигляді 
формального ряду 
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є формальним розв’язком системи (3). 
Таким способом, тепер можемо записати 

асимптотику для загального розв’язку 
системи (3).  

Висновок 1. Асимптотику розв’язку 
однорідної системи (3) при виконанні умов Q1 
та Q2 можна записати у вигляді ряду 
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5. Висновки 

Таким способом в роботі проведено аналіз 
результатів з асимптотичного аналізу сингулярно 
збурених задач з точками звороту. Для 
однорідної системи сингулярно збурених 
диференціальних рівнянь з малим параметром 
при старшій похідній і точкою звороту (2), 
одержані умови для побудови рівномірної 
асимптотики розв’язку.  

Розглянуто випадок, коли спектр граничного 
оператора містить кратні і тотожно рівні нулю 
елементи. Асимптотика розв’язку будується 
методом істотно особливих функцій, який 
дозволяє в околі точки звороту використати 
модельний оператор Ейрі.  

Конструкція асимптотичних розв’язків 
містить довільні сталі, які визначаються 
однозначно під час розв’язання ітераційних 
рівнянь. Теоремою 1 визначено умови існування 
розв’язку системи диференціальних з малим 
параметром при старшій похідній та при 
наявності точки звороту, за умови, що точка 
звороту міститься на інтервалі ].;0[ l  Розглянуто 
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приклад побудови асимптотики однорідної 
системи диференціальних рівнянь (3) з 
відповідними умовами на коефіцієнти. 
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