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У данiй статтi наводиться стислий огляд послiдовного аналiзу, а також мiсце в ньому
послiдовного розподiлу ресурсiв. Розглядаються стратегiї послiдовного розподiлу ресурсiв у се-
редовищi, яке представлене моделлю стохастичного багаторукого бандита. Головною метою в
представленiй моделi є максимiзацiя прибутку, що еквiвалентно мiнiмiзацiї втрат. У такому
середовищi алгоритм послiдовно вибирає дiю та отримує винагороду з розподiлу, пов’язаного
з цiєю дiєю. Параметри такого розподiлу не вiдомi заздалегiдь. В статтi наводиться огляд
моделi багаторукого бандита у стохастичному середовищi та розглядаються стратегiї для да-
ного випадку. Наведенi теоретичнi результати використовуються для розробки програмного
забезпечення для дослiдження стратегiй. Наведений чисельний експеримент.

Ключовi слова: послiдовний аналiз, проблема багаторукого бандита, мiнiмiзацiя втрат.

In this paper, we consider policies for the sequential resource allocation under the multi-armed
bandit problem in a stochastic environment. In this model, an agent sequentially selects an action from
a given set and an environment reveals a reward in return. In the stochastic setting, each action is
associated with a probability distribution with parameters that are not known in advance. The agent
makes a decision based on the history of the chosen actions and obtained rewards. The objective is
to maximize the total cumulative reward, which is equivalent to the loss minimization. We provide a
brief overview of the sequential analysis and an appearance of the multi-armed bandit problem as a
formulation in the scope of the sequential resource allocation theory. Multi-armed bandit classification
is given with an analysis of the existing policies for the stochastic setting. Two different approaches
are shown to tackle the multi-armed bandit problem. In the frequentist view, the confidence interval
is used to express the exploration-exploitation trade-off. In the Bayesian approach, the parameter that
needs to be estimated is treated as a random variable. Shown, how this model can be modelled with help
of the Markov decision process. In the end, we provide numerical experiments in order to study the
effectiveness of these policies.

Key Words: sequential analysis, multi-armed bandit problem, regret minimization.

Статтю представила д.ф.-м.н., доцент Розора I. В.

1 Вступ

Проблема багаторукого бандита вiдноситься до
областi послiдовного розподiлу ресурсiв, яка
розглядається в теорiї послiдовного аналiзу. Ви-
вчення цiєї проблеми також належить до за-
гальної концепцiї навчання з пiдкрiпленням, що
є однiєю з галузей у сферi штучного iнтелекту.

Проблема багаторукого бандита представ-
ляє собою пошук компромiсу у виборi мiж до-
слiдженням простору варiантiв i використан-
ням найоптимальнiшого варiанту з ранiше вi-

домих для прийняття рiшень у реальному часi
в умовах невизначеностi. Знаходження балан-
су мiж дослiдженням i використанням є необ-
хiдним для досягнення оптимального результа-
ту з найменшими втратами в довгостроковiй
перспективi. Зрозумiло, що система, яка зав-
жди вибирає дослiдження нових варiантiв, бу-
де втрачати можливiсть отримання переваг вiд
вже здобутих знань. З iншого боку, система, яка
використовує тiльки iснуючi знання, не в змо-
зi адаптуватися до значних змiн у зовнiшньому
середовищi для досягнення оптимального ре-

© А.С. Джога, 2021
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зультату чи його покращення з часом. Ця про-
блема вiдома як дилема мiж дослiдженням та
використанням та до її розв’язку можна набли-
зитись за допомогою адаптивної стратегiї послi-
довного розподiлу ресурсiв.

Сучасна iсторiя послiдовного аналiзу по-
чинається з дослiдження перевiрки статисти-
чних гiпотез, проведеного Wald A. [1], для зна-
ходження методiв отримання статистичних ви-
сновкiв з не фiксованим наперед числом ви-
пробувань контролю якостi продукцiї. Теорети-
чнi дослiдження у послiдовному аналiзi та їх
застосування знайшли вiдображення в роботах
Barnard G. A., Anscombe F. J., Stein C., Wolfowi-
tz J., Thompson W. R., Robbins H. та iнших.

Успiх теорiї послiдовного аналiзу в обла-
стi перевiрки статистичних гiпотез дав по-
штовх дослiдженню послiдовного оцiнювання.
Haldane J. B. S. [2] та Stein C. [3] описали, як
деякi проблеми точкового та iнтервального оцi-
нювання можна розв’язувати за допомогою по-
слiдовного аналiзу. У своїй роботi Stein C. про-
демонстрував, що таким чином можливо отри-
мати довiрчий iнтервал з довжиною, яка задана
експериментатором та не залежить вiд диспер-
сiї розподiлу.

Iнша теорiя, яка витiкає з теорiї послiдов-
ного аналiзу i є фундаментальною для бага-
тьох класiв проблем багаторукого бандита, це
теорiя оптимальної зупинки. Каталiзатором ви-
окремлення цього напрямку послужили робо-
ти Wald A. & Wolfowitz J. [4] та Arrow K. J.,
Blackwell D. & Girshick M. A. [5], присвячен-
нi дослiдженню задач послiдовної перевiрки
статистичних гiпотез. В цих роботах був за-
пропонований пiдхiд Баєса для розв’язку про-
блеми оптимальної зупинки. Умовна особа,
що приймає рiшення, спостерiгає послiдовнiсть
{Rn,Fn, n > 1} при E |Rn| <∞ для усiх n, де n
це горизонт, Rn — винагорода та Fn — фiльтра-
цiя. На кожному кроцi потрiбно зробити вибiр:
зупинити вiдбiр вибiрки та отримати доступну
винагороду Rn чи продовжити генерацiю в очi-
куваннi отримати бiльшу винагороду в майбу-
тньому. В даному випадку оптимальне правило
зупинки N можливо знайти через максимiза-
цiю очiкуваної винагороди E[RN ]. Для пошуку
N можемо вiдштовхуватися вiд рiвняння типу

Vn = max (Vn,E[Vn+1|Fn]) , n = 1, 2, . . . .

Проблему оптимальної зупинки у загальному
виглядi описав Snell J. L. [6], а Bellman R. [7]

створив роздiл математики, присвячений ме-
тодам розв’язання багатокрокових задач опти-
мального керування — динамiчне програмува-
ння.

Подальшi дискусiї, присвяченi послiдовно-
му розподiлу ресурсiв, були започаткованi у ро-
ботах Thompson W. R. [8] та Robbins H. [9],
де автори аналiзували проблему багаторуко-
го бандита. Розглядався експеримент, де осо-
ба, що приймає рiшення, на кожному кроцi t
послiдовно обирає одну з двох дiй (дворукий
бандит), та спостерiгає послiдовнiсть винагород
X1, X2, . . . Xn. З кожною дiєю пов’язаний розпо-
дiл iмовiрностей, параметри якого не вiдомi за-
здалегiдь. Головною метою експерименту було
пошук стратегiї, при якiй послiдовний вибiр дiй
приводив би до найбiльшої можливої сукупної
винагороди за n крокiв

∑n
t=1Xt. Результатом

роботи стали опис математичної моделi пробле-
ми багаторукого бандита та формалiзацiя поня-
ття ефективностi цих стратегiй. Цi дослiдження
послужили початком вивчення проблеми бага-
торукого бандита як окремого напрямку.

Проблему багаторукого бандита почали до-
слiджувати в контекстi рiзних середовищ: ста-
цiонарне стохастичне, де процеси винагороди
кожної дiї в моделi багаторукого бандита роз-
глядаються як незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини; нестацiонарне, де параме-
три дiй моделi змiнюються з часом; марковське,
де процес винагороди описаний ланцюгом Мар-
кова; змагальне, де вiдмовляються вiд усiх при-
пущень щодо характеру процесiв, пов’язаних з
дiями в моделi; та iншi.

Також варто зазначити один з важливих
проривiв в цiй областi, зроблений у роботi Gi-
ttins J. & Jones D. M. [10]. Автори цiєї робо-
ти використовували теорiю динамiчного про-
грамування з геометричним дисконтуванням
для розв’язку задачi багаторукого бандита, яку
описав Robbins H. Результатом роботи став
узагальнений розв’язок проблеми багаторукого
бандита за допомогою, так званих, iндексiв ди-
намiчного розподiлу, що дозволило звести по-
ставлену задачу до параметризованого сiмей-
ства розв’язкiв проблеми оптимальної зупинки.

Бiльш детальний огляд розвитку послiдов-
ного аналiзу та опис раннiх робiт з проблеми
багаторукого бандита, можна знайти у роботах
Ghosh B. K. & Sen P. K. [11] та Siegmund D. [12].

За останнi 10-15 рокiв кiлькiсть дослiджень
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у цьому напрямку iстотно зросла, що пов’язано
з розвитком цифрових технологiй та їх широ-
кого використання. Наприклад, модель багато-
рукого бандита, як адаптивна стратегiя, часто
використовується у системах рекомендацiй, ди-
намiчному цiноутвореннi, адаптивнiй маршру-
тизацiї для мiнiмiзацiї затримок у мережi та
клiнiчних випробуваннях.

У данiй роботi розглядається стратегiя для
послiдовного розподiлу ресурсiв у середовищi,
яке представлене моделлю стохастичного бага-
торукого бандита. У наступних роздiлах приво-
диться класифiкацiя моделей багаторукого бан-
дита, наводиться їх математична модель, дає-
ться аналiз iснуючих стратегiй та проводяться
чисельнi експерименти з метою вивчення ефе-
ктивностi цих стратегiй.

2 Класифiкацiя моделей багаторукого
бандита

Проблема багаторуких бандитiв — це послi-
довна взаємодiя мiж суб’єктом, що приймає
рiшення, так званим агентом, та зовнiшнiм
середовищем. Ця взаємодiя вiдбувається про-
тягом n крокiв, де n — натуральне число,
що називається горизонтом. На кожному кро-
цi t = 1, 2, . . . , n агент обирає дiю At iз зада-
ної множини A = {1, 2, . . . , k}, у вiдповiдь се-
редовище видає винагороду Xt ∈ R>0. Вибiр
дiї At залежить вiд iсторiї попереднiх виборiв
i їх результатiв Ht−1 = (A1, X1, . . . , At−1, Xt−1).
Метою агента є послiдовний вибiр таких дiй iз
заданої множини A, якi призводять до найбiль-
шої можливої сукупної винагороди за n крокiв,
тобто

∑n
t=1Xt.

В данiй постановцi задачi стратегiя аген-
та — це вiдображення з множини виборiв та їх
результатiв в множину дiй, агент будує стра-
тегiю для послiдовної взаємодiї з середовищем
для збiльшення сукупної винагороди. Вiдповiд-
но середовище це вiдображення з послiдовностi
виборiв у винагороду. I агент, i середовище мо-
жуть приймати рiшення (тобто обирати дiї чи
винагороди вiдповiдно) випадковим чином.

Ключовим моментом у данiй проблемi є те,
що середовище не вiдоме для агента, тобто не
вiдомий розподiл iмовiрностей винагород ко-
жної дiї моделi. Все, що вiдоме агенту, це те,
що справжнє середовище належить до певного
класу середовищ.

Однiєю з метрик вимiрювання ефективно-
стi стратегiї агента є його втратиRn за n крокiв,
що є рiзницею мiж очiкуваною винагородою
при виборi оптимальної дiї на кожному кроцi та
винагородою при виборi дiй вiдповiдно до зада-
ної стратегiї. Вперше ця метрика була запропо-
нована у роботi Lai T. L. & Robbins H. [13]. Су-
купнi втрати є функцiєю вiд часу та можуть бу-
ти визначенi як втрати знецiнювання на нескiн-
ченному горизонтi, чи як сума втрат на скiн-
ченному горизонтi. Чим швидше цiльова стра-
тегiя у процесi використання наближається до
оптимальної, тим повiльнiше зростають суку-
пнi втрати. Оптимальна стратегiя зводить до
мiнiмуму сукупнi втрати за будь-який часовий
горизонт n.

За рiзними властивостями проблему бага-
торукого бандита можна подiлити на велику
кiлькiсть категорiй. За кiлькiстю крокiв роз-
глядають моделi зi скiнченним i нескiнченним
горизонтом. За кiлькiстю дiй проблему можна
подiлити на моделi з двома дiями, k дiями та не-
скiнченною кiлькiстю дiй. З точки зору стацiо-
нарностi середовища видiляють моделi стацiо-
нарнi, де розподiл iмовiрностей винагород фi-
ксований i незалежний, та нестацiонарнi — роз-
подiл iмовiрностей дiй може змiнюватись з ча-
сом. Також виокремлюють моделi, де процес
винагороди кожної дiї має залежнiсть вiд до-
даткової iнформацiї (контексту).

За характером процесу винагороди та вра-
ховуючи аналiз ефективностi стратегiй ви-
окремлюють три фундаментальнi постановки
проблеми: стохастичну, змагальну i марковську.

Стохастичний багаторукий бандит. У
цiй моделi винагорода кожної дiї є незалежною
i однаково розподiленою. Оптимальна стратегiя
для будь-якої стохастичної моделi — це страте-
гiя вибору дiї з найвищою очiкуваною винаго-
родою за весь горизонт.

Очiкуванi сукупнi втрати при використаннi
стратегiї s, яка визначає послiдовнiсть вибору
дiй Is1 , . . . , Isn на горизонтi n, визначається як

E [Rsn] = E

[
max
i=1,...,k

n∑
t=1

Xi,t −
n∑
t=1

XIst ,t

]
,

де Xi,t це винагорода отримана вiд середовища
на кроцi t при виборi дiї i. Ця модель буде роз-
глядатися детально у наступних роздiлах даної
статтi.
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Змагальний багаторукий бандит. У та-
кiй моделi процес винагород не є випадковим.
Послiдовнiсть винагород можна розглядати як
вибранi умовним супротивником. За характе-
ром взаємодiї супротивника видiляють два ви-
падки: супротивник вибирає послiдовнiсть ви-
нагород на початку горизонту, тобто вiн не за-
ймається вивченням стратегiї агента; супротив-
ник обирає винагороди на кожному кроцi, що
часто формулюють в термiнах теорiї iгор, а та-
кож використовують критерiй мiнiмаксу.

Як метрика вимiрювання ефективностi у
змагальнiй моделi частiше використовуються
втрати за найгiршим для обраної стратегiї сце-
нарiєм. Нехай P — це множина усiх можливих
послiдовностей k×n на [0, 1] для усiх n ∈ N, то-
дi очiкуванi втрати за найгiршим для обраної
стратегiї s сценарiєм на послiдовностi P ∈ P:

sup
P∈P

E
[
Rs,Pn

]
.

За таких умов найкраща стратегiя та, яка до-
сягає менших втрат за найгiршим сценарiєм.

Найменшi очiкуванi втрати у найгiршому
випадку, якi може отримати будь-яка стратегiя
s з усiх можливих S, виражається через мiнi-
макс втрати:

inf
s∈S

sup
P∈P

E
[
Rs,Pn

]
.

Найпоширенiший алгоритм (iмплементацiї
однiєї зi стратегiй) для змагального багатору-
кого бандита є результатом роботи Auer P. та
iнших [14] — Exp3. Цей алгоритм використо-
вує вагу у виглядi експоненцiальної функцiї для
оцiнювання дiй. Експонентне зростання допо-
магає значно збiльшити вагу кращих дiй.

Марковський багаторукий бандит. У
марковських бандитах кожна дiя асоцiйована з
ланцюгом Маркова, а перехiд до нового стану
вiдбувається, коли цю дiю вибирають. Ця мо-
дель була розглянута у роботi Gittins J. [15], де
вiн довiв, що найоптимальнiша стратегiя — це
стратегiя вибору найвищого iндексу динамiчно-
го розподiлу.

В iншому варiантi моделi марковських бан-
дитiв перехiд дiї у новий стан вiдбувається на
кожному кроцi незалежно вiд того, вибрана ця
дiя чи нi (англ. restless markov bandit). Ця мо-
дель вперше була представлена у роботi Whi-
ttle P. [16]. У даному випадку проблема не має
загального розв’язку.

У стандартнiй марковськiй моделi дiя
i = 1, 2, . . . , k описується нерозкладним аперiо-
дичним ланцюгом Маркова з дискретним ча-
сом, який приймає значення у скiнченнiй мно-
жинi станiв Si, ris — винагорода у станi s ∈ Si,
Pi = {pi(s, s′), s, s′ ∈ Si} — матриця ймовiрно-
стей переходу дiї i. Метою моделi є пошук по-
слiдовностi дiй, яка призводить до найбiльшої
можливої сукупної винагороди.

3 Модель стохастичного багаторукого
бандита

Модель стохастичного багаторукого бандита
задається k-вимiрним вектором ν = (ν1, . . . , νk),
де k – це кiлькiсть дiй; кожна дiя νi – це розпо-
дiл iмовiрностей з математичним сподiванням
µi. На кожному кроцi t = 1, 2, ,̇n агент взаємо-
дiє з моделлю, вибираючи дiю At. У вiдповiдь,
модель виконує вiдбiр вибiрки Xt ∈ R>0 з роз-
подiлу, пов’язаного з дiєю At та, як результат,
реалiзацiя вибiрки стає доступною для агента.
Вибiрка (X1, . . . , Xn) розглядається як винаго-
рода, метою агента є максимiзацiя сукупної ви-
нагороди за n крокiв.

Основним ускладненням у проблемi багато-
рукого бандита є те, що модель ν заздалегiдь не
вiдома. Агент може знати тiльки клас середо-
вища E , до якого належить модель ν ∈ E .

Одним з класiв середовищ є модель бага-
торукого бандита з розподiлом Бернуллi. Мо-
дель цьому класу описується вектором сере-
днiх значень µ ∈ [0, 1]k, де кожен елемент µi –
це параметр розподiлу Бернуллi дiї i. Для мо-
делi цього класу Xt є випадковою величиною,
пов’язаною з розподiлом iмовiрностей µAt , тоб-
то Xt ∼ Bernoulli(µAt) є винагородою агента на
кроцi t при виборi дiї At.

Якщо розглядається параметрична мо-
дель, то розподiл νi, вiдповiдно, залежить
вiд деякого невiдомого параметра θi, який
набуває значення з множини Θ. Нехай
θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θk, тодi параметрична модель
стохастичного багаторукого бандита задається
як ν = νθ = (νθ1 , . . . , νθk). Позначимо через µ∗

середнє значення розподiлу ймовiрностей опти-
мальної дiї, тобто µ∗ = maxi∈A (µi). Тодi, згiдно
з [13], для параметричної моделi стохастичного
багаторукого бандита можемо описати очiкува-
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нi сукупнi втрати:

Rsn (θ) = Eθ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt

]

= nµ∗ − Eθ

[
n∑
t=1

Xt

]
,

(3.1)

якi визначенi для будь-якої стратегiї s на го-
ризонтi n з параметром θ, який є фiксованим i
невiдомим. Головною метою даної моделi є ма-
ксимiзацiя винагороди, що еквiвалентно мiнiмi-
зацiї втрат.

У своїй роботi Lai T. L. & Robbins H. через
введення фiльтрацiї представили декомпозицiю
втрат, як функцiю вiд кiлькостi разiв Ni(n) ко-
жна дiя i була вибрана на горизонтi n, викори-
стовуючи стратегiю s.

Введемо фiльтрацiю

Ft = σ (A1, X1, . . . , At, Xt) ,

де для недетермiнованої стратегiї вiдбiрAt здiй-
снюється з розподiлу ймовiрностей pt на системi
дiй {1, . . . , k}, який є Ft−1-вимiрним. Викори-
стовуючи E [Xt|Ft−1] = µAt , отримаємо деком-
позицiю втрат у виглядi очiкуваної суми не-
оптимальностей вибраних дiй при використаннi
стратегiї s:

Rsn (θ) = Eθ

[
n∑
t=1

(µ∗ − µAt)

]
=
∑
i∈A

(µ∗ − µi)Eθ [Ni(n)] ,

(3.2)

де Ni(n) =
∑n

t=1 1(At=i).
За визначенням втрат Rsn можна видiли-

ти їх наступнi властивостi, якi є дiйсними для
будь-якої стратегiї s:

1) Rsn > 0, що випливає з декомпозицiї
втрат (3.2), де µ∗ > µi та Ni(n) > 0 за
визначенням.

2) Якщо виконується Rsn = 0, це свiд-
чить, що агент знає оптимальну дiю за-
здалегiдь, тобто P (µAt = µ∗) = 1 для всiх
t = 1, 2, . . . n.

3) З формули (3.1) видно, що Rsn 6 nµ∗.

Якщо ми припустимо, що винагорода приймає
значення в замкненому промiжкуXt ∈ [0, 1], то-
дi маємо Rsn 6 n. Тодi для будь-якої стратегiї s

маємо Rsn = O(n). Таким чином, наша головна
мета це знаходження стратегiй, для яких втра-
ти як мiнiмум сублiнiйнi, тобто Rsn = o(n).

Для випадку стохастичної моделi, коли ви-
падкова величина x ∈ [a, b] приймає значен-
ня не на вiдрiзку [0, 1], ми можемо застосувати
нормування:

x′ =
x− a
b− a

.

4 Асимптотичний аналiз втрат

Розглянемо параметричнi моделi з розподiлами
з експоненцiйного сiмейства [17], тобто розподiл
дiї i залежить вiд параметра θi. За допомогою
функцiй η(θ), T (x), A(θ), h(x) щiльнiсть може
бути подана у виглядi

fX(x; θi) = exp (η(θi) · T (x) +A(θi))h(x).

Це дозволяє використовувати розходження
Кульбака-Лейблера [18] (також називають вiд-
носною ентропiєю) як мiру того, наскiльки роз-
подiл p однiєї дiї вiдрiзняється вiд iншої q:

KL(p, q) =

∫
log

(
dp

dq
(x)

)
dx.

Для розподiлу Бернуллi, який входить в екс-
поненцiйне сiмейство, розходження Кульбака-
Лейблера має вигляд

KL(p, q) = p log
p

q
+ (1− p) log

1− p
1− q

,

де p, q — це параметри розподiлiв вiдповiдно.
Представленi у роботах Lai T. L. & Robbi-

ns H. у роботах [9, 13] першi стратегiї характе-
ризувались фiксованою кiлькiстю дослiджень
простору варiантiв та використанням найопти-
мальнiшого варiанту за вибiрковим середнiм.
Автори показали, що для цiх стратегiй можли-
во отримати сублiнiйнi втрати:

lim
n→∞

Rsn
n

= 0.

За результатами були сформульованi наступнi
твердження:

Означення 4.1. Стратегiя s є рiвномiрно
ефективною, якщо її втрати задовольняють
Rsn(θ) = o(nα) для всiх α ∈ (0, 1].
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Для параметричних моделей зi скалярним
параметром, тобто Θ ∈ R, було показано, що
для рiвномiрно ефективних стратегiй кiлькiсть
виборiв кожної неоптимальної дiї i (µi < µ∗)
має як мiнiмум логарифмiчну складнiсть:

lim inf
n→∞

Eθ[Ni(n)]

log(n)
>

1

KL(νθi , νθ∗)
.

Для моделi з розподiлом Бернуллi за допо-
могою декомпозицiї втрат (3.2) для рiвномiрно
ефективної стратегiї s можна отримати насту-
пну нерiвнiсть [19]:

lim inf
n→∞

Rsn
log(n)

>
∑
i:∆i>0

∆i

KL(µi, µ∗)
,

де ∆i = µ∗ − µi.
Також у [20] для моделi з розподiлом Бер-

нуллi було показано, що жодна зi стратегiй не
може отримати втрати Rsn = o(log(n)).

Таким чином маємо, що для будь-якої стра-
тегiї у будь-якому класi стохастичної моделi
втрати становлять що найменше Ω(log(n)).

Означення 4.2. Якщо для стратегiї s нижня i
верхня границi спiвпадають згiдно до асимпто-
тичної поведiнки функцiй (нотацiя Ландау), то
її називають асимптотично оптимальною.

Тобто для рiвномiрно ефективної стратегiї
s для моделi з розподiлом Бернуллi, стратегiя
вважається асимптотично оптимальною (4.2),
якщо виконується нерiвнiсть

lim sup
n→∞

Rsn
log(n)

6
∑
i:∆i>0

∆i

KL(µi, µ∗)
,

де ∆i = µ∗ − µi.
У стохастичнiй моделi зазвичай розгляда-

ється асимптотичний аналiз втрат у визначе-
ному класi середовища, тобто нижня границя
втрати залежить вiд розподiлу дiй. Також мо-
жливо визначити критерiй мiнiмаксу як у зма-
гальних бандитах, тобто показати нижню гра-
ницю втрат без залежностi вiд розподiлу дiй.
Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] показали, що
для будь-якої стратегiї s iснує стохастична мо-
дель багаторукого бандита ν, де виконується

Rsn(ν) >
1

20

√
kn,

де k — це кiлькiсть дiй.

5 Стратегiї для стохастичного багатору-
кого бандита

Для стохастичної моделi стратегiя розв’язку за-
дачi полягає у пошуку балансу мiж дослiджен-
ням простору варiантiв i використанням опти-
мального варiанту з вже вiдомих для отрима-
ння найбiльшої можливої сукупної винагоро-
ди за вiдведений горизонт. Якщо стратегiя пе-
редбачає тiльки дослiдження, вона може бу-
ти ефективною лише у простих випадках. На-
приклад, стратегiя з рiвномiрним дослiджен-
ням дiй буде ефективною, коли усi дiї з за-
даної множини A = {1, 2, . . . , k} є оптимальни-
ми, тобто µ1 = µ2 = · · · = µk. Iнакше втрати на-
бувають лiнiйну складнiсть, тобто Rsn = O(n).
Це можна показати через декомпозицiю втрат
(3.2):

Rn =

k∑
i=1

(µ∗ − µi)E [Ni(n)] ,

де Ni(n) — це кiлькiсть разiв дiя i була вибрана
за n крокiв. Тодi

E [Ni(n)] = E

[
n∑
t=1

1(At=i)

]
= nP (At = i) =

n

k
.

Отже, для стохастичного багаторукого банди-
та з кiлькiстю дiй k > 1 та принаймнi однiєю
неоптимальною дiєю, стратегiя з рiвномiрним
дослiдженням має втрати

Rn =
n

k

k∑
i=1

∆i,

де ∆i = µ∗ − µi та µ∗ > µi.
З iншого боку, стратегiя, яка використовує

тiльки iснуючi знання, нехтуючи дослiдженням
можливих змiн у середовищi може понести зна-
чнi втрати. Наприклад, стратегiя моделi стоха-
стичного дворукого бандита (k = 2), яка за пер-
шi два кроки обирає першу та другу дiї вiдпо-
вiдно, а на всiх iнших t ∈ {3, 4, . . . , n} викори-
стовує найкращу дiю за вибiрковим середнiм,
тобто arg maxi∈{1,2} µ̂i(t), де

µ̂i(t) =
1

Ni(t)

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj ,

може отримати лiнiйнi втрати. Для зразку
вiзьмемо розподiли Бернуллi з параметрами
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p < 1/2 та q = 1/2 для першої та другої дiй вiд-
повiдно. Тодi, з iмовiрнiстю pq, стратегiя отри-
має винагороди 1 та 0 за першу та другу дiї вiд-
повiдно, i буде змушена обирати неоптимальну
першу дiю на всiх iнших кроках. Звiдси, згiдно
з визначенням (3.2), втрати набувають вигляду

Rn >

(
1

2
− p
)

(n− 1) .

На цих прикладах видно, що для досягнен-
ня балансу мiж дослiдженням i використанням
потрiбно використовувати вiдведений горизонт
бiльш ефективно.

Стратегiя Explore-First. Першi прикла-
ди стратегiї Explore-First з’явилися у роботi
Robbins H. [9], де вiн показав, що за деяких
умов втрати можуть бути сублiнiйнi.

Ця стратегiя характеризується фiксованою
кiлькiстюm дослiджень кожної дiї в першiй фа-
зi дослiдження, i вибором емпiрично кращої дiї
у другiй фазi для використання. Алгоритм ви-
бору дiї At на кроцi t:

At =

{
(t mod k) + 1, t 6 mk

arg maxi∈A µ̂i(mk), t > mk.

Алгоритм стратегiї Explore-First виглядає
наступним чином:

1) фаза дослiдження простору варiантiв
(першi mk крокiв): вибрати кожну дiю
i ∈ A m разiв;

2) фаза вибору оптимального варiанту
(t ∈ {mk + 1, . . . , n}): використання
arg maxi∈A µ̂i(mk).

Якщо горизонт n вiдомий наперед, ми мо-
жемо мiнiмiзувати верхню границю для отри-
мання сублiнiйних втрат. Для моделi з розподi-
лом Бернуллi Slivkins. A. [20] показав, що гра-
ниця зверху є

E [Rn] 6 n2/3 ×O (k log n)1/3 ,

при виборi m наступним чином:

m = (n/k)2/3 ·O (log n)1/3 . (5.1)

У [21] була отримана верхня границя з за-
лежнiстю вiд неоптимальностi дiй:

Rn 6 m
k∑
i=1

∆i + (n−mk)

k∑
i=1

∆i exp
(
−m∆2

i

)
.

Ця границя добре вiдображає складнiсть зна-
ходження балансу мiж дослiдженням i викори-
станням. Якщо m занадто мала, тодi стратегiя
недостатньо займається дослiдженням та ймо-
вiрнiсть вибору неоптимальної дiї збiльшується,
як i значення правої частини нерiвностi. Якщо
m завелика, ми збiльшуємо лiву частини нерiв-
ностi, яка безпосередньо вiдповiдає за втрати
вiд дослiдження.

Варiацiєю цiєї стратегiї без залежностi вiд
кiлькостi крокiв n є Epsilon-Greedy, яка займає-
ться дослiдженням та використанням протягом
усього горизонту.

Стратегiя Epsilon-Greedy. Ця страте-
гiя задається за допомогою деякого параметра
0 < ε < 1, де на кожному кроцi з iмовiрнiстю ε
вiдбувається дослiдження варiантiв, вибираю-
чи рiвномiрно випадково, та з iмовiрнiстю 1− ε
використовується найкраща дiя за вибiрковим
середнiм:

At =

{
i ∼ Uniform({1, k}), з iмовiрнiстю ε

arg maxi∈A (µ̂i(t)) , iнакше.

Втрати цiєї стратегiї лiнiйнi, так як ми
змушеннi продовжувати дослiджувати варiан-
ти, тобто границя знизу становить що наймен-
ше:

Rn >

(
ε

1

k

∑
i∈A

∆i

)
n.

У [22] було показано, що можливо отримати
втрати O(k log(n)), якщо замiсть сталого зна-
чення ε використовувати спадну послiдовнiсть
(εt)t∈N, але для цього потрiбно знати наперед
значення mini∈A∆i для вибору кроку послiдов-
ностi.

Стратегiя Upper Confidence Bound
(UCB). Ця стратегiя з використанням прин-
ципу «оптимiзму в умовах невизначеностi»була
представлена у роботi Auer P. та iншi [22].

Для всiх дiй i ∈ A обчислюється значе-
ння Ui(t) на базi вибiркового середнього та
верхньої границi надiйного iнтервалу, яка з ве-
ликою ймовiрнiстю є завищеною оцiнкою не-
вiдомого математичного сподiвання розподiлу,
пов’язаного з дiєю i.

На початку алгоритму кожна дiя вибирає-
ться один раз, а потiм на кожному кроцi t — дiя
з найбiльшим значенням Ui(t):

At =

{
(t mod k) + 1, t 6 k

arg maxi∈A Ui(t), t > k.
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Обчислення верхнiх границь будується на
використаннi нерiвностi Хефдинга [23]:

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
t=1

(E [Xt]−Xt)

∣∣∣∣∣ > ξ

)
6 exp

(
−2nξ2

)
,

де X1, . . . , Xn це незалежно однаково розподi-
ленi випадковi величини з Xt ∈ [0, 1] для усiх
ξ > 0. Ця нерiвнiсть може використовуватися
для аналiзу надiйного iнтервалу, де лiва части-
на вiдображає ймовiрнiсть похибки для надiй-
ного iнтервалу навколо математичного сподiва-
ння з радiусом ξ.

Таким чином, для стохастичного багатору-
кого бандита маємо наступну нерiвнiсть:

P (µi > µ̂i + ξi(t)) 6 exp
(
−2nξi(t)

2
)
,

де для exp
(
−2nξi(t)

2
)
бажано отримати най-

менше значення. Приймемо exp
(
−2nξi(t)

2
)

= p,
тодi радiус надiйного iнтервалу (чи межа по-
хибки) приймає вигляд:

ξi(t) =

√
− log(p)

2Ni(t)
.

Для стратегiї UCB значення Ui(t) = UUCB
i (t)

обчислюється як сума вибiркового середнього
µ̂i(t) та радiусу надiйного iнтервалу ξi(t) для
деякого параметра α:

UUCB
i (t) =

1

Ni(t)

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj +

√
α

log(t)

Ni(t)
.

В цьому рiвняннi перша частина (вибiрко-
ве середнє µ̂i(t)) вiдповiдає за вибiр кращої дiї
на даний час, а межа похибки ξi(t) — за дослi-
дження. Вибiр дiї i вiдбувається, якщо µ̂i(t) до-
статньо велике, що може свiдчити про можливу
оптимальнiсть дiї, та/або, якщо межа похибки
завелика, це може означати, що дiя i недоста-
тньо дослiджена. Параметр α допомагає кон-
тролювати цей баланс.

Для параметричних моделей з розподiла-
ми з експоненцiйного сiмейства альтернативою
використанню радiусу надiйного iнтервалу з
нерiвностi Хефдинга є використання нерiвно-
стi Чернова [24], як було зроблено у роботах
[25, 26], де стратегiя отримала назву KL-UCB
(англ. Kullback–Leibler divergence Upper Confi-
dence Bound).

За стратегiєю KL-UCB для всiх дiй об-
числюється значення Ui(t) = UKL-UCB

i (t) насту-
пним чином:

UKL-UCB
i (t) = sup

q∈[0,1]

{
q : KL (µ̂i, q) 6

log(t)

Ni(t)

}
.

Як видно з визначення UKL-UCB
i (t), для реалiза-

цiї алгоритму потрiбно розв’язати задачу опти-
мiзацiї.

Втрати цих стратегiй мають логарифмi-
чний порядок, вони є асимптотично оптималь-
ними.

6 Баєсова модель

З точки зору баєсової iнтерпретацiї ймовiрностi
можна розглядати параметр θ як випадкову ве-
личину з вiдбору вибiрки з деякого апрiорного
розподiлу Π. Стратегiя s, яка максимiзує ви-
нагороди, також еквiвалентно мiнiмiзує баєсовi
втрати, якi були представленi у [13]:

BRsn (Π) = EΠ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt

]

= EΠ

[
EΠ

[
nµ∗ −

n∑
t=1

Xt|θ

]]
= EΠ [Rsn (θ)] .

На кроцi t вибiр дiї заснований на поточному
апостерiорному розподiлу параметра θ, який є
умовним розподiлом, що залежить вiд поточних
спостережень, та задається як

Πt(θ) = L(θ|A1, X1, . . . , At, Xt),

де L — це функцiя вiрогiдностi.
Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] показали,

що для кожної стратегiї s, iснує такий апрiор-
ний розподiл Π, що дозволяє отримати насту-
пну складнiсть втрат:

BRsn (Π) >
1

20

√
kn,

де k — це кiлькiсть дiй.
Одна з перших баєсових стратегiй для

стохастичного багаторукого бандита — це
Thompson Sampling [8]. Стратегiя передба-
чає використання деякого k-вимiрного вектора
апрiорного розподiлу Π0 =

(
π1

0, . . . , π
k
0

)
, де πi0 є

апрiорним розподiлом параметра θi для дiї i. На
кроцi t, враховуючи новi спостереження, виво-
диться новий апостерiорний розподiл Πt:

Πt =
(
π1
t , . . . , π

k
t

)
,
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де πit це апостерiорний розподiл параметра
θi для дiї i пiсля m = Ni(t) спостережень
Yi,1, . . . , Yi,m:

πit = L(θi|Yi,1, . . . , Yi,m).

Вiдбувається вiдбiр вибiрки Zi,t ∼ πit для
кожної дiї та аналiзуються їх реалiзацiї
(z1,t, . . . , zk,t) для вибору дiї з найбiльшим зна-
ченням:

At = arg max
i∈A

zi,t.

Для стохастичного багаторукого бандита з
розподiлом Бернуллi в якостi апрiорного розпо-
дiлу можна обрати Бета-розподiл, який задає-
ться параметрами α > 0 та β > 0 для кожної дiї
i у наступному виглядi:

πi0 = Beta(1, 1).

Таким чином, маємо на початку алгоритму рiв-
номiрний розподiл Uniform(0, 1) для вибору дiй
випадковим чином. На кроцi t виводиться на-
ступний апостерiорний розподiл:

πit = Beta(Ti(t) + 1, Ni(t)− Ti(t) + 1),

де Ti(t) це сума усiх винагород дiї i пiсля t кро-
кiв:

Ti(t) =

t∑
j=1

1(Aj=i)Xj .

Значення Ti(t) показує кiлькiсть успiхiв вiд ви-
бору дiї i, а (Ti(t)−Ni(t)) — кiлькiсть невдач
протягом горизонту t.

Agrawal S. & Navin G. [27] показали, що
втрати стратегiї Thompson Sampling для сто-
хастичного багаторукого бандита у загальному
випадку є логарифмiчними:

Rn = O

( k∑
i=1

1

∆i
2

)2
 log(n)

 .

Цей алгоритм є асимптотично оптимальним.
Також варто зазначити, що проблему бага-

торукого бандита у баєсовiй iнтерпретацiї мо-
жливо розв’язувати за допомогою динамiчного
програмування. Bellman R. [28] використовую
для цього втрати знецiнювання. Для деякого
коефiцiєнта знецiнювання γ ∈ (0, 1] потрiбно
максимiзувати наступнi сукупнi винагороди:

E

[ ∞∑
t=1

γt−1Xt

]
.

Було показано, що розв’язок за допомогою ди-
намiчного програмування [15, 29] є оптималь-
ною стратегiєю у даному випадку. Також у бає-
совiй iнтерпретацiї оптимальним є використан-
ня iндексiв динамiчного розподiлу (iндексiв Гiт-
тiнса), в основi яких лежить динамiчне програ-
мування, але це передбачає розглядання нескiн-
ченного горизонту. У моделi зi скiнченним го-
ризонтом iндекси Гiттiнса не є оптимальними.

Опис та аналiз стратегiй для iнших розпо-
дiлiв та їх варiацiй можна знайти у таких ро-
ботах, як Bubeck S. & Cesa-Bianchi N. [19] та
Slivkins. A. [20].

7 Чисельнi експерименти

У цьому роздiлi представленi результати емпi-
ричних тестiв для стохастичного багаторуко-
го бандита з розподiлом Бернуллi. Для цього
було розроблено програмне забезпечення з iм-
плементацiєю алгоритмiв для усiх розглянутих
стратегiй [33]. Мета експериментiв — показати
переваги наведених стратегiй.

Рис. 1: Втрати багаторукого бандита Бернуллi
зi стратегiями Explore-First (параметр m обран
за (5.1)), з використанням тiльки iснуючого
знання та тiльки дослiдження (рiвномiрного)

Експеримент проведено з горизонтом n =
10000 з двома дiями i математичними очiкува-
ннями 0.7 i 0.8 вiдповiдно, результати агрегова-
нi на 1000 незалежних тестiв. На рисунках 1 та
2 зображенi графiки втрат розглянутих страте-
гiй з порiвнянням випадкiв вибору тiльки дослi-
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дження (рiвномiрного) та тiльки використання
iснуючого знання (Explore-First з параметром
m = 1)).

Рис. 2: Втрати багаторукого бандита Бернуллi
зi стратегiями Explore-First (параметр m обран
за (5.1)), Epsilon-Greedy з параметром ε = 0.2,
Thompson Sampling та UCB з параметром α =
0.1

8 Зв’язок з марковським процесом
прийняття рiшень

У загальному випадку модель багаторукого
бандита може бути описана за допомогою мар-
ковського процесу прийняття рiшень (МППР)
[30].

Позначимо через ∆(G) множину всiх iмо-
вiрнiсних розподiлiв групи G, через S та A —
множини станiв та дiй вiдповiдно. Нехай P —
деяке стохастичне ядро, яке задає ймовiрнiсть
P (s, i, s′) того, що дiя i в станi s на кроцi t при-
зведе до стану s′ на кроцi t+1. Для кожного ста-
ну s ∈ S та дiї i ∈ A маємо P (s, i, ·) ∈ ∆(S). Не-
хай R — деяке стохастичне ядро, яке задає сто-
хастичнi винагороди R(s, i, s′, ·) ∈ ∆([0, 1]). Тодi
можна задати МППР четвiркою (S,A, P,R).

Коли агент знаходиться у станi s ∈ S та ви-
бирає дiю i ∈ A, вiдбувається перехiд до ново-
го стану s′ ∼ P (·|s, i) та отримання винагороди
r ∼ R(·|s, i). Мета агента — знайти стратегiю
(функцiю, яка вказує, яку дiю вибрати вiдпо-
вiдно до поточного стану), яка максимiзує очi-
кувану винагороду у МППР з невiдомими па-

раметрами. Ця взаємодiя агента з середовищем
зображена на рисунку 3.

Рис. 3: Взаємодiя агента зi стохастичним сере-
довищем

Стохастична модель багаторукого бандита
може бути описана як МППР з одним станом
s0, тодi для стохастичного ядра, яке задає ви-
нагороди, маємо R(·|s0, i) = νi.

Також за допомогою МППР можна моде-
лювати баєсового багаторукого бандита, роз-
глянутого у попередньому роздiлi, де поточний
стан — це поточний апостерiорний розподiл Π, а
вiдбiр вибiрки θ робиться з апрiорного розподi-
лу Π0. Таким чином, агент обирає дiю i у станi
Π, отримує винагороду r ∼ νθi , та, враховуючи
новi спостереження, виводить новий апостерi-
орний розподiл Π′.

Пошук оптимальної стратегiї у цiй МППР
можливий методами динамiчного програмува-
ння, де функцiя цiнностей V для нескiнченого
горизонту та деякого коефiцiєнта знецiнювання
γ ∈ (0, 1] має вигляд

VΠ = E

[ ∞∑
t=1

γt−1Xt

]
.

Знаходження оптимальної полiтики у
МППР може вимагати забагато обчислення у
зв’язку з потенцiйно великим простором станiв.
Розв’язки для випадку дворукого бандита були
наведенi у роботах [31, 32].

9 Висновки

Були розглянутi стратегiї послiдовного розпо-
дiлу ресурсiв у середовищi, яке представле-
не моделлю стохастичного багаторукого банди-
та з наведенням огляду та класифiкацiї. Го-
ловною метою розглянутих стратегiй є макси-
мiзацiя прибутку, що еквiвалентно мiнiмiзацiї
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втрат. Проведено аналiз складностi цих страте-
гiй, умов їх ефективностi та втрат для випадку
багаторукого бандита у стохастичному середо-
вищi з розподiлом Бернуллi. Розглянутi теоре-

тичнi вiдомостi використовувалися для розроб-
ки програмного забезпечення для проведення
чисельних експериментiв з метою демонстрацiї
ефективностi стратегiй.
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У статті розв’язано плоску задачу теорії пружності для чвертьплощини, що знаходиться під 

дією нестаціонарного навантаження. Вихідну задачу зведено до одновимірної шляхом застосування 
інтегральних перетворень Лапласа та Фур’є. Одновимірну крайову задачу у просторі 
трансформант записано у векторній формі, її розв’язок знайдено за допомогою апаратів 
матричного диференціального числення та матриці-функції Гріна. Для обернення отриманих 
розв’язків у просторі трансформант використано метод сумісного обернення перетворень Лапласа-
Фур’є. Розв’язання вихідної задачі зведено до розв’язання сингулярного інтегрального рівняння 
відносно невідомої функції переміщень на одній з граней чвертьплощини. Дане рівняння розв’язано 
методом ортогональних поліномів для фіксованих моментів часу. 

Ключові слова: чвертьплощина, нестаціонарне навантаження, інтегральне перетворення, 
сингулярне інтегральне рівняння, матриця-функція Гріна. 
 

The plane problem for an elastic quarter-plane under the non-stationary loading is solved in the article. 
The method for solving was proposed in the previous authors’ papers, but it was used for the stationary case 
of the problem there. The initial problem is reduced to the one-dimensional problem by using the Laplace 
and Fourier integral transforms. The one-dimensional problem in transform space is written in vector form. 
Its solution is constructed as the superposition of the general solution for the homogeneous equation and the 
partial solution for the inhomogeneous equation. The general solution for the homogeneous vector equation 
is derived using the matrix differential calculations. The partial solution is found through Green’s matrix-
function. The derived expressions for displacements and stresses are inverted by using of mutual inversion of 
Laplace-Fourier transforms. The solving of the initial problem is reduced to the solving of the singular 
integral equation regarding the displacement function at the one of the boundary of the quarter-plane. The 
time discretization is used, and the singular integral equation is solved using the orthogonal polynomials 
method at the fixed time moments. Based on numerical research some important mechanical characteristics 
depending on the time and loading types were derived.  

Key Words: quarter-plane, non-stationary loading, integral transform, singular integral equation, 
Green’s matrix-function. 
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The stationary statement of elastic problems for a 

quarter-plane is quite well-known. One of the first 
researches dedicated to the stationary problems for 
elastic quarter plane was [1]. Two types of loading 
were considered there, and the analytical solutions 
were derived with help of Mellin transform and 
Papkovich-Neiber functions. The static problem for 
an elastic quarter-plane for arbitrary type of loading 
was solved in [2].  

The problems for a quarter-plane in dynamical 
statement are investigated much less frequently. At 
this review authors concentrated their attention on 
the analytical methods, which can be used for this 
problem.  

The apparatus of Volterra integral equation was 
used in [3] for solving of the problem on optimal 
control for either a displacement-vector or a stress-
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tensor component in a section of an elastic half-space 
for the case of plane strain.  

The apparatus of singular integral equations and 
boundary integral equation method are powerful 
tools for the solving similar problems. They were 
used in [4] for the problem of dynamic stress 
intensification due to the defect in a three component 
elastic solid consisting of two dissimilar half spaces 
and intermediate layer. The application of boundary 
integral equations to 2D and 3D problems for space 
under impact and time-harmonic loading was 
presented in [5].  

The methods for solving of the more complex 
problems are also worth noting. The method of 
solving plane unsteady problems for an elastic half-
space with a mobile boundary related to changing the 
boundary conditions of a mixed type was presented 
in [6]. There the solution was based on the method of 
splitting the functions of influence, and also the 
factorization method. The multiple-scale approach 
using an extra slow time variable was applied for a 
generally anisotropic elastic half-space in [7]. 

A technique for determining the stress-strain state 
of an elastic half-plane under a nonstationary load 
applied to its boundary was developed in [8]. The 
corresponding boundary-value problem with initial 
conditions was formulated, and Laplace and Fourier 
transforms were used there. The initial-boundary 
value problem for the linear one-dimensional Jin-Xin 
relaxation model in a quarter plane was considered in 
[9]. The asymptotic convergence and boundary layer 
behavior were studied there by the Laplace transform 
and a matched asymptotic analysis. The exact 
solutions of nonstationary contact problems of 
elastodynamics for a half-plane with the dry and 
viscous friction in the contact zone having the 
contact edge point moving with arbitrary variable 
velocity along the boundary of a half-plane were 
obtained by the use of Radon transform in [10].  

As it is seen, the Laplace and Fourier transforms 
are widely used for the solving of the non-stationary 
problems. The most complex part in usage of the 
Laplace transform is in its inversion. The useful 
expansion theorems, which can be applied for some 
classes of functions, were proven in [11]. The 
relations that allow direct calculation of the original 
function from its transform dispensing contour 
integration were derived by the change of variables 
in [12]. 

The method of mutual inversion of Laplace-
Fourier transforms was proposed in [13]. A 
homogeneous isotropic elastic half plane with 
nonstationary normal displacements on the boundary 
was considered in [14]. The integral representations 

for displacements with kernels in the form of surface 
influence functions were derived there, and the 
originals were computed by using an algorithm of 
joint inversion of Laplace and Fourier integral 
transformations. 

Cagniard-de Hoop method is also one of the well-
known methods for the inversion of Laplace 
transform. The transient response in elastodynamic 
quarter plane problems with mixed boundary 
conditions was considered in [15]. Two dimensional 
elastodynamic equations were solved there 
analytically applying of integral transformations and 
Cagniard-de Hoop method and complex integration. 
The transient response of multiple cracks subjected 
to shear impact load in a half-plane was investigated 
in [16]. The exact solution for the transient response 
of Volterra-type dislocation in a half-plane was 
obtained there by using the Cagniard-de Hoop 
method of Laplace inversion. 

As it can be seen from the review the problems 
for dynamic elastic quarter-planes are not fully 
developed, so it’s investigation is relevant. In the 
following paper authors propose the another 
approach dealing with matrix differential calculation 
apparatus, matrix Green’s function and analytical 
inversion of Laplace transform. 

The elastic quarter-plane which occupies an area 
describing in Cartesian coordinate system by the 
correspondences , 0x y   is considered. The lateral 
side of the quarter-plane is fixed  

   0, , 0, 0, , 0u y t v y t   (1) 

The normal load  ,p x t  is applied to the upper 

boundary of the quarter-plane: 

  0 10 0

0 10 0

, , 0,0 , 0

0, 0,0 , , 0

y xyy y

xyy y

p x t a x a t

v x a x a t

 


 

 

     

     
(2) 

The displacements and stresses that satisfy 
boundary conditions (1) - (2), zero initial conditions 
and the following motion equations should be found: 

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

1 2 1
0,

1 1 1

1 2
0,

1 1

u u v u

x y Gx y t

v v u v

x y Gx y t

  
  

 
 

     
   

      


              

(3) 

where ρ - density, G – shear modulus, 3 4    - 
Muskhelishvli’s constant, µ - Poisson ration. 

The Laplace transform regarding the variable t: 

 
 

 
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, , ,

, , ,

s st

s

u x y u x y t
e dt
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and the semi-infinite sin-, cos- Fourier transform 
regarding the variable y are applied to the boundary-
valued problem (1) - (3): 

 
 

 
 0

, cos

sin,

s s

s s

u x u x y y
dy

yv x v x y








     
     

      


 
The boundary-valued problem in transform space 

if written in the vector form  

   
   

2 ,

0 0, lim 0

s s

s s
x

L y x f x

y y x

 

 


 
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

   (4) 

Here s, β are Laplace and Fourier transform 
parameters respectively, 
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The solution of the problem (4) is constructed as 
the superposition of general solution of the vector 
homogeneous equation  0

sy x
  and partial solution of 

inhomogeneous vector equation  1
sy x


. 

To find the solution of the vector homogeneous 
equation the solution of the corresponding matrix 
homogeneous equation is constructed [17] 

 2 0sL Y x  , here  sY x  is matrix of order 2x2, 

which was chosen in the form   x
sY x e I
   and 

substituted into the homogeneous matrix equation. 
As the result, the correspondence 

 2
x x

sL e I M e 
   is derived, where matrix 

 sM    has the form   2 2s sM I Q P       . 

The solution of the matrix equation is found by the 

formula [17]    11

2
x

s

C

Y x e M d
i


  


  , where the 

closed contour C  covers all poles of the integrand. 
After the calculation of the contour integral with the 
help of residue theorem the system of 4 matrix 
fundamental solution, which correspond to the roots 

2 2 2 2
1,2 3,4

1
,

1
q q

   



     


 is 

found. Considering that solution  sY x  has to 

decrease on infinity, the following general solution is 
derived  

       10
1 2

2
s

c
y x Y x Y x

c
 

   
 

   (5) 

where    1 2,Y x Y x  are matrix solutions that 

correspond to the roots 

2 2 2 2 1
,

1
q q

 



   


, 1 2,c c  are constants 

that are found from the boundary conditions (1). 
To find the partial solution (4) Green’s matrix-

function  ,sG x   is constructed [18] for the 

auxiliary boundary problem  

   
   

2

0

,

0, lim 0

s s

s s
x

L y x f x

V y x y x



 


 
      



   

where 

   0
1 0 0 0

( ) 0 ' 0
0 0 0 1s s sV y x y y  
              

   . 

The kernel of integral transform is chosen in the 

form   sin 0
,

0 cos

x
H x

x





 

  
 

. 

Green’s matrix-function is constructed as the 
bilinear expansion  

       1

0

2
, , ,s sG x H x H d      




   

Here   2 2s sI Q P        , 

 
 

0 1/ 1

1/ 1 0
Q




 
   

 . 

The partial solution of the problem (4) has the 
following form 

     1

0

,s s sy x G x f d    


 


 (6) 

Uniting (5) and (6) the solution of boundary 
problem (4) is found in transform space  

          1
1 2

2 0

,s s s

c
y x Y x Y x G x f d

c    
 

   
 




(7) 
The displacements (7) and stresses in Laplace-

Fourier transform space are inverted analytically by 
the mutual inversion of the Laplace-Fourier 
transform. According to the approach [19] the 
substitution s   is done in each transform 
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 ,FLf s  . Then the following two representations 

for the functions in Laplace-Fourier space are 
derived 

   2

,LF As Rf s z e h    (8)    (13) 

     
2 2

,
s A R B KLFf s z e h

 


   
  (9)  (14) 

Here , , , 0A B R K   are some constants that 

depend neither on s nor on λ,  h   is some known 

function. 
The changes of variables 

 2A R R zi t      and 

2 2A R A R B K B K zi t         a
re done for the functions (8), (9) respectively. So, 
two expressions for the functions 

     2,t t t R     for the first case and four 

expressions for the functions 

         2 2, ,t t t R t t K         for 

the second case are derived. So, the original 
functions are constructed by the formula 

      
0

, lim , , ,
y

f t x f t z f t z z x iy 
    , 

where 

     

   

 

0

0

1ˆ , '
2

1

2

1
, 1, 2

2

i

i

i

f t z A R h t d
t

A R h t d
t

h t A R i
t


   




   

 


 







       

        
       



  

for the first case and 

     

   

 

 

0

0

2 1

2

1ˆ , '
2

1

2

1

2

1
, 0,1

2

i

i

f t z A R B K h t d
t

A R B K h t d
t

h t A R B K
t

h t A R B K i
t

   


   
 


 


 









        

         

        
        





 
for the second case. 

Here  t  is the Dirac delta function. 

As the result the expressions for the 
displacements and stresses that depend on unknown 
function  ,x t  are found. For its finding the first 

condition in (2) is used. It reduces to the following 
singular integral equation 

 
 

   
1

2
1 0

1
, , , , ,

1 1,

t

f x t d r x t
x

x

     


 
   
  

  

  
 

(10) 
where    , , , ,f x t r x t  are known regular 

functions,      1 0 0 1, ,
2

a a a a
t t


  

   
  

 
 . 

The equation (10) is solved with the help of time 
discretization and orthogonal polynomials method 
[20]. For it the functions 

   , , 1, 2,...k kt k       are inputted. The 

unknown functions are searched in the form  

     2
,

0

1 , 1;1k n k n
n

s U    




     (11) 

The correspondence (11) is substituted into the 
equation (10) and, using the orthogonal polynomials 
method with the spectral correspondence 

     
12

2
2

1

1
ln 1 1 , 1 1n n

d
y U y dy n U x x

dx x y




      


the following infinite system of linear algebraic 
equations for each time moment t is derived 

, , , ,
1 0

, 0,1, 2..., 1, 2,...
L

n k m n k m L
k n

s D f m L


 

    (12) 

where    
1

2
,

1

, 1m L L mf r x t U x x dx


   , 

     
1 1

2 2
, ,

1 1

1 1 , ,m n k n m kD dx U U x x f x t d   
 

      

The system (12) is solved with the help of 
reduction method. 

So, the expressions for the displacements and 
stresses inside the quarter-plane are found for each 
time moment , 1,2,...kt k  . 

Conclusions 
The non-stationary problem for an elastic 

quarter-plane was solved with the help of 
Green’s matrix-function and apparatus of matrix 
differential calculation. The solutions derived in 
the transform space were analytically inverted 
by the mutual inversion of Laplace-Fourier 
transform. The solution of the problem was 
reduced to the solution of singular integral 
equation, which was solved by time 
discretization and the orthogonal polynomials 
method. The stresses’ change during the change 
of geometrical coordinates were studied. 
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Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòà çàäà÷à âèïðîìiíþâàííÿ ïëîñêîãî ïîðøíÿ ó êëèíóâàòîìó õâèëåâîäi. Äî-

ñëiäæåíî îñîáëèâîñòi âèïðîìiíþâàííÿ ïëîñêîãî ïîðøíÿ ó êëèíóâàòèé õâèëåâîä â çàëåæíîñòi

âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i, à ñàìå, êóòà ðîçõèëó êëèíó i õâèëüîâîãî ðîçìiðó ïîðøíÿ, òîáòî âiäíîøå-

ííÿ äîâæèíè ïîðøíÿ äî äîâæèíè õâèëi, êîòðó âií âèïðîìiíþ¹. Îá÷èñëåíi äiàãðàìè ñïðÿìîâà-

íîñòi ïëîñêîãî ïîðøíÿ ó êëèíóâàòîìó õâèëåâîäi ïðè ðiçíèõ êóòàõ ðîçõèëó êëèíó. Ïîêàçàíî, ùî

ïðè ïåâíîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ õâèëüîâèì ðîçìiðîì ïîðøíÿ i êóòîì ðîçõèëó êëèíó ìîæëèâà

íàÿâíiñòü ìiíiìóìó ó äiàãðàìi ñïðÿìîâàíîñòi óçäîâæ îñi ñèìåòði¨ êëèíó. Ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè

ìîäóëÿ òèñêó â îêîëi ïîðøíÿ, êîòði iëþñòðóþòü, ÿê ïîñòóïîâî ôîðìó¹òüñÿ ïðîâàë â äiàãðàìi

ñïðÿìîâàíîñòi â íàïðÿìêó îñi õâèëåâîäó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé, êëèíóâàòèé õâèëåâîä, õâèëüîâå ïîëå.

In the work the task of radiation of a �at piston in a wedge-shaped waveguide is considered. The

peculiarities of the radiation of a �at piston into a wedge-shaped waveguide depending on the parameters

of the task, namely, the angle of inclination of the wedge and the wave size of the piston, that is the

ratio of the piston length to the wavelength it emits, are investigated. The directional charts of a �at

piston in a wedge-shaped waveguide at di�erent angles of the wedge are calculated. It is shown that at a

certain ratio between the wave size of the piston and the angle of inclination of the wedge, it is possible

to have a minimum in the directional chart along the axis of symmetry of the wedge. Calculations of

the pressure modulus in the vicinity of the piston are performed, which illustrate how the failure in the

directional chart in the direction of the waveguide axis is gradually formed.

Key Words: Partial domains method, wedge-shaped waveguide, wave �eld.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í, ïðîô. Æóê ß.Î.

1. Âñòóï
Õâèëåâiä � ñòðóêòóðà, ïðèçíà÷åíà äëÿ ïå-

ðåäà÷i çâóêîâèõ àáî åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, â
ÿêié ïîøèðåííÿ õâèëi îáìåæåíî îäíèì ÷è äâî-
ìà âèìiðàìè [1]. Â iíæåíåðíié ïðàêòèöi õâèëå-
âîäè øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â ðàäiîåëåêòðîí-
íèõ òà àêóñòè÷íèõ ïðèñòðîÿõ, òîìó iíòåðåñ äî
äîñëiäæåííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñiâ â òàêèõ ñòðó-
êòóðàõ íå ñïàäà¹.

Â ðîáîòi, íà áàçi ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé
[2], ðîçãëÿíóòà çàäà÷à âèïðîìiíþâàííÿ ïëîñêî-
ãî ïîðøíÿ ó êëèíóâàòîìó õâèëåâîäi. Çãiäíî ç
ìåòîäîì ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé âñÿ ñêëàäíà (íå-
êàíîíi÷íà) îáëàñòü iñíóâàííÿ õâèëüîâîãî ïîëÿ
ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðîñòi îáëàñòi, â êîæíié ç ÿêèõ
âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ Ãåëüìãîëüöà. Ïiñëÿ öüîãî âèíèêà¹ íåîáõi-

äíiñòü ñïðÿæåííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ íà ãðàíèöÿõ
÷àñòêîâèõ îáëàñòåé i, ïðè íåîáõiäíîñòi, çàäî-
âîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïåâíèõ ãðàíè÷íèõ
ïîâåðõíÿõ òà ïîâåðõíÿõ âèïðîìiíþâà÷iâ. Ðåàëi-
çàöiÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðèçâîäèòü äî ôóíêöiî-
íàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè,
ÿêi ¹ àìïëiòóäíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîä ó âiäïî-
âiäíèõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ àìïëiòóäíèõ êîå-
ôiöi¹íòiâ ìîä ñëiä ïåðåéòè âiä öèõ ðiâíÿíü äî
ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Â äàíié
ñòàòòi ïåðåõiä äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîòî÷êîâîãî ñïðÿ-
æåííÿ ïîëiâ. Öåé ïiäõiä ïîëÿãà¹ â ïðèðiâíþâàí-
íi ôóíêöié (ïîëiâ â ñóìiæíèõ ÷àñòêîâèõ îáëà-
ñòÿõ) â êiíöåâîìó íàáîði òî÷îê (íàçâåìî ¨õ âó-
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çëîâi òî÷êè) íà ãðàíèöi öèõ îáëàñòåé. Êiëüêiñòü
âóçëîâèõ òî÷îê íà ãðàíèöi âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü i, òèì ñàìèì, êiëüêiñòü øóêàíèõ
àìïëiòóäíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîä â ÷àñòêîâèõ îáëà-
ñòÿõ. Çàçâè÷àé, òàêèé ïiäõiä, íà âiäìiíó âiä ïiä-
õîäó ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëü-
íîñòi âiäïîâiäíîãî íàáîðó ôóíêöié, íå ìiñòèòü
îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîáëåì.

2. Ïîñòàíîâêà i ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïëîñêà çàäà÷à ïðî âèïðîìi-

íþâàííÿ ïîðøíÿ â íåñêií÷åííèé êëèíóâàòèé
õâèëåâîä (ðèñ. 1). Ïîâåðõíi õâèëåâîäó iäåàëüíî
æîðñòêi, òîáòî, äîðiâíþ¹ íóëþ íîðìàëüíà ñêëà-
äîâà êîëèâàëüíî¨ øâèäêîñòi íà öèõ ïîâåðõíÿõ.

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðiÿ çàäà÷i

Ïîðøåíü çäiéñíþ¹ ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ ç
÷àñòîòîþ ω. Ðîçïîäië øâèäêîñòi íà ïîâåðõíi
ïîðøíÿ υ(x0, y) = 1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî â
òðèêóòíié îáëàñòi OAB õâèëüîâå ïîëå âiäñóòí¹.
Çãiäíî ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé âèäiëèìî äâi
÷àñòêîâi îáëàñòi. Ïåðøà ÷àñòêîâà îáëàñòü îáìå-
æåíà ïîâåðõíåþ ïîðøíÿ i äóãîþ êîëà ðàäióñà
R, −ϕ/2 ⩽ θ ⩽ ϕ/2, òîáòî, óòâîðåíà ÷àñòèíàìè
ïîâåðõîíü äåêàðòîâî¨ i ïîëÿðíî¨ ñèñòåì êîîðäè-
íàò âiäïîâiäíî. Äðóãà ÷àñòêîâà îáëàñòü çàäà¹-

òüñÿ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè r ⩾ R, −ϕ/2 ⩽
θ ⩽ ϕ/2.

Ïîëå òèñêó â îáëàñòi 1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi
ñóìè ìîä ïëîñêîïàðàëåëüíîãî õâèëåâîäó i ñóìè
ìîä îáìåæåíî¨ îáëàñòi êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó
(÷àñîâèé ìíîæíèê exp(-iωt) íå ïèøåìî):

p1 =

∞∑
n=1

An cos (αny)exp(iγn(x− x0))+

+
∞∑
n=1

Bn cos(βnθ)
Jβn(kr)

J
′
βn
(kR)

, (1)

äå αn = 2(n−1)π
L , γn =

√
k2 − α2

n, βn = 2(n−1)π
ϕ ,

n = 1, 2...; k = ω/c � õâèëüîâå ÷èñëî.
Ïîëå òèñêó â îáëàñòi 2 ïðåäñòàâèìî ó

âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ áiæó÷èõ öèëiíäðè÷íèõ
õâèëü:

p2 =
∞∑
n=1

Cn cos(βnθ)
H

(1)
βn

(kr)

H
(1)′

βn
(kR)

. (2)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ òðüîõ íàáîðiâ íåâiäîìèõ
êîåôiöi¹íòiâ An, Bn, Cn, n = 1, 2... ñëiä ðîç-
ïèñàòè òðè ãðàíè÷íi óìîâè:

1)
1

iωρ

∂p1
∂x

= υ(x0, y), x = x0, y = [−L

2
,
L

2
], (3)

2) p1 = p2, r = R, θ = [−ϕ

2
,
ϕ

2
], (4)

3)
∂p1
∂r

=
∂p2
∂r

, r = R, θ = [−ϕ

2
,
ϕ

2
]. (5)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (1), (2) â ãðàíè÷íi óìî-
âè (3) � (5) îòðèìà¹ìî íàñòóïíi òðè ðiâíÿííÿ:

1) i

∞∑
n=1

Anγn cos
(
αny

)
+

∞∑
n=1

Bn
∂

∂x

[
cos(βn arctan

y

x
)
Jβn(k

√
x2 + y2)

J ′
βn
(kR)

]
x=x0

= iυ(x0, y), (6)

2)

∞∑
n=1

An[cos(αnR sin θ)exp(iγn(R cos θ − x0))] +

∞∑
n=1

Bn cos(βnθ)
Jβn(kR)

J ′
βn
(kR)

−

−
∞∑
n=1

Cn cos(βnθ)
Hβn

(1)(kR)

H
(1)′

βn
(kR)

= 0, (7)

3)

∞∑
n=1

An
∂

∂r

[
cos(αnr sin θ) · exp(iγn(r cos θ− x0))

]
r=R

+

∞∑
n=1

Bn cos(βnθ)−
∞∑
n=1

Cn cos(βnθ) = 0. (8)
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Ïðè âèêîíàííi ãðàíè÷íèõ óìîâ (3)�(5) áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîòî÷êîâå ñïðÿæåííÿ
ïîëiâ. Çàäàìî êîîðäèíàòè âóçëîâèõ òî÷îê íà
ïîâåðõíi ïîðøíÿ (xj = x0, yj), j = 1, 2, ..., n1,
à íà ãðàíèöi ðîçäiëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé 1 i 2
� (rm = R, θm), m = 1, 2, ..., n2. Êiëüêiñòü âó-
çëîâèõ òî÷îê n1 i n2 âèçíà÷à¹òüñÿ õâèëüîâîþ
âiäñòàííþ ìiæ âóçëîâèìè òî÷êàìè △/λ.

3. Àíàëiç ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ

Âèáåðåìî iíòåãðàëüíèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi
âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ (3)�(5) íàéáiëüø
æîðñòêó óìîâó, à ñàìå iíòåãðàë âiä ìîäóëÿ ði-
çíèöi ïîëiâ íà ïåâíié ìåæi:

δυy =
1

υ(x0, y)

∫ L/2

−L/2
| υ(x0, y)− υ1y(x0, y) | dy,

(9)

δpr =
1

| p1(R, 0) |

∫ ϕ/2

−ϕ/2
| p1(R, θ)−p2(R, θ) | Rdθ,

(10)

δυr =
1

| υ1(R, 0) |

∫ ϕ/2

−ϕ/2
| υ1r(R, θ)−υ2r(R, θ) | Rdθ.

(11)

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ iíòåãðàëüíèõ êðè-
òåði¨â ïðèâåäåíi â òàáë. 1. Âèáðàíi òàêi ïàðàìå-
òðè ìîäåëi: ϕ = 130◦, R/λ = 1, 2, L/λ = 2, 2.

Òàáë. 1: Iíòåãðàëüíi êðèòåði¨
△/λ n1 n2 δυy δυr δpr
0,08 28 35 0,047 0,017 0,022

0,1 22 28 0,053 0,018 0,027

0,2 11 14 0,086 0,085 0,156

0,3 8 10 0,111 0,179 0,343

Íà ðèñ. 2 i ðèñ. 3 ïîêàçàíà ãðàôi÷íà iëþ-
ñòðàöiÿ âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè õâèëüî-
âié âiäñòàíi ìiæ âóçëîâèìè òî÷êàìè△/λ = 0, 1.
Ïàðàìåòðè ìîäåëi: R/λ = 1, 2, ϕ = 130◦. Àíàëiç
ïîäiáíèõ ðîçðàõóíêiâ ïîêàçó¹, ùî âèáið âåëè÷è-
íè △/λ < 0, 2 çàáåçïå÷ó¹ ïðèéíÿòíå âèêîíàííÿ
ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ðèñ. 2: Àìïëiòóäà øâèäêîñòi íà ïîâåðõíi ïîð-
øíÿ

Ðèñ. 3: Ìîäóëi òèñêó (à) i ðàäiàëüíî¨ øâèäêî-
ñòi (á) âçäîâæ äóãè êîëà ðàäióñîì R: ëiíiÿ � çi
ñòîðîíè îáëàñòi 1, òî÷êè � çi ñòîðîíè îáëàñòi 2

Ðèñ. 4: Äiàãðàìè ñïðÿìîâàíîñòi
êðèâà 1 � ϕ = 40◦, 2 � ϕ = 50◦, 3 � ϕ = 70◦, 4 �
ϕ = 90◦, 5 � ϕ = 130◦, 6 � ϕ = 180◦

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíi äiàãðàìè ñïðÿìîâàíîñòi
(äàëüí¹ ïîëå) ïðè ðiçíèõ êóòàõ ðîçõèëó êëèíó
i âåëè÷èíi R/λ = 1, 2. Ìîæíà âiäìiòèòè äâi õà-
ðàêòåðíi ðèñè ñóêóïíîñòi öèõ êðèâèõ.
1) Ïðè êóòàõ ðîçõèëó êëèíó ϕ > 120◦ ôîðìà
ãîëîâíî¨ ïåëþñòêè ïðàêòè÷íî çàëèøà¹òüñÿ íå-
çìiííîþ i âiäïîâiäà¹ ãîëîâíié ïåëþñòöi ïðè êóòi
ðîçõèëó ϕ = 180◦.
2) Ïðè ïåâíîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ ïàðàìåòðà-
ìè ìîäåëi (â äàíîìó âèïàäêó ϕ = 50◦, R/λ =
1, 2) ôîðìó¹òüñÿ ïðîâàë â õàðàêòåðèñòèöi ñïðÿ-
ìîâàíîñòi óçäîâæ íàïðÿìêó θ = 0◦.

Öåé ôàêò ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ïåðøà i äðó-
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ãà ñèìåòðè÷íi ìîäè êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó, ïðè
êóòi ðîçõèëó ϕ = 50◦ â íàïðÿìêó îñi õâèëåâî-
äó θ = 0◦, ÿâëÿþòüñÿ ïðàêòè÷íî ïðîòèôàçíi â
äàëüíüîìó ïîëi, ùî i ïðèçâîäèòü äî ïðîâàëó â
äiàãðàìi ñïðÿìîâàíîñòi.

Íà ðèñ. 5, ïîêàçàíî ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië
ìîäóëÿ òèñêó â îêîëi ïîðøíÿ äëÿ äâîõ çíà÷åíü
ðîçõèëó êëèíó ϕ = 70◦ i ϕ = 50◦. Ó âèïàäêó
êóòà ðîçõèëó êëèíó ϕ = 50◦, áà÷èìî ÿê ïîñòó-
ïîâî ôîðìó¹òüñÿ ïðîâàë â íàïðÿìêó θ = 0◦. À
îò ïðè êóòi ðîçõèëó êëèíó ϕ = 70◦ óçäîâæ íà-
ïðÿìêó θ = 0◦ ôîðìó¹òüñÿ ìàêñèìóì â äiàãðàìi
ñïðÿìîâàíîñòi.

Ðèñ. 5: Ðîçïîäië ìîäóëÿ òèñêó â îêîëi ïîðøíÿ
äëÿ äâîõ çíà÷åíü ðîçõèëó êëèíó ϕ = 70◦ i
ϕ = 50◦, R/λ = 1, 2

Êîëið çìiíþ¹òüñÿ ÿê â ðàéäóçi � âiä ÷åðâî-
íîãî äî ôiîëåòîâîãî. ×åðâîíèé êîëið âiäïîâiäà¹
ìàêñèìóìó ìîäóëÿ òèñêó, à ôiîëåòîâèé � ìiíi-
ìóìó ìîäóëÿ òèñêó.

4. Âèñíîâêè
1. Íà îñíîâi ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé

îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî âèïðîìiíþâàííÿ
ïîðøíÿ â íåñêií÷åííèé êëèíóâàòèé õâèëåâîä.
Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ïîòî÷êîâå ñïðÿæåííÿ
õâèëüîâèõ ïîëiâ.

2. Ïîêàçàíî, ùî õâèëüîâà âiäñòàíü ìiæ
âóçëîâèìè òî÷êàìè △/λ < 0, 2 çàáåçïå÷ó¹
ïðèéíÿòíå âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

3. Îá÷èñëåíi äiàãðàìè ñïðÿìîâàíîñòi ïëî-
ñêîãî ïîðøíÿ ó êëèíóâàòîìó õâèëåâîäi ïðè ði-
çíèõ êóòàõ ðîçõèëó êëèíó. Ïîêàçàíî, ùî ïðè
ïåâíîìó ñïiââiäíîøåííi ìiæ ïàðàìåòðàìè ìî-
äåëi (êóò ðîçõèëó êëèíó i õâèëüîâèé ðîçìið
ïîðøíÿ) ôîðìó¹òüñÿ ïðîâàë â õàðàêòåðèñòèöi
ñïðÿìîâàíîñòi óçäîâæ íàïðÿìêó êóòà θ = 0◦.
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Розглянуто випадок поширення у вузькій циліндричній трубі плоскої поздовжньої звукової хвилі, в 

якій складові руху рідини, паралельні осі труби, мають значно більшу кінетичну енергію ніж 
складові, перпендикулярні осі труби. Дослідження дії акустичної радіаційної сили звукового поля на 
тверду сферичну частинку в заповненій ідеальною рідиною тонкостінній пружній циліндричній 
трубі проведено у два етапи: перший – розв’язання лінійної задачі розсіяння первинної хвилі на 
перешкодах; другий – обчислення гідродинамічних сил, які діють на сферичну частинку, з наступним 
осередненням їх в часі. Виведено формулу для обчислення акустичної радіаційної сили для такого 
випадку. 

Ключові слова: ідеальна рідина, плоска акустична хвиля, тверда сферична частинка, 
гідродинамічна сила, радіаційна сила. 
 

Acoustic radiation force effect upon a rigid spherical particle placed in the thin elastic tube is studied. 
The problem of determination of the acoustic radiation forces acting on an obstacle in an ideal liquid is 
formulated with respect to the Lagrange coordinate system. Thus, the radiation pressure is defined as time-
averaged value of the acoustic pressure over the obstacle surface. This approach is adequate if, at 
determining of the acoustic pressure in a fluid, the deviation of the pressure from the harmonic law in time 
domain is taken into account in the obstacle vicinity. An action of the acoustic radiation force on the rigid 
spherical particle placed in the thin tube with elastic wall is studied here for the case of the incident plane 
sound wave propagating along the tube axis. Model is developed to describe the response of the sys-tem 
consisting of the compliant infinite thin circular cylindrical tube filled with the ideal compressible liquid and 
rigid spherical body which is immovable and located on the tube axis under the plane wave propagating 
along the tube axis. The problem of the hydrodynamic characteristics determination is reduced to the 
solution of the infinite system of algebraic equations that can be solved by the reduction method. The 
formula for the acoustic radiation force calculation is derived to characterize the force acting upon rigid 
spherical particle in the thin compliant elastic cylindrical tube. 

Key Words: ideal liquid, plane acoustic wave, rigid spherical particle, hydrodynamic force, radiation 
force. 

 
Статтю представив академік НАН України Перестюк М.О. 
 

1. Вступ 

При поширенні гармонічної плоскої хвилі в 
акустичному середовищі крім періодичного зву-
кового тиску виникає сталий тиск звукового ви-
промінення [1,2], який називають акустичним 

радіаційним тиском.  
Лінійне наближення для обчислення акустич-

ного радіаційного тиску виявляється недостатнім. 
Виявляється, однак, що обчислення акустичного 
тиску з врахуванням величин другого порядку 
малості можна виконати, використовуючи потен-
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ціал поля швидкості, що визначений при 
розв’язанні лінійної задачі розсіювання первин-
ної хвилі на перешкоді [1,2]. 

В даній статті досліджується дія радіаційної 
сили звукового поля на тверду сферичну час-
тинку в заповненій ідеальною рідиною тонкос-
тінній податливій циліндричній трубці. 

 
2. Постановка задачі дифракції та її 

розв’язування 

Розглядаємо поширення у вузькій циліндрич-
ній трубі плоскої поздовжньої звукової хвилі. 
Постановку лінійної задачі першого етапу дослі-
дження – виведення потенціалів хвильового поля 
в трубі – сформулюємо при умові, що властивос-
ті рідини, а також механічні властивості труби 
поздовжньо однорідні. 

Дослідження виконаємо для випадку цилінд-
ричної труби, радіус якої 0a  при відсутності в 

трубі тиску, а товщина стінки h . Матеріал труби 
має модуль Юнга E  і коефіцієнт Пуассона  . 
Труба заповнена ідеальною стисливою рідиною 
густиною 0 , швидкість звуку в якій 0c . В трубі 
знаходиться тверда сферична частинка радіусу d  
з центром на осі труби. 

Введемо циліндричну систему координат 
( , ,R z  ), вісь Oz  якої направимо вздовж осі тру-
би, а початок координат виберемо в центрі сфе-
ричної частинки. Введемо також сферичну сис-
тему координат ( , ,r   ) як показано на рис. 1.  

O

z

r

0

r0

R0=a0

R

 
Рис. 1. Тверда сферична частинка у вузькій пода-
тливій нескінченній трубці. 

 
Плоска звукова хвиля поширюється в трубі у 

додатному напрямі осі Oz  і описується потенціа-
лом 
  0 exp ( )A i kz t   . (1) 

Потенціал звукової хвилі   (1) у відпо-
відності з прийнятим методом дослідження є 
розв’язком рівняння 

 
2

2 2

1
0

с t

 
  


. (2) 

У формулах (1) і (2) позначено: A  – амп-
літуда; k c  – хвильове число;   – кутова 
частота; t – час;   – диференціальний оператор 
Лапласа; с  – швидкість плоскої хвилі в рідині, 
яка заповнює податливу (еластичну) трубу. За-
значимо, що швидкість с  плоскої хвилі в трубі 
відмінна від швидкості плоскої хвилі в необме-
женій рідині й обчислюється за формулою 

 
 

0

0 01 2

c
c

R hE 



,  (3) 

в якій  21E E    ;  2
0 01 c   – стисливість 

рідини; 0 0R a  – радіус труби при відсутності в 
ній тиску, обумовленого звуковою хвилею.  

Швидкість рідини і тиск, обумовлені звуко-
вою хвилею, визначаються формулами: 

 0grad , p
t

 
   


v . (4) 

В подальшому згідно [2] використовуємо 
безрозмірні величини.  

Потенціал хвильового поля в трубі формуєть-
ся в результаті інтерференції первинної хвилі і 
хвиль, розсіяних на твердій сфері і відбитих від 
стінки трубки. В результаті потенціал хвильового 
поля в трубці має наступний вигляд:  
 0 sph cyl     . (5) 

У формулі (5) sph  – потенціал хвилі, відби-

тої від сферичної частинки; cyl  – потенціал 

хвилі, відбитої від еластичної стінки трубки;   – 
загальний потенціал хвильового поля в трубці. 

Знаходження потенціалів цих хвиль зводить-
ся до розв’язування багатозв’язної лінійної задачі 
дифракції первинної хвилі на твердій сфері і на 
внутрішній поверхні податливої (еластичної) 
трубки – розв’язування знерозміреного лінійного 
хвильового рівняння  

  2
0     (6) 

де 1 c  . 
Для рівняння (6) сформулюємо граничні умо-

ви. На поверхні нерухомої твердої сфери норма-
льна швидкість рідини дорівнює нулю 

 r

r d

v
r 





=0. (7) 
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На внутрішній поверхні податливої (еластич-

ної) трубки гранична умова повинна задовольня-
ти рівність радіальної швидкості R   рідини 
і радіальної швидкості внутрішньої поверхні сті-
нок трубки  a t , де  a t  – внутрішній радіус 

труби в момент t . В лінійній теорії цю граничну 
умову можна записати як 

  
0r a

a t
R 





 , (8) 

оскільки будь яка різниця в значеннях R   

при  R a t  і при 0R a  є менша ніж  

  
2

0 2maxa t a
R

 



,  

тому нею можна в лінійній теорії знехтувати [1]. 
Потенціал sph  розсіяних на сфері хвиль по-

винен задовольняти умовам Зоммерфельда  

 lim 0sph
sph

r

d
r i

d r




 
   

 
; lim 0sph

r
  . (9) 

Оскільки рідина знаходиться в трубі, то поте-
нціал cyl  відбитої від внутрішньої поверхні 

труби хвилі повинен бути обмеженим: 
 constcyl   якщо 0R  . (10) 

Таким чином, рівняння (6) із умовами (7)–(10) 
формують постановку задачі визначення потен-
ціалів поля швидкості в податливій трубці. 

 
3. Побудова потенціалів хвильового поля в 

податливій вузькій трубці 

Визначимо потенціали, приведені у формулі 
(5), розв’язавши багатозв’язну задачу для рівнян-
ня (6) при граничних умовах (7)– (8) на поверхні 
сферичної частинки і на внутрішній поверхні 
труби. Потенціали sph  і cyl  знайдемо при 

розв’язуванні рівняння (6) методом розділення 
змінних у відповідних системах координат (сфе-
ричній і циліндричній). Множину розв’язків sph  

виберемо у вигляді узагальнених рядів Фур’є по 
сферичних хвильових функціях 

        1

0

, cossph n n n
n

r A h r P  




  , (11) 

а множину розв’язків cyl  – у вигляді інтеграла 

    2 2
0

i z
cyl B J R e d   





   , (12) 

У формулах (11), (12)    1
nh w  – сферичні фу-

нкції Ганкеля першого роду n  – го порядку; 

 nP w  – поліноми Лежандра;  0J w  – циліндри-

чна функція Бесселя нульового порядку; nA  – 

невідомі сталі;  B   – невідома густина;   – 

стала розділення. В (11) і (12) множник 

 exp i t  не приведено. 

Із множини розв’язків (11) і (12) рівняння (6) 
виберемо такі розв’язки, які задовольняють умо-
вам (7), (8) (умовам на нескінченності (9) і на осі 
труби (10) вони задовольняють автоматично). 

Складові потенціали (1), (11) і (12) потенціалу 
(5) поля швидкості рідини в трубі одержані в си-
стемах координат, зв’язаних з сферою і з цилінд-
ричною трубою. Щоб використати умову (7) на 
поверхні сферичної частинки необхідно потенці-
ал (5) записати у сферичній системі координат 
( , ,r   ), а, щоб використати граничну умову (8) 
на внутрішній стінці труби, необхідно записати 
потенціал (5) у циліндричній системі координат 

 , ,R z . Для цього використовуються співвід-

ношення [2], за допомогою яких циліндричні 
хвильові функції виражаються через сферичні і 
навпаки. Повторюючи міркування і викладки 
аналогічно до [2] та вводячи додаткові позначен-
ня  
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 (13) 

із задоволення граничних умов на поверхні сфе-
ричної частинки і податливої трубки із викорис-
танням ортогональності поліномів Лежандра 
отримуємо нескінченну систему алгебраїчних  
рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів nA   
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   




   (15) 

причому kl lkq q ; а  2 1 0, , 0,1,2,...kG k l   . 
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Ця система розв’язується методом редукції 

[2]. 
 
4. Визначення радіаційної сили 

Радіаційна сила, яка діє в акустичному полі 
на тверду сферичну частинку, є середня за період 
первинної хвилі величина гідродинамічної сили 

 
2

2
0

0 0

sin coszF r p d d
 

       . (16) 

Використаємо формулу для тиску, наведену в 
[2], яка, будучи знерозміреною, в досліджувано-
му випадку має вигляд 

 
2 2

2
0

1 1

22
p

tr 
    

         
, (17) 

Підставляючи у (17) вираз для загального по-
тенціалу   і обчислюючи похідні, знаходимо 
внески у радіаційну силу першого і другого до-
данків із (17) 
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Подяка. Результати дослідження отримані за 
грантової підтримки Національного фонду дослі-
джень України (проєкт № 2020.02/0112). 
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     У роботі вивчали морфологію поверхні тонких золотих металевих плівок на слюдяній підкладці за 
допомогою скануючого тунельного мікроскопа. Наведено результати дослідження структури 
наночастинок золота на поверхні скла та полірованого монокристалічного кремнію, отриманих 
різними методами напилення. Визначено характерні лінійні розміри рельєфу поверхні. Показано, що 
незважаючи на різницю в морфології тонких золотих плівок, отриманих різними методами та на 
різних підкладках, плівки в основному складаються із сферичних наночастинок. Таким чином, маючи 
дані про режим розпилення у вакуумі, а також про рельєф поверхні, можна отримати поверхню з 
заданим набором властивостей. 

Ключові слова: магнетронне розпилення, скануючий тунельний мікроскоп, нанорозмірні плівки 
золота, іонне розпилення, наночастинки золота. 
 
    It was shown that despite the difference in the morphology of thin gold films obtained by different methods 
and on different substrates, the films mainly consist of spherical nanoparticles. The linear dimensions of 
individual surface objects were determined using the example of a gold film on mica. Analysis of the surface 
morphology showed that its structural formations are evenly distributed and have sizes from 250 nm to 500 
nm. Upon receipt of gold nanofilms by magnetron sputtering on a glass substrate, the size of individual gold 
nanoparticles ranges from 20 nm to 80 nm. When ion spraying on a substrate of polished monocrystalline 
silicon, the size of individual gold nanoparticles ranges from 2 nm to 10 nm. The union of individual 
nanoparticles into large elongated nanoobjects up to 20-40 nm in size is observed. Thus, having the 
opportunity to compare data on the mode of vacuum deposition (substrate temperature, beam density, 
deposition time, etc.), as well as surface relief, you can develop technologies for obtaining a surface with a 
given set of properties, as well as develop new methods of gold deposition on different surfaces. The 
obtained results are very important for application in biology and medicine. They make it possible to create 
different types of sensors and diagnostic tests. 

Key Words: magnetron sputtering, scanning tunneling microscope, nanosized gold films, ion sputtering, 
gold nanoparticles. 
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Сучасний успіх мікро- та наноелектроніки 

базується на фундаментальних дослідженнях у 
галузі фізики поверхні твердого тіла. Тому 
вивчення різних електронних, атомних та моле-
кулярних процесів, що відбуваються на поверхні 
твердих речовин, є актуальним завданням [1].  
Плівки, що мають нанорозмірну товщину, 

широко використовуються у всіх сферах нано-
технологій.  Особливий інтерес представляють 
нанорозмірні плівки з фрактальною структурою.  
Властивості таких плівок (оптичні та 
електрофізичні) суттєво відрізняються від зви-
чайних нанорозмірних аналогів. Існуючий 
взаємозв'язок між структурою та морфологією 
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отриманих плівок та особливостями технологіч-
них режимів їх виробництва відкриває певні 
перспективи у створенні плівок із заданими 
властивостями. Наночастинки золота викликають 
великий інтерес у фізиці, хімії, біології та меди-
цині.  Вони нетоксичні, хімічно стабільні та біо-
сумісні з живою тканиною. На відміну від масив-
ного золота, наноструктури мають унікальні 
властивості - каталітичні, феромагнітні та оптич-
ні. Характерною особливістю оптичних власти-
востей наночастинок благородних металів та 
композиційних структур на їх основі є наявність 
локалізованого поверхневого плазмонного резо-
нансу (ППР) [2]. У галузі медицини та біології 
нанотехнології на основі ППР можуть викорис-
товуватися для створення різних типів датчиків, 
діагностики та лікування пухлин та інших захво-
рювань, а також для цілеспрямованої доставки 
ліків тощо. Іншим аспектом, що представляє 
особливий інтерес для використання наночас-
тинок золота, є каталіз. Вчені вже досягли успіху 
в розробці конкурентних методів виробництва 
значної кількості каталізаторів на основі наночас-
тинок золота і створили надійні методи їх збері-
гання для забезпечення належної довговічності 
каталізатора в необхідних робочих умовах.  

Наявність таких специфічних властивостей є 
базовою основою для більш детальних 
досліджень нанорозмірних структур, їх власти-
востей та способів їх отримання.  Необхідно 
зрозуміти, як наночастинки золота виглядають на 
атомному рівні та які їхні фізичні та хімічні 
властивості. На сьогоднішній день метод 
тунельної мікроскопії знаходить все більш 
широке застосування для визначення лінійних 
розмірів мікронних і нанорозмірних структур, 
включаючи галузь виробництва елементної бази 
для сучасної електроніки [3], а також є одним із 
методів випробування якості поверхні зразків. 

Зразки і методи вимірів 

У роботі тунельна мікроскопія була вико-
ристана для вивчення нанорозмірних плівок 
золота та наночастинок золота, отриманих 
різними методами розпилення. Нанорозмірні 
плівки та наночастинки золота наносились на 
різні типи підкладок (полірована поверхня 
монокристалічного кремнію, слюда, скло) магне-
тронним та катодним напиленням. При магне-

тронному методі осадження плівки матеріал 
розпилюється через бомбардування поверхні 
мішені іонами робочого газу (зазвичай аргоном), 
що утворюються в плазмі аномального тліючого 
розряду. Важливою перевагою методу магне-
тронного розпилення є відсутність бомбарду-
вання підкладки вторинними електронами 
високої енергії, оскільки вони захоплюються 
магнітною пасткою. Це дозволяє уникнути 
перегріву поверхні основи і дозволяє розпоро-
шувати плівки на матеріали з низьким термічним 
опором при високій швидкості осадження.  
Розглянутий метод напилення має дуже широкі 
можливості застосування. Метод катодного роз-
пилення (іонного розпилення) заснований на 
явищі руйнування катода, коли його бомбарду-
ють іонізовані атоми розрядженого газу.  Атоми, 
що вилітають з поверхні катоду, розповсюджую-
ться в навколишньому просторі і конденсуються 
на підкладці.  Способи отримання плівок шляхом 
іонного розпилення матеріалу мішені мають ряд 
переваг перед іншими методами.  Нанесені плів-
ки мають високу адгезію до основи, а постійний 
хімічний склад напилюваного матеріалу забез-
печує рівномірність товщини плівки. 

Застосування скануючого тунельного мікро-
скопа "Micro-nano mod" дозволяло проводити 
модифікацію поверхні, вивчати її морфологію та 
створювати мікро- та нанорозмірні структури на 
досліджуваній поверхні.  Всі вимірювання прово-
дились на відкритому повітрі.  Калібрування 
"Micro-nano mod" проводилося на основі 
калібрувальних стандартів для скануючого 
зондового мікроскопа NT-MDT та “FemtoScan”. 

Результати та їхнє обговорення 

На рисунку 1 показано рельєф поверхні зразка 
плівки золота на слюді після термічного відпалу, 
отриманий за допомогою скануючого тунельного 
мікроскопа "Micro-nano mod". При аналізі 
морфології поверхні, отриманої шляхом скану-
вання області 4 мкм на 4 мкм (рис.1а), було 
встановлено, що її структурні утворення 
розподілені рівномірно і мають розміри від 
250 нм до 500 нм. Товщина плівки коливається 
від 30 нм до 40 нм. Більш детальне вивчення 
морфології поверхні плівки золота при 
скануванні площі 1 мкм на 1 мкм (рис. 1б) 
показує, 
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що структурні елементи плівки мають 
багатошарову структуру з дуже розвиненим 
рельєфом поверхні.  За допомогою скануючого 
тунельного мікроскопа «Micro-nano mod» було 

встановлено (рис. 1в), що структурними 
елементами золотої плівки є монокристали з 
просторовою орієнтацією (111). На рисунку 2 
показані результати сканування ("Micro-nano 
mod") поверхні зразка "золото на склі", 
отриманого магнетронним напиленням. Аналіз 
морфології поверхні, отриманий скануванням 
площі 4 мкм на 4 мкм (рис. 2а), демонструє 
наявність яскраво вираженої острівної структури.  
Острівці - це ізольовані наночастинки з формою, 
близькою до сферичної. У деяких районах 
спостерігається об'єднання окремих острівців, в 
результаті чого невелика частка наночастинок 
має видовжену еліптичну форму. Детальне 
вивчення морфології поверхні золотої плівки під 
час сканування ("Мікро-наномод") області 300 
нм на 300 нм (рис. 2б) дозволяє стверджувати, 
що структурними елементами плівки є великі 
частинки переважно сферичні, хоча також 
спостерігаються і частинки не сферичної форми. 

Розмір окремих наночастинок золота 
коливається від 20 нм до 80 нм. Однак привертає 
увагу надзвичайно розвинена поверхня окремих 
наночастинок, що складається з індивідуально 
орієнтованих видовжених островців розміром у 
кілька нанометрів. Товщина отриманої плівки 
коливається від 60 нм до 80 нм. На рисунку 3 
показана морфологія поверхні  плівки  золота на 
полірованій монокристалічній кремнієвій 
підкладці, отриманій іонним розпиленням. 

 
                                                  а 

 
                                               б 

 
в 
 

Рис. 1 3d-зображення поверхні плівки золота на 
слюді після відпалу (площа сканування 4 мкм на 
4 мкм - а, площа сканування 1 мкм на 1 мкм - б) 
та 2d зображення фрагмента поверхні (площа 
18 нм на 18 нм - в, висота рельєфу 3 нм). 

 
а 

 
                                           б 
Рис. 2 3d-зображення поверхні золотої плівки на 
склі (площа сканування 4 мкм на 4 мкм - а, 
площа сканування 300 нм на 300 нм –б. 
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Більш детальне зображення морфології 
поверхні показано на (рис. 3б).  Плівка, отримана 
методом іонного розпилення (рис. 3а, б), 
складається з ізольованих частинок з великим 
розкидом розмірів від 2 нм до 10 нм. Великі 
частинки мають переважно сферичну форму, 
хоча спостерігаються також частинки непра-
вильної форми. Спостерігається об'єднання окре-
мих наночастинок у великі видовжені нано-
об'єкти розміром до 20-40 нм. У цьому випадку 

окремі наночастинки та їх скупчення мають 
розвинену поверхню орієнтованих видовжених 
об’єктів розміром до 1 нм. Товщина плівки, 
отриманої розпиленням іонів, становить 30 нм. 

Таким чином в роботі було продемонстро-
вано, що незважаючи на різницю в морфології 
тонких плівок золота, отриманих різними 
методами та на різних підкладках, плівки в 
основному складаються із сферичних 
наночастинок. На прикладі плівки золота на 
слюді були визначені лінійні розміри окремих 
поверхневих об’єктів з дуже розвиненим 
рельєфом поверхні. При отриманні наноплівок 
золота магнетронним розпиленням  на скляній 
підкладці розмір окремих наночастинок золота 
коливається від 20 нм до 80 нм. При іонному 
розпиленні на підкладку полірованого 
монокристалічного кремнію розмір окремих 
наночастинок золота коливається від 2 нм до 
10 нм. Отже, маючи можливість порівнювати 
дані про режим вакуумного осадження 
(температура підкладки, щільність пучка, час 
осадження тощо), а також про рельєф поверхні, 
можна розробити технології отримання поверхні 
із заданим набором  властивостей,. Отримані 
результати дуже важливі для застосування в 
біології та медицині. Вони дають можливість 
створювати різні типи датчиків, діагностичні 
тести, а також забезпечувати цілеспрямовану 
доставку ліків для лікування захворювань. 

 
 
 
 

 

 
Список використаних джерел 

 
1. Levine K.L. Synthesis, characterization and 

modelling of nano-size structures / K.L. 
Levine. –  Nanotechnology Science and 
Technology, 2016. – 186 p.  

2. Amendola V. Surface plasmon resonance in 
gold nanoparticles: a review / V. Amendola, 
R. Pilot, M. Frasconi, O. M. Marago, M.A. 
Lati // Journal of Physics: Condensed 
Matter.– 2017.– v.29. P.1- 48. 

3. Kaur I. Nano Electronics: A New Era of 
Devices / I. Kaur, S. Yadav, S. Singh, V. 
Kumar, S. Arora, D. Bhatnagar // Solid State 
Phenomena, Trans Tech Publications, Ltd. – 
2014. – vol.222. – P. 99–116. 

 

References 
 

1. LEVINE K.L. (2016) Synthesis, 
characterization and modelling of nano-size 
structures. Nanotechnology Science and 
Technology. 186 p.  

2. AMENDOLA V., PILOT R., FRAS-CONI 
M., MARAGO O.M., LATI M.A. (2017) 
Surface plasmon resonance in gold 
nanoparticles: a review. J. of Physics: 
Condensed Matter. 29. p.1- 48. 

3. KAUR I., YADAV S., SINGH S., KUMAR 
V., ARORA S., BHAT-NAGAR D. (2014) 
A New Era of Devices. Solid State 
Phenomena, Trans Tech Publications. 222. 
p. 99–116. 

 
Надійшла до редколегії 29.08.21

 

 
а 

 
б 

Рис. 3 3d-зображення поверхні золотої плівки на 
полірованому монокристалічному кремнії 
(площа сканування 230 нм на 230 нм - а, площа 
сканування 80 нм на 80 нм – б. 
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Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ðîáàñòíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ òèïó ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ. Íåçáóðåíà ñèñòåìà ââàæà¹òüñÿ òàêîþ, ùî ìà¹ ãëî-
áàëüíèé àòðàêòîð. Îñíîâíèì çàâäàííÿì ðîáîòè ¹ îöiíêà âiäõèëåííÿ òðà¹êòîði¨ çáóðåíî¨ ñè-
ñòåìè âiä ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè â çàëåæíîñòi âiä âåëè÷èíè çáóðåíü. Òàêó
îöiíêó ìîæíà îòðèìàòè â ðàìêàõ òåîði¨ ñòiéêîñòi âiä âõîäó äî ñòàíó (ISS). Ó ðîáîòi íå
íàêëàäà¹òüñÿ æîäíèõ óìîâ íà ïîõiäíó íåëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨, îòæå, íå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i. Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî îäåðæàííÿ îöiíîê
ðîáàñòíî¨ ñòiéêîñòi àòðàêòîðà ó âèïàäêó ìíîãîçíà÷íîãî åâîëþöiéíîãî ðîçâ'ÿçóþ÷îãî îïåðàòîðà.
Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî ìíîãîçíà÷íèé ðîçâ'ÿçóþ÷èé îïåðàòîð ïîðîäæåíèé ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè
íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè òèïó ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ ìà¹ âëàñòèâiñòü àñèìïòîòè÷íîãî ïiäñèëåííÿ (AG)
âiäíîñíî àòðàêòîðà íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòiéêiñòü âiä âõîäó äî ñòàíó, àñèìïòîòè÷íå ïiäñèëåííÿ, ãëîáàëüíèé àòðà-
êòîð, íåñêií÷åííî-âèìiðíà ñèñòåìà, ñèñòåìà òèïó ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ.

Ðîáîòà âèêîíàíà çà ïiäòðèìêè ÍÔÄÓ, ïðîåêò Ô81/41743.

In this paper we consider the problem of robust stability for a nonlinear system of equations in
partial derivatives of the reaction-di�usion type. An undisturbed system is considered to have a global
attractor. The main task is to estimate the deviation of the trajectory of the perturbed system from
the global attractor of the perturbed system depending on the magnitude of the perturbations. Such an
estimate can be obtained in the framework of the theory of input-to-state stability (ISS). The paper does
not impose any conditions on the derivative of the nonlinear interaction function, so the unity of the
solution of the initial problem is not ensured. The paper proposes a new approach to obtaining estimates
of robust stability of the attractor in the case of a multivalued evolutionary decoupling operator. In parti-
cular, it is proved that the multivalued decoupling operator generated by weak solutions of a nonlinear
reaction-di�usion system has the property of asymptotic gain (AG) with respect to the attractor of the
undisturbed system.

Key Words: input-to-state stability, asymptotic gain, global attractor, in�nite-dimensional system,
reaction-di�usion system.

This work is partially supported by the NRFU, project F81/41743.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ä.ô.-ì.í., ïðîô., àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Ïåðåñòþê Ì.Î.

Âñòóï

Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ïîëîæåííÿ ðiâíî-
âàãè ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ âëàñòèâiñòþ åâîëþ-
öiéíèõ ïðîöåñiâ i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü äëÿ
áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü. Çàãàëüíîâiäîìî, ùî ãëî-
áàëüíà àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà ðiâíîâàãà ëiíiéíî¨
òà ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ¹ ðîáàñòíîþ, òîá-

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî iñòîòíî îáìåæåíîãî çîâíi-
øíüîãî çáóðåííÿ, ùî ïîäà¹òüñÿ íà âõiä ñèñòå-
ìè, âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàëèøà¹òüñÿ îáìåæå-
íèì ïðîòÿãîì âñüîãî ÷àñó òà ïðÿìó¹ äî ïåâíîãî
îêîëó òî÷êè ðiâíîâàãè, êîëè ÷àñ ïðÿìó¹ äî íå-
ñêií÷åííîñòi. Ðîçìið öüîãî îêîëó çàëåæèòü ëè-
øå âiä íîðìè çáóðåííÿ. Äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì
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öå â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âiäïîâiäà¹ äiéñíî-
ñòi é ïðèçâîäèòü äî ïîíÿòòÿ ¾ñòàáiëüíîñòi âiä
âõîäó äî ñòàíó¿ (ISS), ââåäåíîãî Å.Ä. Çîíòàãîì
äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì. ßê âèÿâèëîñÿ,
öå ïîíÿòòÿ òàêîæ ïiäõîäèòü äëÿ âèâ÷åííÿ ñòié-
êîñòi ðiâíîâàãè ó âèïàäêó íåñêií÷åííîâèìiðíèõ
ñèñòåì [2]. Ïðîòÿãîì îñòàííüîãî äåñÿòèëiòòÿ áà-
ãàòî àâòîðiâ ïðàöþâàëè íàä ïîøèðåííÿì òåîði¨
ISS íà öåé êëàñ ñèñòåì. Çíà÷íà êiëüêiñòü ç öèõ
ïîøèðåíü áóëè ðîçðîáëåíi äëÿ ñèñòåì, ùî çàäà-
þòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèí-
íèõ ïîõiäíèõ [4, 5, 7]. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ìàéæå
âñi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ñòiéêîñòi â ñåíñi
ISS äëÿ âêàçàíèõ ñèñòåì, áóëè ðîçðîáëåíi äëÿ
âèïàäêó îäíi¹¨ òî÷êè ðiâíîâàãè ñèñòåìè áåç çáó-
ðåíü. Ïðîòå, ÿê âiäîìî, áàãàòî íåëiíiéíèõ íå-
ñêií÷åííîâèìiðíèõ äèñèïàòèâíèõ åâîëþöiéíèõ
ñèñòåì ìàþòü íåòðèâiàëüíèé ãëîáàëüíèé àòðà-
êòîð, ùî ìiñòèòü â ñîái ÿê àñèìïòîòè÷íî ñòiéêi
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, òàê i iíøi ãðàíè÷íi ðå-
æèìè ñèñòåìè. Ó öié ðîáîòi ìè âèâ÷à¹ìî ïèòà-
ííÿ ðîáàñòíîñòi ñàìå òàêî¨ ìíîæèíè ùîäî çîâ-
íiøíiõ çáóðåíü. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà âëàñòè-
âîñòåé ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ äîñëiäæóâàëèñÿ
â ìîíîãðàôi¨ [1] òà ñòàòòÿõ [3, 6]. Ïðèðîäíèì
÷èíîì ïîñòà¹ çàïèòàííÿ: ÿêùî ðîçãëÿíóòè ñè-
ñòåìó, ùî ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð, òî ùî ìî-
æíà ñêàçàòè ïðî îöiíêó âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
âiä àòðàêòîðà, ÿêùî íà öþ ñèñòåìó äi¹ äåÿêå
çáóðåííÿ d? Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî äà-
íå ïèòàííÿ äëÿ çáóðåíî¨ ñèñòåìè òèïó ðåàêöiÿ-
äèôóçiÿ (RD). Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ñõåìó,
çàïðîïîíîâàíó â [4], ìè äîâîäèìî âëàñòèâîñòi
àñèìïòîòè÷íîãî ïiäñèëåííÿ (AG) âiäíîñíî ãëî-
áàëüíîãî àòðàêòîðà äèñèïàòèâíî¨ RD-ñèñòåìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn ðîçãëÿíåìî íà-
ñòóïíó çàäà÷ó (ùî ìà¹ íàçâó ñèñòåìè ðåàêöiÿ-
äèôóçiÿ){
ut = a∆u− f(u) + g(x) + d(t, x), x ∈ Ω, t > 0,
u|∂Ω = 0,

(1)
äå u = u(t, x) = (u1(t, x), ..., uN (t, x)) � íåâiäîìà
âåêòîð-ôóíêöiÿ, f = (f1, ..., fN ), g = (g1, ..., gN )
� çàäàíà ôóíêöiÿ, a � äiéñíà ìàòðèöÿ N×N òà-
êà, ùî 1

2(a + a∗) > µI, µ > 0, d = (d1, ..., dN ) �
çîâíiøíi çáóðåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi:

g ∈ (L2(Ω))N , f ∈ C1(RN ;RN ),

∃ C1, C2 > 0, γi > 0, pi > 2, i = 1, N òàêi, ùî
∀ v ∈ RN

N∑
i=1

|f i(v)|
pi

pi−1 6 C1(1 +
N∑
i=1

|vi|pi),

N∑
i=1

f i(v)vi >
N∑
i=1

γi|vi|pi − C2,

Â ïîäàëüøîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ñòàíäàðòíi ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè:

H = (L2(Ω))N òà V = (H1
0 (Ω))N .

Ïîçíà÷èìî

p = (p1, ..., pN ), Lp(Ω) = Lp1(Ω)× ...× LpN (Ω).

Âiäîìî [1], ùî çà òàêèõ ïðèïóùåíü äëÿ áóäü-
ÿêèõ çáóðåíü d ∈ L∞(R+;H) (íàâiòü äëÿ d ∈
L2
loc(R+;H)) çàäà÷à (1) ¹ ãëîáàëüíî ðîçâ'ÿçíîþ

ó ñëàáêîìó ñåíñi ó ôàçîâîìó ïðîñòîði H, òîá-
òî äëÿ áóäü-ÿêîãî u0 ∈ H iñíó¹ ôóíêöiÿ u =
u(t, x) ∈ L2

loc(0,+∞;V )
⋂
Lploc(0,+∞;Lp(Ω)) òà-

êà, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ T > 0, v ∈ V ∩ Lp(Ω)

d

dt

∫
Ω

u(t, x)v(x)dx+

∫
Ω

(
a∇u(t, x)∇v(x)+

+f(u(t, x))v(x)− g(x)v(x)− d(t, x)v(x)
)
dx = 0

â ñåíñi ñêàëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ íà (0, T ), òà
u(0, x) = u0(x). �äèíiñòü òàêîãî ðîçâ'ÿçêó íå
ãàðàíòó¹òüñÿ.

Çà ðàõóíîê âêëþ÷åííÿ u ∈ C([0,+∞);H)
îñòàííÿ ðiâíiñòü ìà¹ ñåíñ.

Ðîçãëÿíåìî íåçáóðåíó ñèñòåìó (d ≡ 0){
ut = a∆u− f(u) + g(x), x ∈ Ω, t > 0,
u|∂Ω = 0.

(2)

Âiäîìî [1], ùî âiäïîâiäíà áàãàòîçíà÷íà íàïiâ-
ãðóïà S : R+ ×H 7→ 2H

S(t, u0) = {u(t)| u(·) ¹ ãëîáàëüíèì ñëàáêèì

ðîçâ'ÿçêîì (2), u(0) = u0}

ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð Θ â H, òîáòî, iñíó¹
êîìïàêòíà ìíîæèíà Θ ⊂ H òàêà, ùî âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

(i) Θ = S(t,Θ), t > 0,
(ii) äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ⊂

H
dist(S(t, B),Θ)→ 0 ïðè t→∞,
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äå äëÿ çàäàíèõ A,B ⊂ H ìè ïîçíà÷à¹ìî

S(t, B) =
⋃
b∈B

S(t, b),

dist(A,Θ) = sup
x∈A

inf
y∈Θ
‖x− y‖H .

Äàíà âëàñòèâiñòü ãàðàíòó¹, ùî áóäü-ÿêèé
ðîçâ'ÿçîê (2) ïðÿìó¹ äî Θ ïðè t → ∞. Íàñ
öiêàâèòü äîâãîñòðîêîâà ïîâåäiíêà âiäïîâiäíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ó âèïàäêó ñèñòåìè (1), íà ÿêó äi¹ çîâ-
íiøí¹ çáóðåííÿ d.

Íåõàé çàäàíî ïî÷àòêîâèé ñòàí u0 := u(0) ∈
H òà çáóðþþ÷èé ñèãíàë d. Ïîçíà÷èìî Sd(t, u0)
ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ (1) ç u(0) = u0. ×åðåç
íàÿâíiñòü çáóðåííÿ çàãàëîì íåìà¹ ãàðàíòi¨, ùî
ðîçâ'ÿçêè áóäóòü çáiãàòèñÿ äî Θ ïðè t → ∞.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ãëîáàëüíèé àòðàêòîð ¹ ðîáà-
ñòíèì ïðè çáóðåííi, òîáòî çáóðåííÿ ìàëî¨ âåëè-
÷èíè âïëèâàþòü íà éîãî âëàñòèâîñòi íåçíà÷íèì
÷èíîì. Öÿ âëàñòèâiñòü ðîáàñòíîñòi ìîæå áóòè
âèðàæåíà â ðàìêàõ òåîði¨ ISS íàñòóïíèì ÷èíîì:
iñíó¹ β ∈ KL òà γ ∈ K òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
u0 ∈ H òà d ∈ L∞(R+;H)

‖Sd(t, u0)‖Θ 6 β(‖u0‖Θ, t)+γ(‖d‖∞), t > 0, (3)

äå äîáðå âiäîìi êëàñè K � êëàñ íåïåðåðâíèõ
ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié íà [0,+∞), çàòóõà-
þ÷èõ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, KL � ìíîæèíà íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà [0,+∞)2, ïåð-
øèé àðãóìåíò ÿêèõ íàëåæèòü êëàñó K, à äðóãèé
àðãóìåíò ñòðîãî ñïàäà¹ äî íóëÿ, à òàêîæ

‖d‖∞ = ess sup
t>0

‖d(t)‖H , ÿêùî d ∈ L∞(R+;H),

‖u‖Θ = inf
θ∈Θ
‖u− θ‖H , ÿêùî u ∈ H,

‖U‖Θ = sup
u∈U
‖u‖Θ, U ⊂ H.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó Θ 6=
{0}. Áiëüø òîãî, ñòðóêòóðà òàêîãî àòðàêòîðà
äóæå ñêëàäíà [6]. Òîìó îöiíêè òèïó (3) íå ìî-
æíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ïðÿìèõ àïðiîðíèõ
îöiíîê.

Íà æàëü, âëàñòèâiñòü (3), âçàãàëi êàæó÷è,
íå ãàðàíòó¹òüñÿ íàâiòü ó âèïàäêó Θ = {0}, ÿê
áóëî ïîêàçàíî â ïðèêëàäi [2].

Ó öié ðîáîòi äîâåäåíî íàñòóïíó âëàñòèâiñòü
AG, ÿêà äóæå áëèçüêà äî (3):
iñíó¹ γ ∈ K òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî u0 ∈ H òà
áóäü-ÿêîãî d ∈ L∞(R+;H) âèêîíó¹òüñÿ

lim
t→∞

sup ‖Sd(t, u0)‖Θ 6 γ(‖d‖∞). (4)

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî d ∈ L∞(R+;H),
‖d‖∞ 6 R0. Îïèðàþ÷èñü íà [1], ðîçãëÿíåìî ìíî-
æèíó

Σ(d) = cl
L2,ω
loc (R+;H)

{d(·+ τ) | τ > 0},

äå clXA îçíà÷à¹ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â òî-
ïîëîãi¨ ïðîñòîðó X. Âiäîìî, ùî Σ(d) ¹ iíâàði-
àíòíîþ ùîäî çñóâiâ, êîìïàêòíîþ â L2,ω

loc (R+;H)
ìíîæèíîþ, i

∀h ∈ Σ(d) ‖h‖2+ := sup

t+1∫
t

‖h(s)‖2Hdx 6 ‖d‖2∞.

(5)
Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ìíîæèíîçíà÷íèõ âiä-

îáðàæåíü

{Sh : R+ ×H 7→ 2H}, (6)

äå Sh(t, u0) = {u(t) |u(·) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1) çi çáó-
ðåííÿì α = h, u(0) = u0}h∈Σ(d).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âëàñòèâiñòü ðîáàñòíî¨
ñòiéêîñòi òèïó (4) ìîæíà âñòàíîâèòè, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ðiâíîìiðíèõ àòðàêòîðiâ
(6). Ïîçíà÷èìî SΣ(t, u0) =

⋃
h∈Σ

Sh(t, u0).

Îçíà÷åííÿ Êîìïàêòíà ìíîæèíà ΘΣ ⊂
⊂ H íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíèì àòðàêòîðîì ñiì'¨
{Sh}h∈Σ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ B ⊂ H

dist(SΣ(t, B),ΘΣ)→ 0 (7)

i ¹ ìiíiìàëüíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, ùî çà-
äîâîëüíÿ¹ (7).

Òåîðåìà 1 [1, 6] Äëÿ êîæíîãî çáóðåííÿ
d, ‖d‖∞ 6 R0, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü {Sh}h∈Σ(d),
ùî âèçíà÷åíà â (6), ìà¹ ðiâíîìiðíèé àòðàêòîð
ΘΣ(d), ïðè÷îìó

ΘΣ(d) ⊂ SΣ(d)(t,ΘΣ(d)) ∀t > 0. (8)

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1) ç
îáìåæåíèìè çáóðåííÿìè ‖d‖∞ 6 R0 iñíó¹ ôóí-
êöiÿ γ ∈ K òàêà, ùî ∀u0 ∈ H

lim
t→∞
‖Sd(t, u0)‖Θ 6 γ(‖d‖∞), (9)

äå Θ ⊂ H � ãëîáàëüíèé àòðàêòîð íåçáóðåíî¨
ñèñòåìè (2).
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî ãðà-
íè÷íó ðiâíiñòü

dist(ΘΣ(d),Θ)→ 0, ‖d‖∞ → 0. (10)

Äîâåäåìî, ùî ç (10) âèïëèâà¹ (9). Äiéñíî, çà
ïîáóäîâîþ Σ(0) = {0} i d ∈ Σ(d). Îòæå, äëÿ
u0 ∈ H, z ∈ ΘΣ(d), t > 0, u(t) ∈ Sd(t, u0) ìà¹ìî:
äëÿ θ ∈ Θ

‖u(t)− θ‖H 6 ‖u(t)− z‖H + ‖z − θ‖H ⇒

inf
θ∈Θ
‖u(t)− θ‖H 6 ‖u(t)− z‖H + inf

θ∈Θ
‖z − θ‖H ⇒

inf
θ∈Θ
‖u(t)− θ‖H 6 inf

z∈ΘΣ(d)

‖u(t)− z‖H +

+ sup
z∈ΘΣ(d)

inf
θ∈Θ
‖z − θ‖H ⇒

‖u(t)‖Θ 6 dist(u(t),ΘΣ(d)) + dist(ΘΣ(d),Θ)⇒

‖Sd(t, u0)‖Θ 6 dist(SΣ(d)(t, u0),ΘΣ(d)) +

+dist(ΘΣ(d),Θ).

Îñêiëüêè ΘΣ(d) � ðiâíîìiðíèé àòðàêòîð, òî
ç (7) äëÿ êîæíîãî d ìà¹ìî:

dist(SΣ(d)(t, u0),ΘΣ(d))→ 0, t→ +∞.

Ïîêëàäåìî γ(s) := sup
‖d‖∞6s

dist(ΘΣ(d),Θ) + s. Â

ñèëó (10) γ ∈ K i dist(ΘΣ(d),Θ) 6 γ(‖d‖∞), ùî
i îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ (9).

Îòæå, äîâåäåìî (10). Ç [6] ìà¹ìî íàñòóïíi
âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1) ïðè

d = h ∈ L2
loc(R+;H), ‖h‖+ <∞ :

1) äèñèïàòèâíiñòü: ∀u0 ∈ H ∀h ∈
∈ L2

loc(R+;H), ‖h‖+ <∞∀u(·) ∈ Sh(·, u0) ∀t > 0

‖u(t)‖2H 6 ‖u0‖2He−δt +K(‖h‖2+ + 1), (11)

äå äîäàòíi êîíñòàíòè δ,K çàëåæàòü ëèøå âiä
êîíñòàíò çàäà÷i (1);

2) çàëåæíiñòü âiä u0, h: ÿêùî hn → h â
L2,ω
loc (R+;H), un0 → u0 ñëàáî â H, òî ïî äåÿêié

ïiäïîñëiäîâíîñòi äëÿ t > 0:

Shn(t, un0 ) 3 un(t)→ u(t) ∈ Sh(t, u0) â H. (12)

Òåïåð âiä ñóïðîòèâíîãî ïðèïóñòèìî, ùî
(10) íå ìà¹ ìiñöÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ∃dn → 0 â
L∞(R+;H) ∃ε > 0 ∃zn ∈ ΘΣ(dn) òàêi, ùî

dist(zn,Θ) > ε. (13)

Ç (11) âèâîäèìî: ∀u(·) ∈ SΣ(d)(·, u0) ∀t > 0

‖u(t)‖2H 6 ‖u0‖2He−δt +K(‖d‖2∞ + 1). (14)

Îñêiëüêè â ñèëó [6] ξ ∈ ΘΣ ⇔ ξ = lim
n→∞

ξn, äå

ξn ∈ SΣ(tn, B) äå tn ↗ ∞, B ⊂ H � îáìåæåíà,
òî ç (14) ìà¹ìî:

∀ξ ∈ ΘΣ(d) ‖ξ‖2H 6 K(‖d‖2∞ + 1),

òîáòî iñíó¹ îáìåæåíà B0 ⊂ H òàêà, ùî ∀d,
‖d‖∞ 6 R0

ΘΣ(d) ⊂ B0.

Òîäi zn ∈ ΘΣ(dn) ⊂ SΣ(dn)(t,ΘΣ(dn)) ⊂
⊂ SΣ(dn)(t, B0).

Îòæå, zn = un(t) ∈ Shn(t, ξn), äå ξn → ξ
ñëàáî â H, ‖hn‖+ 6 ‖dn‖∞ → 0. Çâiäñè hn → 0
â L2,ω

loc (R+;H) i çà âëàñòèâiñòþ (12) ïî ïiäïîñëi-
äîâíîñòi

un(t)→ u(t) ∈ S(t, ξ) ⊂ S(t, B0). (15)

Â ñèëó ðiâíîìiðíîãî ïðèòÿãíåííÿ ìîæåìî âè-
áðàòè t > 0 òàê, ùîá

dist(S(t, B0),Θ) <
ε

2
.

Òîäi ç (15)

zn → u(t) ∈ O ε
2
(Θ),

ùî ñóïåðå÷èòü (13). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèñíîâêè

Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ðîáàñòíî¨ ñòié-
êîñòi äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü â ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ òèïó ðåàêöiÿ-äèôóçiÿ (RD).
Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè, ùî ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðà-
êòîð, ðîçâ'ÿçàíî ïèòàííÿ îöiíêè âiäõèëåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ âiä àòðàêòîðà â çàëåæíîñòi âiä âåëè-
÷èíè çáóðåííÿ. Äîâåäåíî âëàñòèâîñòi àñèìïòî-
òè÷íîãî ïiäñèëåííÿ (AG) âiäíîñíî ãëîáàëüíîãî
àòðàêòîðà äèñèïàòèâíî¨ RD-ñèñòåìè.
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ширину. Неврахування внутрішньої вихрової динамики при описі звукового джерела веде до 
суттєвого заниження розрахункового  рівня звукового поля. 

Ключові слова: когерентна вихрова структура, звуковий спектр. 
 

The article is dedicated to the glowing memory of the talented Ukrainian scientist-mechanic, professor, 
doctor  of physical  and mathematical sciences Vyacheslav Vladimirovich Meleshko. The sound fields of 
several coherent vortex structures interacting  with each other were calculated using the moment model 
(MZS-model) of the first and second orders. In the first-order MZS-model, vortices are described by point 
vortices, in the second-order MZS-model--by Kirchhoff vortices. Sound fields as a result of vortex interaction 
are calculated using the Lighthill's acoustic analogy  under Powell's formulation.  The spectrum of the sound 
field in the description of coherent vortices  by point vortices is characterized by a single frequency band,  
which reflects the motion of the vortex centers of vortices  (large-scale vortex movements).  Taking into 
account the inner vortex dynamics  leads to the  expansion of spectrum and level increasing of calculated 
sound: the lower band describes the motion of the vorticity centers of spots, the higher band describes the 
internal dynamics of the vorticity. It is shown that large-scale vortex movements can be modeled by point 
vortices, when the sound spectrum of distributed vortices is clearly divided into bands  and the width of the 
lower frequency band is close to the width of  the sound spectrum from point vortices. The presence of an 
upper frequency band in the sound field of interacting vortex spots does not allow us to describe the  
distributed vortices as point  vortices when constructing a sound source, since such a simplification leads to 
a significant underestimation of the level of the calculated sound field. 

Key Words: coherent vortex structure, point vortex, Kirchhoff vortex, sound spectrum. 
 
Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.  

51

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/3.7



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 

 
 

1. Вступ 

Дослідження шумів, що генерируються 
течією, мають самостійний науковий інтерес;  
отримані результати використовуються в 
багатьох інженерних застосуваннях. В обчис-
лювальній аероакустиці (CAA-computer aero-
acoustics), яка почала свій розвиток з початку 
1990-х років, сформовані два основних напрямки 
(напр.,[1]): чисельний розрахунок системи рів-
нянь Нав`є-Стокса, що описує повну течію 
рідини (comprehensive CAA);  гібгидний чисель-
ний підхід (hybrid CAA), в якому сама течія 
розраховується чисельно або описується вих-
ровою моделлю, а дальнє звукове поле 
визначається методом акустичної аналогії чи 
методом зрощуваних асимптотичних розкладень. 
Гібридні підходи об`єднують чисельні схеми та 
моделі різних рівней складності; їх застосовують 
при малих та помірних числах Маха M  ( 1M  ), 
коли є слушною умова невзаємодії вихрової течії 
з породжуваним нею звуком.  

Серед всіх вихрових структур течії найбільш 
ефективно перетворюють енергію своєї взаємодії 
в енергію звукових хвиль когерентні вихрові 
структури [2]. Згідно з організацією когерентної 
вихрової структури [2], звуковий спектр від вих-
рової течії, що сформована навіть  декількома ко-
герентними вихровими структурами, є розпо-
діленим вздовж певної частотної смуги: більш 
низькі частоти спектру відповідають вели-
комасштабним вихровим рухам (рухи центрів за-
вихреності плям), більш високі частоти обу-
мовлені внутрішньою вихровою динамікою. 

В статті  на прикладі взаємодії декількох ко-
герентних вихрових структур розв`язуєься пи-
тання щодо впливу внутрішньої вихрової дина-
міки на розрахунковий рівень звукового поля, що 
генерується в результаті такої взаємодії. В до-
слідженнях був використаний гібридний підхід: 
взаємодії вихорів  описувалися моментною мо-
деллю (MZS-модель) першого та другого поряд-
ків [3], звукове поле обчислювалося в межах 
акустичної аналогії Лайтхіла (Lighthill) в фор-
мулюванні Пауела  (Powell) [4]. 

2. Використані моделі. Постановка задач 

При описі вихрової взаємодії розглядається 
двовимірна потенційна течія нев'язкої 
нестисливої рідини однорідної щільності, в якій 
взаємодіють декілька когерентних вихрових 
структур. Рідина вважається необмеженою та 

нерухомою на нескінченності. У двовимірній 
ідеальній баротропній рідині, яка є нерухомою на 
нескінченності, виконуються закони збереження 
циркуляції, імпульсу, моменту імпульсу та части-
ни кінетичної енергії, пов'язаної з розподілом за-
вихреності в середовищі. В наближенні MZS-
моделі першого порядку когерентні вихорі є  
вихровими точками, їхня взаємодія  описується  
гамільтоновою системою  рівнянь другого 
порядку з відповідними початковими умовами 
[3], [5]. Взаємодія вихорів Кірхгофа (Kirchhoff), 
що відповідає наближенню MZS- моделі другого 
порядку,  описується в межах гамільтонової сис-
теми рівнянь четвертого порядку з відповідними 
початковими умовами [3]. В розв`язанні цих 
систем рівнянь полягає математична постановка 
гідродинамічної задачі. Математична постановка 
акустичної задачі полягає в розв`язку неод-
норідного хвильового рівняння Лайтхіла в фор-
мулюванні Пауела [4], [6], який відповідає нульо-
вим початковим умовам та умові випроміню-
вання Зомерфельда. Вихорі Кірхгофа на відміну 
від точкових вихорів мають дві додаткові ступені 
вільності, що дозволяє моделювати внутрішню 
вихрову динаміку когерентних вихорів [3]. 

3. Аналіз обчислень звукових полів 

В якості вихрової системи, що досліджу-
ється, оберемо пружню взаємодію трьох вихорів 
Кірхгофа, поведінка центрів завихреності яких 
відповідає таким типам взаємодії еквівалентної 
системи трьох точкових вихорів: пряма взає-
модія, обмінна взаємодія, взаємне захоплення [5], 
[6]. Інтенсивності вихрових плям дорівнюють 

1 2 3     ; задача розв`язувалася в безроз-

мірному вигляді [6]. Розміри вихорів обиралися 
таким чином, щоб тип взаємодії центрів 
завихреності плям відповідав типу взаємодії 
еквівалентної системи точкових вихорів [6]. Це 
дозволить зрозуміти, яким чином внутрішня вих-
рова динаміка впливає на розрахункове звукове 
поле. При прямій та обмінній взаємодіях в якості 
набіжної вихрової пари 1,3 (Рис.1,а) обиралися 
EV-стани [3], вихор 2 моделювався або вихорем 
Ренкіна (круговий вихор), або таким самим EV-
вихорем. В випадку взаємного захоплення всі ви-
хорі моделювалися EV-станами. 

Проаналізуємо звукове поле від харак-
терного випадку вихрової взаємодії вихорів 
Кірхгофа, а саме, обмінної взаємодії їхніх центрів 
завихреності: набіжна вихрова пара 1,3—EV-
стани, вихор 2—вихор Ренкіна (Rankine); площі 
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вихорів однакові 1,2,3 0.495S  , модуль завих-

реності | | 2.018ел  ; початкові координати ви-

хорів: 1 (-20;3.5), 2(0;-1), 3(-20;2.5). Розрахункове 
звукове поле порівняємо із звуковим полем від 
еквівалентної системи точкових вихорів (рис. 1). 
На траєкторії центрів завихреності плям самі 
вихорі Кірхгофа не нанесені; траєкторії позначені 
лініями: вихор 1—суцільна лінія, 2—пунктирна, 
вихор 3—штрих-пунктирна (рис. 1,а).  Для 
описування низькочастотної смуги звукового 
спектру в випадках прямої та обмінної взаємодій 
введемо поняття області ефективної вихрової 
взаємодії (рис. 1,а, кругова область): на її межі 
рівень флуктуацій звукового тиску p ( -- 

напрямок на точку спостереження) на 20 dB 
нижчий за максимальне значення;  час 
перебування вихорів в цій області позначимо  як 

ефT  ; 2 /еф ефT  --характерна частота випро-

мінювання щодо великомасштабних рухів. 
Звуковий сигнал в точці спостереження осцилює 
відносно свого середнього значення, близького 
до звукового імпульсу від еквівалентних точок 
(рис. 1,б). Амплітудний спектр сигналу | |S  чітко 
розподілений на дві смуги: характерна частота 
низькочастотної смуги визначається інтервалом 

ефT  від центрів завихреності плям; висо-

кочастотна смуга формується частотами 
осциляцій півосей в набіжній 1,3 та відбитій 2,3 
вихрових парах, а також подвоєною частотою 
обертання поодинокого вихора 1 після інтервалу 

ефT (рис. 1,в). Ваги найбільш енергоємних частот 

різних смуг спектру близькі між собою. В даному 
випадку внески в звукове поле  від 
великомасштабних рухів та від внутрішньої 
динаміки співзмірні. Відзначимо, що в випадку 
тієї ж обмінної взаємодії, але коли всі вихори 
системи є EV-станами, звукове поле переважно 
формує внутрішня вихрова динаміка. В цьому 
випадку рівень звукового поля від плям при-
близно на два порядки вищий за рівень звукового 
поля від еквівалентних вихрових точок.  

Розглянемо великомасштабні рухи вихорів 
Кірхгофа щодо їхнього моделювання  
еквівалентною системою точкових вихорів. На 
рис. 1,г заради стислості подані траєкторії цент-
рів завихреності лише вихора 3 для всіх систем, 
що розглядаються. Для всіх систем 
низькочастотні звукові смуги мають близьку 
ширину (~0.25 безрозмірних частот) (рис. 1,д). 

Це означає, що тип поведінки великомасштабних 
рухів вищезгаданих систем, однаковий (рис. 1,г). 
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                         г                                 д 
Рис. 1. Обмінна взаємодія вихорів Кірхгофа та 
їхнє звукове як результат взаємодії; пояснення 
подані в тексті. 

В випадку взаємного захоплення (1 (0;-0.57), 
2(0;-1), 3(0;-1.57), 1,2,3 0.049S  ,  | | 20.37ел  ) 

(рис. 2,а) рівень звукового тиску від плям суттєво 
перевищує рівень звукового тиску від 
еквівалентних точок: це результат врахування 
внутрішніх ступенів вільності вихорів (рис. 2,б). 
В звукове поле  роблять суттєві внески всі 
ступені вільності вихорів, що взаємодіють між 
собою (рис.2,в). Ширина частотної смуги від 
великомасштабних рухів розподілених вихорів  
та рухів еквівалентних точок близькі (рис.2,в), з 
чого витікає близькість траєкторій центрів 
завихреності плям та точок (на рис. 2,а -- заради 
стислості подана  траєкторія лише точкового 
вихора 3). 
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Рис. 2. Взаємне захоплення вихорів Кірхгофа та 
їхнє звукове як результат взаємодії; пояснення 
подані в тексті. 
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3. Висновки 

 Неврахування впливу внутрішніх 
ступенів вільності вихорів (модель 
точкових вихорів) при побудові 
звукового джерела суттєвим чином 
занижує розрахунковий рівень звукового 
поля. 

 Великомасштабні рухи розподілених 
вихорів коректно моделювати точковими 
вихорами за умови, коли  звуковий спектр 
чітко від плям розподілений на смуги  та 
низькочастотні смуги відповідних систем 
мають близьку ширину.  Ця теза є  акус-
тичним критерієм (якісним) щодо 
описування великомасштабних вихрових 
рухів точковими вихорами. 

 Оскільки внутрішня вихрова динаміка 
значним чином впливає на рівень ге-
нерованого звуку, компенсувати  цей 
фактор можна,  зокрема, зменшенням 
ексцентриситету вихорів, що форму-
ють течію. 
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Розглянута задача про осьовий розтяг пластини, послабленої двояко-періодичною системою 
круглих отворів, розташованих в шаховому порядку. Вихідну задачу зведено до другої задачі теорії 
пружності для одного періоду, яка розв’язувалася методом скінченних елементів. У результаті її 
розв’язку знайдені приведені пружні характеристики еквівалентної однорідної ортотропної 
платівки. Проведено аналіз їх поведінки в залежності від безрозмірних геометричних параметрів. 
Область зміни геометричних параметрів виявилася розбитою на дві підобласті. Поведінка 
приведених пружних характеристик в цих областях суттєво відрізняється. Виконаний порівняльний 
аналіз отриманих результатів з відомими з літератури результатами, підтвердив їх адекватність. 

Ключові слова: двояко-періодична, перфорована пластинка, розтяг. 

 
The problem of axial stretching of a plate with a double-periodic system of round holes arranged in a 

checkerboard pattern is considered. The specified problem is reduced to elasticity second problem for one 
period of plate, which was solved by the finite element method. As a result, the reduced elastic 
characteristics of the equivalent homogeneous orthotropic plate are found. The analysis of their behavior 
depending on dimensionless geometrical parameters is carried out. The area of variation of the geometric 
parameters was divided into two subareas. The behavior of the equivalent elastic characteristics in these 
areas is significantly different. It turned out that the double-periodic perforated plate shows significantly 
anisotropic behavior. The limit values of the Poisson's ratios can reach unity and, on the other hand, may be 
less than the original value. Dependences of the stress concentration coefficient on dimensionless 
geometrical parameters are obtained too. Performed comparative analysis of the obtained results with the 
results known from the literature, confirmed their adequacy. 

Key Words: double-periodic, perforated plate, tension. 
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Вступ 

Двояко-періодичні перфоровані пластинки 
та оболонки є типовим елементом багатьох 
конструкцій. В деяких випадках їх використання 

обумовлене намаганням зменшити вагу 
конструкції в цілому. В інших випадках отвори 
мають функціональне призначення: через них 
проходять потоки рідин або газів. У будь-якому 
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випадку необхідно вміти ефективно 
розраховувати поля напружень в таких 
елементах. 

Сучасні розрахунки полів напружень в 
елементах конструкцій проводяться за 
допомогою верифікованих скінченно-елементних 
пакетів. Однак, при безпосередньому розрахунку 
двояко-періодично перфорованих пластинок 
методом скінченних елементів виникають задачі 
великої розмірності, розв’язання яких вимагає 
значних обчислювальних та часових ресурсів. 

Можливе вирішення вказаної проблеми 
полягає у заміні двояко-періодичної платівки 
однорідною, з приведеними (еквівалентними) 
пружними сталими. Даний підхід був успішно 
розвинений в другій половині минулого століття 
вітчизняною науковою школою під керівництвом 
професора Фільштинського Л.А. [1,2]. Проте, 
апарат аналітичних функцій, закладений в його 
основу, далеко не завжди виявляється зрозумілим 
спеціалістам, які проводять практичні 
розрахунки. Як наслідок, вони вдаються до 
примітивних спрощень, які не завжди 
дозволяють отримати адекватний результат. 

В той же час, у розпорядженні інженера є 
скінченно-елементний пакет — потужний 
інструмент, здатний допомогти правильно 
визначити еквівалентні характеристики. На 
сьогодні є непогані скінченно-елементні пакети 
навіть у вільному доступі, наприклад, пакет 
CalculiX [3,4]. У даній роботі продемонстровано 
метод визначення еквівалентних характеристик 
двояко-періодично перфорованих пластинок за 
допомогою методу скінченних елементів. 
Використання саме методу скінченних елементів 
не є принциповим. Замість нього можна 
застосовувати будь-який інший метод, здатний 
знаходити розв’язки здач теорії пружності для 
неканонічних областей, наприклад, метод 
граничних елементів. Метод скінченних 
елементів був вибраний як більш популярний. 

 
Постановка задачі для періоду 

Будемо розглядати перфоровану платівку, 
отвори в якій розташовані в шаховому порядку 
(див. рис. 1). Відстань між сусідніми отворами, 
центри яких лежать на одній горизонтальній 
прямій, рівна a2 , а на одній вертикальній прямій 
— b2 , радіус отворів рівний r .  

Будь-який розтяг такої пластини можна 
уявляти як суперпозицію одновісних розтягів 
вздовж горизонтального та вертикального 
напрямків. Для останніх характерно те, що 
нормальні зміщення точок границі підобласті, 

виділеної на рисунку 1 темним кольором, в 
межах однієї прямолінійної частини границі в 
силу симетрії є сталими. Домовимося для 
зручності називати дану частину пластини її 
періодом (див. рис. 2), хоча вона не є періодом в 
загально визначеному розумінні цього слова.  

 
Рис. 1. Двояко-періодично перфорована пластина 

 
Рис. 2. Період перфорованої пластини 

Будемо виходити з того, що двояко-
періодична пластина при розтягу веде себе як 
ортотропна [1]. Для ортотропного середовища в 
плоскому випадку між компонентами тензора 
напружень x  та y  і  тензора деформацій x  та 

y  маємо наступні [5] співвідношення: 

 yxyx
x

x E
 

1
,   xyxy

y
y E

 
1

,     (1) 

де xE  та yE  — еквівалентні модулі пружності 

(модулі Юнга), xy , yx  — еквівалентні 

коефіцієнти Пуассона. Причому для них має 
виконуватися співвідношення xyyyxx EE   . 

Для визначення xE , yE , xy  та yx  

необхідно провести два розрахунки для періоду. 
В обох випадках на всьому периметрі періоду  
задаються нульові дотичні напруження, а на 
сторонах 0x  та 0y  — нульові нормальні 
зміщення (положення осей показано на рис. 2). В 
першій задачі нульові нормальні зміщення 
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задаються також на стороні by  , а на стороні 

ax   задаються нормальні зміщення Ia 0 , де I
0  

— деяка стала. В другій задачі нульові нормальні 
зміщення задаються на стороні ax  , а на 
стороні by   задаються нормальні зміщення 

IIb 0 . В наслідок розв’язання цих двох задач 
одержуємо наступні співвідношення: 

 yxxyII
x

II
x

xE 



 1 ,    yxxyII
y

II
y

yE 



 1 ,  

II
y

II
xxy   ,    I

x
I
yyx   ,    (2) 

де через III
yx
,
,  позначені усереднені по 

відповідних сторонах періоду напруження, 
верхній індекс “I” позначає розв’язок першої 
задачі, а індекс “II” — розв’язок другої задачі. 

Знаючи еквівалентні модулі (2), можна 
розглянути одновісний напружений стан для 
періоду пластини, який буде відтворювати 
відповідний одновісний напружений стан 
нескінченної двояко-періодично перфорованої 
платівки. Для моделювання одновісного стану 
розтягу вздовж вісі x  на сторонах періоду ax   
та by   потрібно задати нормальні зміщення 

0a  та  0 xyb  відповідно. Для моделювання ж 

одновісного стану розтягу вздовж осі y  на 

сторонах періоду ax   та by   потрібно задати 

нормальні зміщення 0 yxa  та 0b  відповідно.  

 
 
 

Результати та їх обговорення 

Отримані за допомогою запропонованого 
алгоритму результати для випадку правильно 

трикутної системи отворів ( 3ab  ) 
порівнювалися з даними, наведеними в [2]. 
Результаты порівняння колових напружень 
вздовж границі отвору, віднесених до величини 
розтягуючих напружень на нескінченності для 
осьового розтягу вздовж осі x  (а) та вздовж осі 
y  (б) в залежності від відносного радіусу отворів 

та полярного кута   точки спостереження (див. 
рис. 2) наведені в табл. 1. В лівій колонці кожної 
пари наведені результати, отримані за допомогою 
методу скінченних елементів за запропонованим 
алгоритмом, в правій — дані, наведені в [2]. В 
переважній більшості випадків результати 
співпадають з точністю до трьох перших 
розрядів, а часто і до всіх чотирьох. Окремі 
невідповідності, виділені товстою лінією рамки, 
швидше за все, пояснюються сильною редукцією 
нескінченної системи при отриманні результатів 
[2] або банальною друкарською неточністю.  

На рисунках 2–6 наведені розподіли 
приведених пружних характеристик. Через 
обмежений об’єм, їх аналіз тут не наводиться, як 
і аналіз розподілів коефіцієнтів концентрації 
напружень, які також були пораховані. 

Висновки 

Запропонований підхід дозволив успішно 
вирішити проблему пошуку еквівалентних 
пружних характеристик для двояко-періодично 
перфорованої пластини при розтягу, про що 
свідчать результати порівняльного аналізу.  

Таблиця 1 
Порівняння колових напружень з даними роботи [2] 

 , 0 ar 2,0  ar 4,0  ar 6,0  ar 8,0  ar 9,0  

(а) 

0 –1,024 –1,024 –0,962 –0,961 –0,524 –0,524 0,106 0,106 0,003 –0,009 
15 –0,752 –1,0753 –0,756 –0,757 –0,678 –0,676 –0,440 –0,439 0,106 0,098 
30 –0,007 –0,007 –0,113 –0,113 –0,658 –0,659 –2,956 –2,959 –6,864 –6,472 
45 1,024 1,024 0,959 0,959 0,397 0,398 –2,985 –2,982 –14,11 –14,14 
60 2,068 2,069 2,242 2,242 2,582 2,583 4,225 4,227 8,031 8,035 
75 2,841 2,842 3,307 3,307 4,736 4,739 10,680 10,692 26,10 26,18 
90 3,127 3,126 3,723 3,723 5,590 5,589 11,747 13,876 21,32 21,33 

(б) 

0 3,100 3,099 3,310 3,310 3,618 3,618 5,601 5,600 10,710 10,716 
15 2,828 2,828 3,096 3,096 3,648 3,650 5,277 5,276 7,953 7,957 
30 2,082 2,082 2,443 2,444 3,505 3,506 6,843 6,844 11,93 11,93 
45 1,051 1,051 1,381 1,381 2,573 2,570 7,822 7,819 22,17 22,19 
60 0,007 0,007 0,107 0,106 0,511 0,511 1,480 1,479 2,675 2,672 
75 –0,766 –0,766 –0,967 –0,968 –1,766 –1,764 –5,843 –5,855 –18,04 –18,07 
90 –1,051 –1,051 –1,392 –1,392 –2,743 –2,742 –7,862 –9,991 –16,26 –16,27 
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Рис. 3 Розподіл модуля xE  

 

Рис. 4 Розподіл модуля yE  

 

Рис. 5 Розподіл коефіцієнта xy  

 

Рис. 6 Розподіл коефіцієнта yx  
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Розглянуто нестаціонарну осесиметричну задачу термопружності для двошарового циліндра, на 
внутрішній поверхні якого відбувається конвективний теплообмін з зовнішнім середовищем. 
Побудовано розв’язок даної задачі для випадку неоднорідного початкового температурного поля. 
Розв’язок представлений у вигляді розвинення по системі власних функцій граничної задачі для 
двокомпонентного стрижня, які виражаються через елементарні функції. На основі даного 
розв’язку запропоновано інкрементний алгоритм розв’язання задач термопружності для 
двошарового циліндру у випадку, коли коефіцієнт теплообміну змінюється в часі. За відомим полем 
температур осесиметричне поле напружень відтворюється на основі аналітичних співвідношень. 
Запропонований алгоритм був апробований на прикладі сценарію термошока корпуса атомного 
реактора. Результати порівняння з чисельним розв’язком методом скінченних елементів засвідчили 
достатню практичну точність запропонованого підходу. 

Ключові слова: нестаціонарна термопружність, двошаровий циліндр, термошок. 

 
The nonstationary axisymmetric thermoelasticity problem for a two-layer cylinder at the inner surface 

of which convective heat transfer with an environment takes place is considered. The solution of this problem 
is derived for the case of inhomogeneous initial temperature field. The solution is presented in the form of 
development by the system of eigenfunctions of the boundary value problem for a two-component beam and 
expressed in terms of the elementary functions. Based on this solution, an incremental algorithm of solving 
thermoelasticity problems for a two-layer cylinder is proposed for the case that the heat transfer coefficient 
between the inner surface of the cylinder and environment is time-varied. The idea of the algorithm is to 
divide the entire transient time interval into a sequence of subintervals, the heat transfer coefficient is 
considered constant on each. Once the temperature field is determined, the axisymmetric stress field can be 
founded on the basis of analytical expressions. The proposed algorithm was tested on the example of the 
thermal shock scenario for a nuclear reactor vessel. The comparison of the obtained results with the 
numerical solution by the finite element method verified sufficient working accuracy of the proposed 
approach. 

Key Words: nonstationary thermoelasticity, two-layer cylinder, thermal shock. 
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Вступ 

Незважаючи на значний розвиток чисельних 
методів та обчислювальної техніки, знаходження 
аналітичних розв’язків задач термопружності 

залишається актуальним напрямком. По-перше, 
дані розв’язки можна використовувати як 
еталонні для апробації чисельних алгоритмів. По-
друге, аналітичні розв’язки дозволяють швидко 
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оцінювати напружений стан конструкції, що 
значно скорочує час чисельних розрахунків за 
рахунок швидкого попереднього відбору 
небезпечних сценаріїв. Крім того, аналітичні 
розв’язки дозволяють легко реалізовувати 
алгоритми он-лайн оцінки ресурсу обладнання. 
Тому побудова аналітичного розв’язку 
нестаціонарної задачі термопружності для 
двошарового циліндру представляється 
актуальною задачею. Конструктивні елементи, 
які можна моделювати двошаровим циліндром, 
часто зустрічаються в різних галузях 
промисловості. У якості прикладу таких 
елементів можна навести циліндричні резервуари 
та трубопроводи, покриті антикорозійним 
наплавленням. 

 
Розв’язок нестаціонарної задачі у випадку 

довільного початкового температурного поля 

Розглянемо осесиметричну задачу 
термопружності для двошарового циліндру, 
внутрішня поверхня якого перебуває в 
конвективному теплообміні з зовнішнім 
середовищем, температура якого лінійно 
змінюється у часі. Якщо товщина стінки 
циліндра значно менша за радіус його серединної 
поверхні, всередині стінки невідомі розподіли 
температури мають задовольняти рівняння: 

2
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На внутрішній поверхні циліндра задається 
умова конвективного теплообміну з зовнішнім 
середовищем з постійним коефіцієнтом 

теплопередачі H  та постійною швидкістю зміни 
температури зовнішнього середовища V : 
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Початкові розподіли температури )(10 xT  та 
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В [1] наведено розв’язок задачі (1)–(5) за 
умови однорідного початкового розподілу 
температури, тобто однорідних умов (5). Даний 
розв’язок має вигляд 
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Система функцій )(xX n , як розв’язок задачі 

на власні функції, є повною та ортогональною на 
відрізку ];0[ h , тобто  
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задач Коші для лінійних рівнянь першого 
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Безпосередньою перевіркою можна 
переконатися, що суперпозиція розв’язків (6) та 
(7) дає розв’язок вихідної задачі (1)–(5). Після 
знаходження температурного поля поле 
напружень знаходиться за відомими формулами 
(див., наприклад [1]). 

 
Алгоритм 

На основі наведеного розв’язку задачі (1)–(5) 
можна побудувати алгоритм розв’язання задачі і 
у випадку довільної зміни коефіцієнта 
теплообміну в часі. Для цього весь часовий 
інтервал нестаціонарного процесу розбивається 
на підінтервали, на яких коефіцієнт теплообміну 
мало змінюється і може вважатися постійним. 
Дане значення вибирається як усереднене по 
підінтервалу. Також на кожному підінтервалі 
варіація температури має добре наближатися 
лінійної функцією. Сформульовані умови завжди 
можна задовольнити, вибираючи часові 
підінтервали досить малими. Після розбиття на 
підінтервали загальна задача теплопровідності 
розпадається на послідовність однотипних задач 
типу (1)–(5), розв’язок яких наведено вище. При 

цьому початковий температурний розподіл на 
кожному підінтервалі, крім першого, задається  
як фінальний розподіл температури на 
попередньому підінтервалі. 

 
Апробація 

У якості прикладу застосування 
запропонованого алгоритму було розглянуто 
модельний сценарій термошоку корпусу реактора 
(КР) ВВЕР-1000, наведений в роботі [2]. 
Залежність його теплогідравлічних параметрів 
(температура теплоносія, коефіцієнт теплообміну 
та тиск) в часі наведена в табл. 1. Даний сценарій 
передбачає швидке падіння температури 
приблизно на 2000С на першому етапі 
навантаження. У таблиці задані значення 
теплогідравлічних параметрів в ключові моменти 
часу. Вважається, що на часових інтервалах між 
ними всі теплогідравлічні параметри в часі 
змінюються лінійно. 

До факторів, що впливає на точність 
запропонованого підходу можна віднести:  

 неврахування в аналітичному розв’язку 
кривизни циліндра;  

 неврахування в аналітичному розв’язку 
залежності властивостей матеріалів від 
температури;  

 стрибкоподібна зміна значення коефіцієнта 
теплообміну. 

Для з’ясування впливу кожного з цих 
факторів було проведено п’ять розрахунків: два 
за аналітичними співвідношеннями (6), (7) та три 
чисельних скінченно-елементним пакетом 

Таблиця 1 
Зміна теплогідравлічних параметрів модельного 
сценарію 

t , 
с 

T , 
0C 

H , 

См
Вт

02
 

p , 
МПа 

H , 

Cm

W
02

 

0 280 700 10.0 700 
1000 120 700 10.0 700 
1400 90 700 10.0 1100 
2000 70 1500 10.0 2000 
2600 60 2500 10.0 2500 
3200 55 4000 10.0 3250 
5000 50 10000 10.0 7000 
6000 48 10000 2.4 10000 

10000 40 10000 2.4 10000 
20000 20 10000 2.4 10000 

30000 20 10000 2.4  
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CalculiX [3]. Аналітичні розрахунки були 
приведені для двох ступенів дискретизації 
коефіцієнта теплообміну: з його усередненням на 
інтервалах між ключовими моментами часу 
(розрахунок A1) і з усередненням на кожному 
кроці (розрахунок A2). Усереднені значення 
коефіцієнта теплообміну першого розрахунку 
наведені в правій колонці табл. 1. 

Крім них були проведені ще три чисельних 
розрахунки. Розрахунок C1 враховував тільки 
неперервну зміну коефіцієнта теплообміну але не 
враховував кривизну циліндра і температурну 
залежність властивостей матеріалів. Розрахунок 
C2 крім неперервної зміни коефіцієнта 
теплообміну враховував також кривизну 
циліндра, а розрахунок C3 враховував всі три 
фактори. Розрахунок C3 розглядався як 
еталонний. 

Результати порівняння розрахунків наведено 
в табл. 2, де через T  позначена температура, 
через   — колові напруження, а через z  — 

осьові напруження в стінці циліндра. За даними 
табл. 2 можна зробити кілька важливих 
висновків. Перш за все, відзначимо, що всі 
розрахунки забезпечують прийнятну практичну 
точність. Стрибкоподібна зміна коефіцієнта 
тепловіддачі слабо впливає на точність 
обчислення температури, але суттєва при 
обчисленні напружень. Це випливає з порівняння 
сценаріїв A1 і A2. Фактор неврахування 
кривизни циліндра більш рівномірно впливає на 
точність результатів (різниця в похибках між 
сценаріями C1 і C2 для всіх величин становить 

біля 1%). Похибка від усереднення 
теплофізичних властивостей становить до 2%. 
Оскільки запропонований аналітичний розв’язок 
є лінійним, то дана похибка визначає похибку 
аналітичних результатів в цілому. 

 

Висновки 

Побудовано розв'язок нестаціонарної задачі 
теплопровідності для двошарового циліндра з 
довільним початковим розподілом температури і 
лінійно змінною температурою зовнішнього 
середовища. Розв’язок має простий вигляд, 
виражається через елементарні функції і може 
бути легко реалізований за допомогою будь-
якого обчислювального пакету. На його основі 
запропоновано алгоритм знаходження 
температурних полів у випадку змінного в часі 
коефіцієнта теплообміну. Запропонований 
алгоритм у випадку модельного сценарію 
дозволив отримати результати з похибкою в 
межах 3%. 
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Таблиця 2 
Відносна похибка розрахунків 

Розрахунок 
Відносна похибка, % 

T    z  

A1 3,3 5,1 5,2 
A2 2,8 2,6 2,8 
C1 2,8 2,9 3,2 
C2 1,7 1,9 2,0 
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Розглянуто моделювання і геофізичну інтерпретацію у практиці нафто-газовидобування у 
анізотропних пластах. Для вирішення цих прикладних проблем застосовано комбінований скінчено-
елементно-різницевий метод розв’язання анізотропної задачі п’єзопровідності з урахуванням 
неоднорідного розподілу фільтраційних параметрів нафто-газоносних пластів та умов інфільтрації 
нафти і газу на границях досліджуваної області.  

Ключові слова: анізотропна задача п’єзопровідності, нафто-газовидобування, комбінований 
скінчено-елементно-різницевий метод. 
 

We consider modeling and geophysical interpretation of the obtained results in the oil and gas 
production problems in anisotropic reservoirs. For solving these practical problems, we use combined finite 
element-differences method of resolving anisotropic piezoconductivity problem with calculation of 
heterogeneous filtration parameters distribution of oil and gas productive reservoirs and oil-gas penetration 
conditions in the borders of investigating areas. We have defined that the anisotropy of oil and gas 
permeability in the far zone of the well has a greater effect on the filtration processes around the well and, 
accordingly, on the producing of the raw materials than the anisotropy of permeability in the near zone of 
the well. We have shown that the intensity of filtration processes in anisotropic reservoirs near the acting 
well depends significantly on the shear permeability and to a lesser extent on the axial permeability of the 
corresponding phase. Therefore, for the effective using of anisotropic reservoirs, it is necessary to place 
production wells in local areas with relatively low anisotropy of permeability of the reservoir, especially to 
avoid places with shear anisotropy. 

Key Words: anisotropic piezoconductivity problem, oil and gas producing, combined finite element-
differences method. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О. 
 
1. Вступ  
На сучасному етапі у зв’язку з потужним 

розвитком обчислювальних методів механіки і 
математики, а також завдяки досягнутому 
прогресу в розумінні основних законів фільтрації 
у пористих анізотропних нафто-газоносних 
пластах, виникають системні можливості 
дослідження раніше недоступних фільтраційних 
процесів. Це перш за все стосується процесів, які 
протікають у специфічних неоднорідних 
анізотропних пластах нафтоносних і 
газоконденсатних родовищ. Недосяжність для 
прямих геологічних і фізичних вимірювань за 

межами свердловин, роблять математичне 
моделювання одним із основних інструментів 
дослідження таких об’єктів.  

Цю статтю присвячено моделюванню і 
практичному застосуванню результатів у нафто- і 
газовидобуванні. Для вирішення цих важливих 
проблем застосовано комбінований скінчено-
елементно-різницевий метод розв’язання неста-
ціонарної анізотропної задачі п’єзопровідності 
для нафтової фази та задачі п’єзопровідності 
(Лейбензона) для газової фази з урахуванням 
інфільтрації відповідної фази на межах 
розглянутої області [1, 2, 3]. У випадку 

© М.В.Лубков, 2021  
 

63

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/3.10



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
нафтоносного деформованого пласта, 
враховуючи, що його товщина значно менше 
горизонтальних розмірів, достатньо скористатись 
двовимірною постановкою анізотропної задачі 
п’єзопровідності у декартовій системі координат:     

2 2

2 2

1
( 2 ) ;н н нн н н н н

xx yy xy н
н

P P P P P
k k k

t c x y x y


    
   

    
                                                                               (1) 

0( 0) ;н нP t P                                                       (2) 

( ).м м
н н н н нk gradP P P                                      (3)                     

Тут  (1) – рівняння п’єзопровідності; (2) – 
початкова умова; (3) – умова інфільтрації нафти 
на межах розглянутого пласта; ( , , )нP x y t – тиск 

пласта, як функція координат і часу; 

1 2( )н н
н н нс m    –коефіцієнт п’єзоопору 

нафти; н  – коефіцієнт в'язкості нафти; нm  – 

коефіцієнт пористості пласта; 1
н  – стискання 

нафти; 2
н  – стискання скелету порід пласта; н – 

параметр витоку нафти в пласті; 0
нP  – початко-

вий тиск нафти у пласті; , ,н н н
xx yy xyk k k - анізотропні 

коефіцієнти проникності нафтової фази; м
нk  – 

коефіцієнт проникності нафтової фази на межі 
області; н – коефіцієнт інфільтрації нафтової 

фази на границях розглянутої області; м
нP  – тиск 

на межах розглянутої області. Відповідно у 
випадку газоносного пласта двовимірна 
анізотропна задача п’єзопровідності Лейбензона 
набуває вигляду: 

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1
( 2 ) ;г г гг г г г г

xx yy xy г
г

P P P P P
k k k

t c x y x y


    
   

    
                                                                         (4) 

0( 0) ;г гP t P                                                  (5) 

2 2 2( ).м
г г г г гk gradP P P                                 (6) 

Тут (4) – рівняння п’єзопровідності газової фази 
(Лейбензона); (5) – початкова умова; (6) – умова 
інфільтрації газової фази на межах розглянутої 

області; 0/ г
г г гс m P -коефіцієнт п’єзоопору 

газової фази (Лейбензона). Представлені тут 
параметри газоносного пласта відповідають 
аналогічним за індексними позначеннями 
параметрам нафтоносного пласта. 

 

2. Метод розв’язання задач  

 У подальшому для спрощення запису 
математичних виразів індекси, що означають 
належність до нафтової або газової фази, будемо 
опускати. Для розв’язання нестаціонарної задачі 
п’єзопровідності (1–3) застосовується 
варіаційний скінчено-елементний метод, що 
приводить до розв’язання варіаційного рівняння 
п’єзопровідності [3]: 

     I( ) = 0.P                                                        (7) 

Тут I( )P - функціонал анізотропної задачі 
п’єзопровідності (1) – (3), який представляється у 
вигляді [3]: 

2 21
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   
   

     
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k c dP P dxdy

x y t

P P Pdl





  
   

  

 




        (8) 

S – площа перерізу області, яка досліджується, L 
– контур, що охоплює площу S, dl – елемент 
контуру. При розв'язанні варіаційного рівняння 
(7) застосовується восьмивузловий ізопарамет-
ричний чотирикутний скінчений елемент [3]. Як 
глобальна система координат, де відбувається 
об’єднання всіх скінчених елементів, на які 
розбито площу S, використовується декартова 
система ( ,x y ). В якості локальної системи коор-
динат, де в межах скінченого елементу визнача-
ються функції апроксимації i на основі квад-

ратичних поліномів і проводиться чисельне інте-
грування, використовується нормалізована систе-
ма координат ( ,  ) [3]. В цій системі коорди-
нати, тиск, початковий тиск пласта, тиск на 
границях області, коефіцієнт інфільтрації нафти 
на межах області, а також похідні від тиску по 
координатам апроксимуються наступним чином:  

8 8 8
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8 8 8
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 – якобіан переходу між 

системами координат( ,x y ) і ( ,  ). 
Виходячи з варіаційного рівняння (7) і 

вважаючи, що вузлові значення від похідних 
тиску за часом idP

dt
 є відомими величинами і не 

варіюються, складемо систему диференціальних 
рівнянь для n-го вузла p-го скінченого елемента у 
вигляді: 
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Для розв’язання системи лінійних диферен-
ціальних рівнянь першого порядку (10) при 
початкових умовах з (9) використовується метод 
скінчених різниць, в якому апроксимація 
похідної за часом здійснюється на основі неявної 
різницевої схеми [1, 5]: 

( ) ( )
.

dP P t t P t

dt t

  



                                 (11) 

Підставляючи вираз (11) в систему (10), 
отримуємо наступну систему лінійних 
алгебраїчних рівнянь: 
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Роблячи додавання рівнянь (12) по всім 
скінченим елементам, отримуємо глобальну 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь, що 
дозволяє визначати невідомі значення тиску в 
момент часу t t   через їх значення в 
попередній момент часу t . Розв’язання 
глобальної системи рівнянь здійснюється на 
основі чисельного методу Гауса без вибору 
головного елементу [3]. В результаті розв’язання, 
тиск визначається в усіх вузлових точках 
скінчено-елементної сітки. По знайденим 
вузловим значенням тиск визначається у 
довільній точці нафтоносного пласта 
досліджуваної області будь-який момент часу. 

При розгляді задачі п’єзопровідності для 
газової фази (Лейбензона) (4-6), після заміни 

2P P  хід розв’язання задачі подібний. 

3. Моделювання процесів фільтрації у 
анізотропних нафто-газоносних пластах 

Розглянемо анізотропну нафтоносну пластову 
ділянку в околиці діючої нафтовидобувної 
свердловини розміром 90×90 м2 (рис. 1, 2). 
Оберемо деякі характерні середні параметри 
нафтоносного пласта [1, 2]: m = 0,2; η = 10-3  Па·с;  
β1 = 10-9 Па-1; β1 = 10-9 Па-1. В цьому випадку 
коефіцієнт п’єзоопору c = 0.3 ·10-12 с. При 
моделюванні розподілу тисків у розглянутій 
пластовій ділянці припустимо, що початковий 
тиск у пласті дорівнює 200 атм, середня 
потужність видобувної свердловини складає 100 
м3 нафти на добу. Для мінімізації крайових 
ефектів при моделюванні, на межах розглянутої 
ділянки виберемо коефіцієнти інфільтрації 
нафтової фази рівними 0.001 м.   

 

Рис. 1 Розподіл встановленого тиску в 
анізотропному пласті навколо нафтовидобувної 
свердловини при заданих параметрах про-
никності: kxx = 2Д, kyy = 1Д, kxу = 0 (1Дарсі=10-12 м2). 

65



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 

 

Рис. 2 Розподіл встановленого тиску в 
анізотропному пласті навколо нафтовидобувної 
свердловини: kxx = 1Д, kyy = 2Д, kxу = 0. 

Далі розглянемо процеси фільтрації 
анізотропного газоносного пласта (9×9 км2) в 
околиці видобувної свердловини потужністю 
24840 м3 на добу при пластовому тиску 10 МПа 
(рис. 3). Виберемо деякі характерні середні 
параметри газоносного пласта [1, 2]: m = 0,15; η = 
0,18·10-4  Па·с; 0 100P  атм. При цьому 

коефіцієнт п’єзоопору Лейбензона c=0.27·10 -12 с.  

Висновки 

Встановлено, що анізотропія нафтогазової 
проникності в дальній зоні дії свердловини 
більше впливає на  процеси фільтрації навколо 
свердловини і відповідно на видобуток сировини, 
ніж наявність анізотропії проникності в ближній 
зоні дії свердловини. Показано, що інтенсивність 
процесів фільтрації у анізотропних пластах 
поблизу діючої свердловини, суттєво залежить 
від зсувної проникності і в меншій мірі від 
осьової проникності відповідної фази. Отже, для 
ефективного використання анізотропних пластів 
необхідно розміщувати видобувні свердловини в 

локальних областях з відносно низькою 
анізотропією проникності пласта, особливо 
уникати місць із наявністю зсувної анізотропії. 

                         а) 

   

                           б) 

Рис. 3 Розподіл встановленого тиску в 
анізотропному пласті навколо газодобувної 
свердловини: а) kxx = 0,0 012Д, kyy = 0, 012Д, kxу =0, 
0012 Д; б) kxx = 0,0 012Д, kyy = 0, 012Д, kxу =0, 0012 Д.  

.
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У рамках двовимірної теорії досліджується вплив однобічного гнучкого покриття на напружений 

стан навантаженої внутрішнім тиском пологої тороїдальної оболонки з наскрізною тріщиною, яка 
розташована вздовж екватора або вздовж горла. Гнучке покриття моделюється шарніром, який 
з’єднує береги розрізу на одній із лицьових поверхонь оболонки. Для розглянутої задачі побудовано 
сингулярне інтегральне рівняння відносно невідомого стрибка переміщень на тріщині. На основі 
асимптотичного розв’язку, отриманого методом малого параметра, побудовано аналітичні 
залежності коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів в околі вершин тріщини від параметрів 
форми та максимальної кривини поверхні тора. Встановлено, що підкріплення оболонки призводить 
до зменшення коефіцієнта інтенсивності зусиль та до появи ненульового коефіцієнта інтенсивності 
моментів.  

Ключові слова: тороїдальна оболонка, тріщина, гнучке покриття, пружна рівновага.  
 

Elastic equilibrium of shallow toroidal shell loaded by internal pressure and containing the cross-cutting 
crack located along equator or throat of the shell has been studied in the two-dimensional formulation. The 
shell is reinforced by coating on one of the face surfaces. The crack in the shell with a flexible coating is 
simulated by a cuts with eccentrically hinge joint edges. The boundary problem for equations of classical 
shell theory with interrelated conditions of tension and bending along the cutting line is formulated within 
the framework of such model. Singular integral equation for the unknown jump of normal displacement on 
the crack edges has been elaborated. Based on asymptotical solutions of integral equation obtained using 
the small parameter method forces and moments intensity factors in the vicinity of the defect tips are defined. 
Their dependences of on the parameters of shell curvature and form parameter are investigated. It is 
established that the reinforcement of the shell leads to a decrease in the force intensity factor and to the 
appearance of a non-zero moment intensity factor.  

Key words: toroidal shell, crack, flexible coating, elastic equilibrium.  
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Вступ 

На сьогодні ефективним засобом подовження 
експлуатаційного ресурсу пошкоджених 
тонкостінних конструкцій вважається нанесення 

на їхню поверхню тонких покриттів, латок, 
підкріплень, які знижують концентрацію 
напружень в околі дефектів.  

Мета цього дослідження – вивчити вплив 
однобічного гнучкого покриття на напружено-

© М.В. Маковійчук, І.П. Шацький,  
А.Б. Щербій, 2021  
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деформований стан пологої тороїдальної 
оболонки, послабленої наскрізною тріщиною.  

Постановка задачі 

Розглянемо ізотропну тороїдальну оболонку 
завтовшки h2 , з наскрізною прямолінійною 
тріщиною завдовжки l2 , яка може бути 
розташована вздовж екватора або вздовж горла 
тора. Серединна поверхня оболонки утворена 
рухом центра кола з радіусом r  по колу з 
радіусом R . Нехай на одну із лицьових 
поверхонь оболонки нанесено гнучке покриття, 
яке деформується сумісно з підкладкою і здатне 
витримати доволі високі напруження. Оболонка 
зазнає розтягу мембранними зусиллями 
унаслідок дії внутрішнього тиску constp . У 
рамках класичної теорії оболонок Кірхгофа-Лява 
досліджуємо напружений стан композиції.  

Уважаючи оболонку в зоні збурення 
напруженого стану пологою, виберемо систему 
декартових координат Oxyz  з центром 
посередині розрізу та віссю абсцис уздовж його 
лінії. Якщо прийняти гіпотезу Кірхгофа про 
жорстку нормаль, то тріщину в оболонці з 
гнучким покриттям доцільно моделювати 
математичним розрізом, береги якого з’єднані 
шарнірно в одній із лицьових поверхонь 
оболонки shz   ( 1s  для зовнішнього чи 

1s  для внутрішнього підкріплення). Із 
урахуванням симетрії об’єкта та навантаження 
відносно осі абсцис такий підхід призводить до 
задачі теорії пологих оболонок із 
взаємопов’язаними крайовими умовами розтягу-
згину на розрізах [1–3]: 

0 w
r

B
r , 

 0
1

  rDr
w ,   Lyx \),( 2R ;   (1) 

0][][  yy shu  , 

0 yy shNM , Lx ;    (2) 

2/prN x  , 0xyN , rpN y 0 ,   

0 yxyx MMM , ),( yx .   (3) 

Тут yx,  – декартові координати з центром 
посередині розрізу;   – функція напружень, w  – 

прогин оболонки, 2222 // yx   , 
2222 // yxr   , )/( rRr  ; ][ yu  

– розкриття тріщини в базовій поверхні 
оболонки, ][ y  – розрив кута повороту нормалі; 

xN , xyN , yN  – мембранні зусилля, xM , xyM , 

yM  – моменти; EhB 2 , ))1(3/(2 23  EhD , 

E  і   – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона 
матеріалу оболонки; )/()5.0(0 rRrRpp  ; 

1s  визначає варіант зовнішнього, а 1s  –
внутрішнього покриття; L  – розріз.  

Перша з крайових умов (2) означає 
неперервність переміщень на з’єднаних берегах 
розрізу, друга описує реактивний момент, 
викликаний переносом шарнірної реакції у 
базову поверхню оболонки. 

Для побудови розв’язку задачі (1)–(3) 
скористалися методом сингулярних інтегральних 
рівнянь. Зусилля та моменти на лінії тріщини 
виразимо через похідні від функцій стрибка [4]:  

 rpxN y 0)0,(  





l

l
yy daxKuxK

B
,)(][)()(])[(

4 1311 


)0,(xM y

 .)(][)()(][)(
4 3331 
 


l

l
yy daxKuxK

Ba
 

Ядра цих зображень виражаються через 
фундаментальний розв’язок рівнянь (1) і 
подаються інтегралами Фур’є:  

 











 


0

sinIm)1(Re)( dszs
s

i
gzK jkjkjkjk

 ; 

)(/)()(11  qg  , 

 )(/1)()()( 3113   qgg , 

 )(/)(22)()( 22
33   qg , 

)(22/2)( 2  q ,   21)(   , 

si /  ; )1(3/ 2 ha , 

rh/)1(34 2  ; jk  – символ Кронекера. 

Підставимо інтегральні вирази в крайову 
умову (2). Виключаючи функцію ][ y , дістаємо 

сингулярне інтегральне рівняння для 
знаходження розриву переміщень з додатковою 
умовою на кінцях розрізу:  

rpduxK
B l

l
y 0)(])[(

4 


 


, ),( llx  ; 

     0)]([ lu y .   (4) 

Тут  
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 )1(3/)(2)()( 2
1311 zsKzKzK  

)).1(3/()( 2
33  zK  

За функціями стрибків переміщення і кута 
повороту нормалі обчислювали коефіцієнти 
інтенсивності зусиль та моментів поблизу 
вершин тріщини:  

)(][||2lim
4

xulx
B

K y
lx

N 


  , 

)(][||2lim
4

))(3( xlx
D

K y
lx

M 


   . 

Аналіз результатів 

Асимптотичний розв'язок задачі (4) побуду-
вали методом малого параметра [4]. За малий 
параметр обрали безрозмірний комплекс 

  rhll /)1(3
4/12  – відносну макси-

мальну кривину оболонки. У першому обо-
лонковому наближенні коефіцієнти інтенсивності 
зусиль та моментів обчислюються за формулами:  

)(
)23(2

)1(3 0 



F
lrp

K N 
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)23(2
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
F

lrhsp
K M 


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2
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1)( 24
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 Oba
a
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












  . 

Тут позначено:   

))1(3/( 2
3301100  aaa , 

))1(3/()1(3/2 2
331

2
1311111   asaaa , 

)1(3/2 2
1311  sbb , 

де  

1110 a , 2
330 23  a , 

 32/)5(111 a  

),)1(24/()()15223( 22   H  

 5)111(4)1(3[( 2
131 a  

 ))1(48/()37 2  

 )(])1)4/)1((ln( 0131  Hb  

 16/)3)(1[(   

 ))1(12/()71)31(3( 2  

)()]14/)|1|(ln( 0131   Hb , 

 32/)521)25(( 22
331 a  

  )11211(2)25(3[ 222  

),())1(24/()]521(3 22   H  
8/)51)1((131  b  – коефіцієнти розкладу 

ядер )(zK jk  у степенево-логарифмічні ряди за 

параметром  ; ...5772.0ln 0   – стала Ейлера, 

)())1/(2arctg()/2(1   H , (...)H  – 

функція Гевісайда.  
Для тріщини, що орієнтована вздовж екватора, 

)1/(1   , )1/()5,0(0  pp , ),1[  , 
а для тріщини вздовж горла – )1/(1   , 

)1/()5,0(0  pp , ),2[  , де rR /  – 
параметр форми тора.  

При   ( 0 ) отримуємо частковий 
випадок рівноваги пологої циліндричної 
оболонки з поздовжньою тріщиною [5].  

 

 

 
Рис. 1. Коефіцієнти інтенсивності зусиль та 
моментів для тороїдальної оболонки з тріщиною 
вздовж екватора ( 1 ) або горла ( 2 ) тора.  

)/( 0 lrpKN

)/( 0 lrhspKM
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На рис. 1 зображено залежності знерозмірених 

коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів від 
параметра форми оболонки, отримані при 3.0  
та 8.0 . Суцільні та штрихпунктирні лінії 
побудовано для оболонки із зовнішнім та 
внутрішнім покриттям відповідно, а штрихові – 
для оболонки без покриття [4, 6].  

Висновки 

Запропонована модель тріщини в оболонці з 
однобічним гнучким покриттям дає змогу в 
аналітичній формі дослідити розподіл напружень 
в околі вістря тріщини, орієнтованої у головному 
напрямку поверхні додатної або від’ємної 
гаусової кривини.  

Шарнірне з’єднання берегів тріщини у 
лицьовій поверхні тороїдальної оболонки 
призводить до істотного зменшення коефіцієнта 
інтенсивності зусиль та до появи такого ж за 
порядком коефіцієнта інтенсивності моментів. У 
підсумку потік енергії у вершину тріщини 
зменшується. 

Подальше дослідження міцності вкритої 
оболонки з тріщиною доцільно проводити з 
урахуванням двох критеріїв граничної рівноваги: 
розтріскування оболонки та втрати цілісності 
покриття [3].  
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Дана робота складається з двох частин. Спочатку ми обговорюємо аналітичний підхід до 

розв’язання задачі Стокса про стаціонарну течію в’язкої нестисливої рідини в тривимірних 
порожнинах. Цей підхід базується на методі суперпозиції. В другій частині ми описуємо особливості 
ламінарного перемішування рідини в тривимірних течіях. 

Ключові слова: течія Стокса, вихори Моффата, перемішування, періодичні лінії. 
 

This study consists of two parts. First we consider an analytical approach for solving the problem of 
steady Stokes flow in some 3D containers with arbitrary velocities prescribed over the surfaces. The 
approach is based on the superposition method. First we discuss the Stokes problem solution in a finite 
cylinder. This is the simplest problem because the flow domain is restricted with only two families of 
coordinate surfaces and the edge (rim) is a smooth line. Then we discuss the analytical solution of the Stokes 
problem in more complicated domains, such as a circular cone, a rectangular trihedral corner and a 3D 
rectangular cavity. The Moffatt eddies in such domains are described. In the second part of the study we 
consider the laminar mixing process in the Stokes flow in a 3D container. We show that in 3D flows a much 
richer variety of mixing regimes is observed than in 2D flow configurations. The mixing processes in a 3D 
flow, containing periodic lines, possess essentially two-dimensional characteristics. In the flows, where only 
isolated periodic points exist, the liquid elements stretch or compress in all three directions. 

Key Words: Stokes flow, Moffatt eddies, mixing, periodic lines. 

 
Статтю представив академік НАН України Перестюк М.О. 
 

 
Stokes flows. Analytical approach 

 
In 1996, V.V. Meleshko published a paper which 
addressed a general analytical approach for solving 
the problem of two-dimensional steady Stokes flow 
in a rectangular cavity [1]. The flow inside the cavity 
was caused by a nonzero velocity distribution over 
two opposite sides of the cavity. The analytical 
approach called the superposition method was 
proposed for solving this problem. The principal idea 
of the method consists in representing the velocity 
field in a cavity as a sum of several velocity fields. 
Each of these velocity fields is represented in the 

form of Fourier series with arbitrary unknown 
coefficients. The terms of these series satisfy the 
governing equations and the superposition provides 
sufficient arbitrariness for fulfilling the boundary 
condition. In [1] the 2D rectangular cavity was 
treated as the intersection of two infinite strips. So, 
the solution of the Stokes problem was represented 
as the superposition of the well-known solutions for 
these infinite strips. The satisfaction of the boundary 
conditions led the author to an infinite system of 
linear algebraic equations, which was regular and 
consequently could be solved by the method of 
reduction. In the case of non-smooth distribution of 
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the velocity the convergence of the series was not 
sufficient to provide us with enough accuracy. But it 
was shown that knowledge of asymptotic behaviour 
of the unknowns could considerably improve the 
convergence of the series and consequently the 
accuracy of the solution. It was shown that the first 
term of the asymptotics was responsible for the 
discontinuity at the corner of the cavity.  

Later we decided that the method of 
superposition suggested in [1] could be applied to 
more complicated 3D problems. The simplest of 
them is the Stokes problem in a finite circular 
cylinder. The solution of this problem was published 
in [2]. In this case the cylinder was treated as 
intersection of the infinite cylinder and the infinite 
layer. So, the solution of the Stokes problem was 
represented as the superposition of the solutions for 
these two geometries. For the layer part the velocity 
field was expressed in the form of Dini and Fourier-
Bessel series. For the cylinder part the velocity was 
represented in the form of Fourier series. The 
asymptotic behaviour of the unknowns was 
established by the Mellin transform technique 
developed by Gomilko and Meleshko and it was 
shown that the main term of the asymptotics was 
responsible for the discontinuity of the velocity at the 
rim. Knowledge of the main asymptotic term 
allowed the authors to separate and present in closed 
form the part of solution containing the discontinuity 
at the rim. It was established that the asymptotic 
behaviour of the velocity field near the rim coincides 
with the well-known Goodier-Taylor solution in a 
2D wedge with constant tangential velocity applied 
at its sides. That is why the Stokes problem in a 
finite cylinder can be considered as the simpliest 3D 
problem. Smoothness of the cylinder’s rim makes the 
velocity singularity near the rim to actually have 2D 
nature. However the streamlines near the calm rim  
were completely different form the well-known 2D 
Moffatt eddies. Because of the third coordinate the 
streamlines in the plane of symmetry had the form of 
spirals. A small displacement form the symmetry 
plane made the streamline really three-dimensional. 
It moved away from the symmetry plane at one 
corner and approaches the plane at another corner. 

The Stokes problem solution becomes much 
more complicated in domains with 3D singular 
points at the surface. For example, a cuboid has eight 
trihedral corners. The unknowns of the solution 
depend on two indexes and therefore the technique 
for improvement of the series convergence based on 
the asymptotic analysis cannot be applied.  

The simplest example of the 3D singular point at 
the surface is the vertex of a cone. This problem was 

considered in [3]. The flow inside a circular cone 
was induced by a non-zero velocity prescribed at the 
boundary within a ring at some the distance from the 
vertex. Therefore the problem was a 3D analogous of 
the 2D corner flow considered by Moffatt [4]. Since 
this canonical domain is bounded with a coordinate 
surface in the spherical coordinate system, it is not 
necessary to apply the superposition method. The 
solution of the problem was represented in the form 
of a Fourier series on the trigonometric system 
cos(mφ), where φ was the angular coordinate. The 
solution was constructed for each term by use of the 
Mellin transform. The contribution of each term of 
the Fourier expansion to the local velocity field near 
the vertex was studied. The following two 
conclusions were drawn: 1) at any m, providing α is 
less than the critical value, there exists a sequence of 
eddies near the vertex; 2) when the Fourier 
expansion of the velocity prescribed at the boundary 
includes several terms, the term at m=1 will 
dominate near the vertex. If this term is missing in 
the Fourier expansion, the term at m=2 will 
dominate. If both the terms are missing, the 
axisymmetric term (m=0) will play a leading role.  

The Stokes flow in a trihedral rectangular corner 
was studied in [5]. The flow was induced by a non-
zero velocity distribution over one of the corner’s 
walls. We considered two possible motions of the 
wall: uniform translation or rotation about arbitrary 
point. Such a situation occurs for example in a cubic 
cavity where the motion of a lid generates the fluid 
motion. As mentioned above, the unknown 
coefficients depend now on two indexes and 
consequently the technique for investigating the 
asymptotic behaviour of the unknowns, used in 2D 
problems, is useless in 3D case. Within the limits of 
the linear approximation of the problem, this 
difficulty may be readily overcome provided the 
local behaviour of the flow field near the points of 
discontinuity is known. Indeed, since the 
superposition principle is valid, the solution may be 
presented as a superposition of the known solution 
responsible for the velocity discontinuity and some 
new solution satisfying continuous boundary 
conditions. The solution of the Stokes problem in a 
trihedral corner was constructed with the method of 
superposition. For this purpose three spherical 
coordinate systems with a common origin O at the 
vertex were introduce. These systems were such that 
each of the corner walls lay in the equatorial plane of 
the corresponding coordinate system. In order to 
obtain sufficient functional arbitrariness to fulfil all 
the boundary conditions at the walls we represent the 
velocity field as the superposition of three vector 
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fields. Each term of this superposition was a solution 
of the Stokes equations in the corresponding 
spherical coordinate system. The velocity field was 
represented as a local similarity solution 

( , , ) ( , )nU r r u     . This representation reduces 
dimensionality and allows us to formulate the 
boundary value problem for the corresponding 
spherical triangle. Now the problem becomes 2D 
since it is formulated at a spherical surface. 
Satisfaction of the boundary conditions leads to the 
infinite system of linear equations. But now the 
unknown coefficients depend on one index. So, the 
asymptotic analysis by means of Mellin transform 
developed by Gomilko and Meleshko can now be 
applied. The analysis of the asymptotic behaviour of 

the unknowns provided a way of refining the 
technique to obtain high accuracy everywhere in the 
corner. The velocity field was shown to behave near 
the edges, where the discontinuity of the tangential 
velocities was preassigned, in accordance with the 
Goodier-Taylor solution. The numerical analysis of 
the flow topology near the edge formed by two fixed 
walls conformed the existence of eddies. The flow 

driven by the wall rotation about the vertex was 
shown to be strictly 2D. In this case the streamlines 
lay on a spherical surface. The flow became 
essentially 3D when the wall rotated about a centre 
displaced from the vertex. The centrelines of the 
corner eddies contained also saddle points. 

In 2005 paper [6] was published by Albensoeder 
and Kuhlmann. They investigated the flow in a lid-
driven cubic cavity and concluded that the 
singularities in the boundary conditions cannot be 
fully removed by solution [5]. They said that if we 
compose the superposition of solutions [5] in every 
of the eight corners then the singularity at the edge 
connecting two neighbouring vertices is given twice. 
If we take the solution [5] in every corner with 
weight 1/2, then the singularity at the edge is now 
formulated correctly, but at the vertices of the 
trihedral corners we take only a half of the 
singularity into account. In the present paper we 
show haw to construct the singular solution to extract 
all the singularities correctly.  

The velocities prescribed at the surface of the 
cuboid are discontinuous at the eight edges and at the 
eight vertices. So, along the edges between the 
moving and the stationary walls the flow fields are 
singular. Since the local asymptotic solutions near 
both the edges and the vertices are known, we may 
eliminate these singularities. The flow fields may be 
presented as 

, .s sP p p   U u u                 (1) 

Here su  and sp  represent the singular solution of 
the Stokes problem which satisfies the discontinuous 
boundary condition. Then the flow fields u and p are 
continuous. The singular solution of the Stokes 
problem may be constructed as a superposition of the 
local flow fields in the trihedral rectangular corners 
[5]. But in this case the singularity at any edge is 
taken care of twice [6]. Therefore we have to 
subtract one singular solution valid at the dihedral 
corner formed by two planes. The singular solution 
takes the form: 

8 8

1 1
s i j

i j 

  u v e   ,                      (2) 

where iv  is the singular solution in the trihedral 

corner with vertex i and je  is the singular solution in 

the dihedral corner with edge j. The solutions iv  are 

given in [5]. The solutions je  are the well-known 

Goodier-Taylor solution or the shear flow for a 
dihedral corner where the moving wall slides in the 
direction parallel to the edge.  

Extraction of all the discontinuities with (1), (2) 
from the velocity field allowed us to satisfy the 

 
Fig. 1. Streamlines in the symmetry plane. The 
top wall is moving 

 
Fig. 2. Streamlines. The top wall is moving 
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boundary conditions with the accuracy of within 

410 . Fig.1 shows the streamlines in the plane of 
symmetry when only the top wall is moving 
constantly, while the other walls are fixed. We can 
see that the streamlines in the corner eddies are 
spirals. The same effect was observed in a circular 
cylinder [2]. In fig.2 we can see that even a small 
displacement from the symmetry plane gives a really 
3D streamline. It approaches a symmetry plane at 
one angle and moves away at the opposite one. 

 
Periodic points. Structure of manifolds  

 
According to Brauer's fixed point theorem, any 

continuous incompressible mapping of a closed 
domain into itself in a finite-dimensional Euclidean 
space has a fixed point. Obviously, such a fixed 
point of Poincare map will be a periodic point of 
flow. The location and type of periodic points 
determine the nature, intensity and quality of mixing. 

In terms of Poincare map, a periodic point with 
period T is a fixed point. If the Poincare map is 
defined as  1n nf x x , then for a periodic point 

with period T we have  fP P . In 2D flows, a 

periodic point can be classified as elliptic, hyperbolic 
or parabolic depending on the field structure in a 
vicinity of the periodic point. In 3D flows, the 
classification of periodic points is much more 
complicated [7]. Let some material particle close to 
point P  be in position 0dP x  at the initial moment 
of time. After a period, this material particle moves 
into the position  1 0d f d  P x P x . After 

linearization, we obtain 1 0d dx F x  where 

( ) / |f   F x x x P  is the Jacobi matrix at point P . 

The properties of stability of mapping f  are 
determined by the eigenvalues of matrix F . The 
eigenvalues are the roots of the equation 
| | 0 F E , which in the three-dimensional case 
takes the following form: 
 3 2

1 2 3 0J J J      ,  (3) 
where the three invariants of the matrix are defined 
as follows 1 tr( )J  F , 2 2

22 tr ( ) tr( )J  F F , 

3 det( )J  F .  
All the elements of matrix F  were calculated 

numerically for the Stokes problem in a cylinder. 
The condition of fluid incompressibility 3 1J   was 
used to control accuracy of the numerical 
calculations. The numerical error did not exceed 

310  near the surface of the cylinder and took much 
smaller values inside the calculation area. Obviously, 

equation (3) always has one real positive root. Let it 
be 1 . Then equation (3) can be represented as 
follows 

    2
1 1 1

1

1
0J    


 

     
 

.  (4) 

The other two eigenvalues are 

 
 1 1

2,3 2

J
D





  ,  (5) 

where the discriminant 

 
 2

1 1

1

1

4

J
D





   . (6) 

Eigenvalues 2 , 3 can take either real or complex 
conjugate values. And the transition occurs at 0D  , 

i.e. at 2 3 11 /     . It is now obvious that in 

3D flows we can distinguish nine types of periodic 
points, depending on the values of 1  and D . Let us 
describe the periodic point classification in more 
detail. If 1 1  , it means that there is no stretching 
or shrinking in the direction of the corresponding 
eigenvector. In the canonical coordinate system 

(1) (2) (3)( , , )   , the axes of which are determined by 

the eigenvectors, the condition 1 1   means that 
(1) (1)( )f  . Then for the other two eigenvalues 

the condition 2 3 1    is fulfilled, i.e. in the 

canonical plane (2) (3)( , )   mapping f  satisfies the 

condition of incompressibility. Thus, the case 1 1   
is essentially two-dimensional. Such periodic points 
can be divided into three classes: elliptic, hyperbolic 
and parabolic. The condition 1 1   is fulfilled at the 
points of periodic lines. Indeed, there is no stretching 
or shrinking in the tangential direction of the 
periodic line, i.e. the tangential direction of the 
periodic line corresponds to the direction of 
eigenvector 1n . The classification of points of a 
periodic line is equivalent to the classification of 
periodic points in 2D flows. Therefore the periodic 
lines can be divided into elliptic and hyperbolic 
segments that connect at the parabolic points. It 
follows from (6) that the point of a periodic line is 
elliptic if 11 3J   . In this case 0D  , and 

therefore the eigenvalues 2,3 are complex conjugate. 

If 1 1J    or 1 3J  , then 0D  , and therefore 
such a point of the periodic line is hyperbolic. In 2D 
systems, the elliptic points are surrounded by islands 
of regular motion. The Poincaré map in such islands 
is a rotation around the elliptic periodic point. The 
liquid inside the elliptical region does not leave this 
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region. It becomes isolated from the rest of the 
liquid. In 3D domains the elliptic segments of the 
periodic lines are also surrounded by pipe-shaped 
islands. The hyperbolic points in 2D systems are 
associated with stable and unstable manifolds, which 
are the lines along which fluid particles are shrunk or 
stretched. In the 3D case, the stable and unstable 
manifolds associated with a hyperbolic segment of 
the periodic line combine and merge into the 
surfaces. Thus, the Poincare map in a vicinity of a 
periodic line is essentially 2D in nature. 

If 1 1  , then such a periodic point is isolated. 

The Poincare map in the vicinity of such a periodic 
point is essentially three-dimensional. The 
classification of isolated points is much more 
complicated as compared with the classification of 
periodic lines. The phase portraits in the canonical 
coordinate system are given in [7]. In case 0D  , all 
three eigenvalues i  are real. Phase portraits in the 
coordinate planes are two saddles and a node. In the 
case of 0D  , the eigenvalues 2,3  acquire complex 

conjugate values that are responsible for rotation in 
the plane (2) (3)( , )  . The phase portrait in this plane 

is a hyperbolic focus. In the degenerate case 0D   

we have two equal eigenvalues 2 3 11 /     . In 

the plane (2) (3)( , )  , the phase portrait is a 

degenerate node. Thus, when 1 1   a periodic point 
is isolated and can be classified as a hyperbolic node 
or a hyperbolic focus. It is obvious that the phase 
portrait of isolated periodic points does not have 
closed lines or surfaces. Therefore isolated islands of 
regular motion similar to those formed around the 
elliptical points of the periodic lines cannot be 
formed around isolated periodic points. In a flow that 
has only isolated periodic points and no periodic 
lines, the liquid must be mixed throughout the flow 
area.  

Any isolated periodic hyperbolic point is 
associated with the surface or the line called 
manifolds. The stable manifold ( )sW P  is a set of 
points that approach a periodic point P  in the 
process of Poincare map. That is for any point 

( )sWx P  we have ( )nf x P  at n  . An 

unstable manifold ( )uW P  is a set of points that tend 
to P  in the reverse process, i.e. for an arbitrary point 

( )uWx P  we have ( )nf  x P  at n  . In a 
two-dimensional case, stable and unstable manifolds 
are two lines that intersect infinitely many. Since 
there are infinitely many points of intersection of the 
stable and unstable manifolds, they concentrate when 
approaching the periodic point. The manifolds form 
a complex layered structure. Due to this phenomenon 
the mixing of fluid represents the elongation of a 
liquid spot along the unstable manifold and multiple 
folding when passing through homoclinic points. 
Such elongation and folding of a liquid spot is called 

a horseshoe map. It is obvious that in three-
dimensional flows with periodic lines, the mixing 
mechanism is similar to that in two-dimensional 
flows. In such a quasi-two-dimensional mapping the 
liquid does not mix along the periodic line. The 
elongation and folding of the fluid elements occurs 

Fig. 5. Unstable manifold. Problem 3. 

 
Fig. 3. Stable and unstable manifolds. Problem 1. 

 
Fig. 4. Stable and unstable manifolds. Problem 2. 
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only in the plane perpendicular the periodic line. 
Although this horseshoe map also leads to a complex 
layered structure, but the presence of only a two-
dimensional mixing mechanism does not allow us to 
obtain a high-quality homogeneous mixture in the 
entire three-dimensional region of the flow. 

The above theoretical considerations are 
illustrated by the example of three possible periodic 
flows generated in a finite cylinder [7]. In all three 
cases, the flows in the cylinder are generated by the 
periodic motion of the cylinder’s lids. The lateral 
surface of the cylinder is stationary while the end 
faces move periodically. Three typical protocols of 
the lids motion were considered in [7]: 1) Problem 1. 
Only the upper end wall moves. The bottom wall 
remains stationary. The motion of the upper wall is 
zigzag. During the first half of the period, the upper 
end wall moves with a constant velocity in the 
direction of the x-axis, during the second half of the 
period in the direction of the y-axis. 2) Problem 2. 
The upper and lower walls move alternately in 
opposite directions parallel to the X-axis. 3) Problem 
3. The protocol of motion of the end walls consists 
of three different steps used in Problems 1 and 2. 

The flows in the first two problems have periodic 
lines, while the flow in problem 3 has only isolated 
periodic points. Thus, according to the theory 
described above, the flows in problems 1 and 2 have 
2D nature. Although the mixing mode may be 
chaotic, the passive impurity spot cannot be mixed 
throughout the area due to its two-dimensional 
nature. In addition, in such a flow there may be 
zones of regular mixing. The islands around the 
elliptical segments of the periodic lines are formed, 
which also prevent the good mixing. The flow of 
Problem 3 has only isolated periodic points and 
therefore the islands of regular motion cannot be 
formed around such points. The passive impurity 
spot should be mixed throughout the flow area. 

The stable and unstable manifolds of periodic 
points and lines for Problems 1-3 are shown in fig. 3-
5. The results of numerical calculation confirm the 
theoretical reasonings outlined above. In the flows of 
Problems 1-2 the passive impurity spot will not 
move throughout the domain. The flow of Problem 
3, where only isolated periodic points exist, provides 
effective mixing of fluid.  

 
 

Список використаних джерел 
 
1. Meleshko V.V. Steady Stokes flow in a 

rectangular cavity // Proc. Roy. Soc. Lond. – 
1996. – 452. – P. 1999-2022. 

2. Meleshko V.V. Steady Stokes flow in a finite 
cylinder / V.V. Meleshko, V.S. Malyuga, 
A.M.  Gomilko // Proc. Roy. Soc. Lond. – 
2000. – 456. – P. 1741-1758. 

3. Malyuga V.S. Viscous eddies in a circular 
cone // J. Fluid Mech. – 2005. – 522. – P. 
101-116. 

4. Moffatt H.K. Viscous and resistive eddies 
near a sharp corner // J. Fluid Mech. – 1964. – 
18. – P. 1-18. 

5. Gomilko A.M. On steady Stokes flow in a 
trihedral rectangular corner / A.M. Gomilko, 
V.S. Malyuga, V.V.  Meleshko // J. Fluid 
Mech. – 2003. – 476. – P. 159-177. 

6. Albensoeder S. Accurate three-dimensional 
lid-driven cavity flow / H.C. Kuhlmann // J. 
Comput. Phys. – 2005. – 206. – P. 536-558. 

7. Malyuga V.S. Mixing in the Stokes flow in a 
cylindrical container / V.S. Malyuga, V.V. 
Meleshko, M.F.M. Speetjens, H.J.H. Clercx, 
G.J.F. van Heijst // Proc. R. Soc. Lond. A. – 
2002. – 458. – P. 1867-1885. 

 
References 

 
1. MELESHKO, V.V. (1996) Steady Stokes 

flow in a rectangular cavity. Proc. Roy. Soc. 
Lond. 452. p. 1999-2022. 

2. MELESHKO, V.V., MALYUGA, V.S. & 
GOMILKO, A.M. (2000) Steady Stokes 
flow in a finite cylinder. Proc. Roy. Soc. 
Lond. 456. p. 1741-1758. 

3. MALYUGA, V.S. (2005) Viscous eddies in a 
circular cone. J. Fluid Mech. 522. p. 101-116. 

4. MOFFATT, H.K. (1964) Viscous and 
resistive eddies near a sharp corner. J. Fluid 
Mech. 18. p. 1-18. 

5. GOMILKO, A.M., MALYUGA, V.S. & 
MELESHKO, V.V. (2003) On steady Stokes 
flow in a trihedral rectangular corner. J. 
Fluid Mech. 476. p. 159-177. 

6. ALBENSOEDER, S. & KUHLMANN, H.C. 
(2005) Accurate three-dimensional lid-
driven cavity flow. J. Comput. Phys. 206. p. 
536-558. 

7. MALYUGA, V.S., MELESHKO, V.V., 
SPEETJENS, M.F.M. , CLERCX, H.J.H. & 
HEIJST, G.J.F. VAN (2002) Mixing in the 
Stokes flow in a cylindrical container. Proc. 
R. Soc. Lond. A. 458. p. 1867-1885. 

 
Надійшла до редколегії 28.08.21 

76



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 

© Б.П. Маслов, 2021  
 

УДК 539.3  
 

 
Маслов Б.П., д.ф.-м.н., с.н.с.  
 

Спадкова повзучість ізотропних 
композитів випадкової структури при 

складному напруженому стані  
 

Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН 
України, 03057, м. Київ-57, вул. Нестерова, 3,  
е-mail: maslov@inmech.kiev.ua 
 

 
Maslov B.P., Dr. Sci., Phys.-Math.   
 

Hereditary creep of isotropic composites of 
random structure under a complex stress state 

 
 

S.P. Timoshenko Institute of Mechanics NAS 
Ukraine, 03057, Kyiv, 3 Nesterov Str.,  
е-mail: maslov@inmech.kiev.ua 

 
 
 
Розв'язано задачу нелінійної спадкової повзучості композитів випадкової структури в рамках 

нелінійної теорії в’язкопружності другого порядку. Спадкові функціонали використано для побудови 
загальних визначальних рівнянь складного напруженого стану. Принцип відповідності Шепері для 
квазілінійних в'язкопружних середовищ узагальнено щодо проблем спадкової повзучості. Отримано 
роз'вязок стохастичної крайової задачі про визначення концентрації напружень та їх релаксації в 
композиті з полімерною матрицєю (ПМК). Для виведення повної системи в'язкопружних рівнянь 
другого порядку використовується метод послідовного наближення.  Визначено функції повзучості, 
локально усереднені за в'язкопружною матрицею та пружними включеннями. Наведені приклади, що 
показують важливість взаємного впливу нелінійних пружних та в'язких властивостей компонентів 
на перерозподіл напружень біля включень у багатокомпонентних ПMК. Як практичний результат 
можна відзначити можливість прогнозування довготривалої міцності матеріалу, коли в'язкопружне 
поле напружень відомо в результаті комп’ютерного моделювання в околі включень. 

Ключові слова: спадкова повзучість, полімер, композит, прогнозування. 
 

 
Nonlinear hereditary creep problem of the mechanics of composites is solved within the framework of a 

second-order theory. The hereditary functionals are used to construct general constitutive relations. A 
stochastic boundary value problem for determining the stress concentration and its relaxation in metal 
matrix composite (PMC) is solved in Laplace-Carson image space. Shapery's correspondence principle for 
quasi-linear viscoelastic media is generalised on  the hereditary creep problem and the method of successive 
approximation is used. The reduced creep functions and the stress concentration parameters are determined. 
Examples are given showing the importance of the mutual influence of nonlinear elastic and viscous 
properties of the components on stress redistribution near inclusions with possibility to predicting the long-
term strength. 
Key Words: hereditary creep, polymer, isotropic composite, prediction. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О. 
 

Композитні матеріали застосовуються в 
елементах конструкцій, які експлуатуються як в 
умовах тривалих одноразових, так і циклічних 
навантажень [1, 2]. У зв'язку з цим, для 
проектування нових матеріалів із заданими 
властивостями важливим є вивчення 
мікроструктурних напруг і деформацій, що 
змінюються в часі. Велике практичне значення 
має прогнозування наведених макроскопічних 
характеристик в'язкопружності і визначення їх 
залежності від форми включень, типу 

просторового армування, об'ємної концентрації 
компонентів. Раніше [1] було отримано розв'язки 
задач знаходження ефективних пружних 
постійних нелінійних стисливих і нестисливих 
пружних композитів. Тут розглянемо 
в’язкопружний ізотропний композитний матеріал 
випадкової структури і використаємо метод 
умовного усереднення [1], із застосуванням 
інтегральних перетворень Фур'є і Лапласа-
Карсона [3,4] та чисельних алгоритмів в 
середовищі Fortran 95. В межах теорії спадкової 
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повзучості малих деформацій визначальне 
співвідношення між деформаціями і 
напруженнями вважаємо казілінійним, 
відповідно до модельних уявлень [5, 6]. 
Накопичена додаткова енергія ( , )U tσ  в 
матеріалі, що проявляє властивість квазілінійної 
спадкової повзучості, може бути виражена 
формулою     

     

       

1 2 1 2

0 0

1 2 3 1 2 3

0 0 0

1
( , ) 2

2

1
3

3

t t

t t t

U t t t t d t d t

t t t t d t d t d t

 

  

   

   

 

  

σ J σ σ

J σ σ σ

  (1.1) 

Тут ( )tJ , ( )tJ - функції повзучості другого та 
третього порядків [1, 6]. Тоді можемо записати 
для першого, лінійного 1e  

1 ( , ) ( * ,)( )ij ijkl kl te t J de  

 і другого 2e наближень 

2 .)( ) * )(( , ) ( * ( * )ij ijkl kl kl ijklmn mne t J d dt J td   e   

Застосуємо надалі узагальнений принцип 
відповідності Шепері [5, 6] для залежних від часу 
квазистатичних розв’язків квазілінійних 
в'язкопружних крайових задач. Це дозволяє 
аналізувати задачу спадкової повзучості механіки 
випадково армованих композитів, виходячи з 
відомого нелінійно пружного розв’язку та 
використанням чисельно-аналітичних 
інтегральних перетворень Фур’є та Лапласа-
Карсона [3-5]. 

Деформації в спадковому матеріалі визнача-
ються історією напружень ( ), [0, ]s s tσ , а також 
початковими умовами ( 0)t  e 0 . Тоді для лі-
нійного середовища в загальній тензорній формі, 
після інтегрування (1.1), можна записати [5, 6] 

 
0

( , ) ( ) ( , )
t d

t t s s ds
ds

 e x J σ x ,  (1.2) 

де ( )tJ  тензор піддатливості (функція 
ретардації). Або в короткій символічній формі [5] 

 ( , ) ( )( , ) ( )( , )
d

t
dt

   e x J σ x t σ J x t& , (1.3) 

де знаком   позначена операція інтегральної 
згортки, точка над символом означає похідну по 
часу. Таким чином, вираз ( )( ) ( )( )t d t  σ J σ J&  

являє собою згортку Стілтьєса [2]. Якщо ( )f t  – 
деяка неперервна функція на інтервалі 0 t   ,  
то перетворення Лапласа-Карсона (LC) функції 

( )f t  визначається наступним чином [2] 

 
0

{ ( )} ( ) ( ) st
sLC f t f s f s f t e dt

       (1.4) 

В подальшому застосовуємо визначальний закон  
миттєвого деформування другого порядку 
малості за величиною деформацій [1, 3] 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s s s e J σ σ J σ   
     

Для аналізу здач прогнозу деформацій в 
рамках моделі спадкової повзучості (1.1) 
використовуємо узагальнений принцип 
відповідності Шепері [5]. Позначимо t  час, x - 
положення матеріальної точки в просторі, 

( , )te x - поточні деформації, ( , )tσ x  поточні 
напруги, ( , )tu x  поточні переміщення. 
Припускаємо, що матеріал виявляє миттєву 
пружну реакцією, та позначимо ( , )e te x , ( , )e tσ x , 

( , )e tu x  - миттєві пружні деформації, напруги і 
переміщення, відповідно. Функції накопиченої 
енергії ( )W e  і додаткової енергії ( )U σ дають 
можливість знайти миттєві деформації (при 
повзучості) або миттєві напруги (процес 
релаксації) 

 ( , , ), ( , , ))(e t
U

U U t t


 


σ x σ x
σ

e , (1.5) 

 ( , , ), ( , , ))(e t
W

W W t t


 


e x σ e x
e

. (1.6) 

Узагальнений принцип відповідності 
Р. Шепері щодо задач спадкової повзучості 

Тут ми застосуємо узагальнений принцип від-
повідності для залежних від часу квазистатичних 
розв’язків нелінійних пружних і в'язкопружних 
крайових задач. Це дозволяє аналізувати 
спадкову задачу повзучості, виходячи з відомого 
нелінійно пружного розв’язку. Рівняння 
рівноваги запишемо у вигляді 

 div  σ b 0 .     (1.7) 

Співвідношення між напруженнями Коші і 
модифікованими (відновленими) деформаціями 

( )e te  

1( ) [ ( ) ]( ), ( ) ( )eW
t h d t h t g t
  


σ

e
  (1.8)  

Це призводить до трьох інтегродиференціальних 
рівнянь для трьох переміщень ( )iu x  при 
підстановці в (1.7). Розв’язок задачі спадкової 
повзучості має вигляд 

( ) ( )( ), ( ) ( )( ),e et h d t t g d t   σ σ u u (1.9) 

 ( ) ( )( ), ( ) ( )( ),e et g d t t h d t   σ σ u u (1.10) 

де eσ  і eu  задовольняють рівнянням базової 
задачі нелінійної пружності (1.5), (1.7), (1.8) 
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разом з граничними умовами e t t  і початковою 
умовою (0) (0)e u u 0 . Таким чином, eu  
задовольняють рівнянням відповідної нелінійної 
пружної задачі  разом з тими ж масовими силами 

e b b  в тілі і граничними умовами e t P  на 
границі.  

Локальна задача механіки спадкової 
повзучості при складному напруженому стані  

Прогнозування параметрів спадкової 
повзучості композитів є одним з важливих 
чинників при розрахунку і конструюванні 
сучасних елементів конструкцій. Задача полягає 
у прогнозуванні повзучості за властивостями та 
об’ємному вмісту їх компонентів. Отже, 
ізотропний композит моделюємо неоднорідним 
середовищем, що займає об'єм V , складеним із 
N  однорідних фаз з характеристичною функцією 

( ) ( )r x  обєму ( ) , ( [0, ]).rV r N  Крім того, 

приймається, що ( )rV V=  і міжфазний контакт є 
ідеальним. Функція повзучості кожної фази r  

 ( ) ( )

1

( , ) ( ) ( )
N

r r

r

t 


J x t J x    (2.1) 

Причому ( ) ( )( ) 1,r rV   x x  та 
( ) ( )( ) 0,r rV  x x  в іншому випадку. Об'ємне 

осреднення по V та ( )rV  позначається надалі 

відповідно   та
( )r . Об’ємне осреднення 

характеристичної функції, по фазі r  дає значення 

обємної концентрації 
( )r

rc  . Об’ємне 

осреднення функції f  по представницькому 

обєму V  та по фазі s  позначено 
1

V

f f fdv
V

    та  
( )

( ) ( )
( )

1

s

s s
s

V

f f f dv
V

     

відповідно. 
Стохастичні рівняння рівноваги і гранич-

ні умови першого лінійного наближення, записа-
ні в області LC перетворень, можна представити 
у формі [1] 
        1 1( ) , , ;s s  L u x τ x

 '( , ) ( , ) ( , );s s s u x u x u x     

     (1) (1), , , ;s s sτ x C x e x   

   , , ;s s  C x C x L  (2.2) 

рискою зверху позначені результати статистич-
ного усереднення в зразку із випадковим тензо-
ром пружності ( , )sС x . Фур'є-образ  L k  дифе-

ренціального оператора визначається співвідно-
шеннями [1, 3] 

   ;ijmn j mim
L k k   L k  

 ( 2 ), /L L       L 1 1 I , (2.3)
    
L  - тензор модулів пружності однорідного тіла 

порівняння [1], тобто параметри ,L L   є постій-
ними в межах представницького обєму V , I   -
одиничний симетричний тензор четвертого ран-

гу,  , sτ x  - тензор напружень поляризації. Фун-

кцію Гріна ( )G x    системи рівнянь (2.2) знайдемо 
з умови 

   ( ) ;  L G x I x 0   (2.4) 

Тут   x  - дельта функція Дірака, тоді 

    1
.im im

G


   k L k  

Використовуючи методику, викладену в 
роботах [1], розв’язок системи запишемо у формі 
інтеграла типу згортки по області V  

         1 1 2 21 1' , , , ,s s e x Γ x x τ x  (2.5) 

Як приклад розглянемо спадкову повзучість 
композитного зразка, виготовленого із 
трикомпонентної суміші: полімерна матриця 
типу ED 10, що армована випадково 
розорієнтованими у просторі сфероїдальними  
включеннями скла та бору. Пружні та реологічні 
характеристики компонентів наведено в [1].  

 
Рис.1 Зміна функцій повзучості матриці та 

трифазного композиту в залежності від часу t   
 
На рис. 1 зображено криві залежності 

нормованої функції повзучості ( ) ( )eg t E J t  від 

часу t . Суцільна лінія відповідає функції 
повзучості полімерної матриці. Штрихова лінія 
ілюструє поведінку функції повзучості для 
композитного матеріалу із вмістом арматури. 
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Представлено пілотну версію алгоритму для швидкого визначення тривалостей систолічної й 

діастолічної фаз серцевого циклу на базі статистичної обробки цифрової фонокардіограми. 
Розроблена методика включає локалізацію серцевих тонів у записі за допомогою квантильної 
дихотомії та модовий аналіз обчислених часових інтервалів між сусідніми знайденими піками. Після 
цього будується діаграма розсіювання в термінах часових інтервалів до і після кожного піку. 
Стабільність серцевого ритму визначається щільністю кластеру, який утворюється поблизу 
перетину двох модальних значень, нанесених уздовж осей. При домінуванні в сигналі кардіологічної 
компоненти запропонований підхід дозволяє досить надійно визначати моменти появи першого й 
другого серцевих тонів практично на кожному з циклів роботи серця. Це відкриває можливість для 
аналізу варіації тривалостей окремих фаз серцевих скорочень з плином часу. Завдяки роботі 
безпосередньо в часовій області й низьким обчислювальним затратам алгоритми цього класу 
придатні для застосування в портативних діагностичних системах з обмеженими процесорними 
потужностями.  

Ключові слова: фонокардіографія, серцеві тони, цифрова фонограма, квантиль, мода. 
 

A draft version of the algorithm for fast determination of duration of the systolic and diastolic phases of 
the cardiac cycle based on a statistical analysis of a digital phonocardiogram is presented. The developed 
technique includes localization of the cardiac tones in the record by a quantile dichotomy and modal 
analysis of the calculated time intervals between the adjacent detected peaks. Next, the scatter plot is 
constructed in terms of time intervals before and after each peak. The stability of the cardiac rhythm is 
determined by the density of the cluster occurring near the cross-section of two modal values plotted along 
the axes. At dominance of a cardiac component in the signal, the discussed approach allows quite reliable 
determination of the moments of the emergence of the first and second cardiac sounds tones practically on 
each of the cardiac cycles. This opens the possibility to analyze the variation in the duration of separate 
phases of heart contractions over time.  Due to the work directly in the time domain and low computational 
costs, the algorithms of this class are suitable for application in portable diagnostic systems with limited 
processor power. 

Key Words: phonocardiography, cardiac sounds, digital sound record, quantile, mode. 
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Introduction 

 
The key role of the heart in ensuring the vital 

functions of the human body determines the unfailing 
interest in its studying. It is well known that the 
operation of this organ is accompanied by various 
biophysical phenomena. This makes the heart a 
unique manifold object of investigation far from fully 

revealing its secrets. Indeed, one can consider it as a 
hydraulic pump, an electromagnetic generator, a 
source of vibroacoustic signals, and so on.  

Finally, the heart is a classic example of the 
essentially nonlinear dynamic system demonstrating 
the full range of possible regimes from almost exact 
periodicity to chaos. 

© V.N. Oliynik, 2021  
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The great variety of physical effects emerging at 

cardiac activity lead to the creation of several 
objective instrumental methods of medical diagnosis 
of the heart. In particular, the electro- and 
phonocardiography related to the interpretation of 
the collateral electric and acoustic phenomena should 
be noted in this context. 

There is now a demand for the creation of 
portable and easy-to-use medical tools for 
telemedicine diagnosis and self-diagnosis of the 
cardiovascular system. Expensive stationery 
echocardiographs are absolutely unsuitable for this 
purpose. Therefore, one should focus on passive 
non-invasive techniques that are not associated with 
the potentially negative effect of ultrasound on the 
patient's body. A preliminary analysis shows that the 
phonocardiographic examination method may be 
even more suitable than the electrocardiographic one 
for the mentioned segment of the medical equipment 
market [1, 2]. This inevitably puts forward the 
necessity for developing fast, simple, reliable, and 
clear ways to present data on the characteristics of 
cardiac activity. Based on this, in this study, we 
would focus on current issues of digital 
phonocardiograms processing with a focus on 
methods that require minimal computing power. 

 
Features of Cardiac Sounds 

 
It is known that the work of the heart is of cyclic 

nature. It consists of the sequential repetition of 
similar phases that correspond to the contraction and 
relaxation of the myocardium, the opening, and the 
closing of the heart valves. Determination of cardiac 
rhythm, quantitative parameters of individual phases, 
their regularity, and duration are a valuable part of 
cardiovascular diagnostics.  

The cardiac sounds are the short pulses (tones) 
generated at the opening and closing of the tricuspid 
pulmonary, mitral, and aortic valves. They 
distinguish four cardiac sounds, S1 ,..., S4, still, only 
S1 and S2 can be usually heard. Their appearances 
coincide with the start and the end of the 
myocardium contraction phase, the systole. The 
emergence of S3 and/or S4 sounds, along with valve 
murmurs, are evidence of cardiac pathologies [2, 3]. 

Note that the electrocardiographic examination 
does not provide exact localization of the moments 
of operation of valves. The reason is that the 
emergence of the measured electric signal is related 
to the myocardium repolarization-depolarization 
being the processes of fundamentally different 
origins. 

A Statistical Approach to Analysis  
of Phonocardiograms 

 
Despite their cyclic nature, cardiac contractions 

are rarely strictly periodic. Such aperiodicity 
inevitably leads to the widening of the efficient band 
of cyclic frequencies of the cardiac signal. This 
results in the dramatic decrease of resolution of the 
spectral techniques when used for determining actual 
heart rate, including the cyclostationarity approach. 
On the other hand, the adaptive methods like the 
Empirical Modal Decomposition or Empirical 
Wavelet Transform are insufficiently reliable when 
separating the intrinsic signal modes related to 
cardiac activity [4].  

The above difficulties require withdrawal from 
the use of spectral-frequency decomposition of the 
signal, traditional for various branches of acoustics. 
In these conditions, attention should be paid to the 
approaches which allow the analysis of the sampled 
phonocardiograms in the time domain. These 
include, in particular, the quantile analysis of 
statistics proposed in the 1940s by Maurice 
Kendall [5]. Currently, this young branch of 
mathematical statistics is actively developing. This 
results in the successful application of quantile-based 
techniques to process data in various fields of 
knowledge, from econometrics to psychophysiology. 

The digital phonocardiogram is the recorded 
acoustic response of the cardiac activity sampled for 
the discrete sequence of instant values of the signal 
amplitudes. Within mathematical statistics, it is 
considered as the statistical population. The essence 
of the chosen approach is the statistical dichotomy of 
the series of amplitudes absolute values with a cut-
off of the given portion of its terms having the 
relative length 0<p<1 (where unity means the whole 
sequence). Call the number xp the p-quantile of a 
probability distribution if the values of the p-th part 
of the statistical population are less or equal to xp. In 
these terms, the median is the most common kind of 
a quantile with the level of $0.5$ since it divides the 
population into two parts of equal lengths. 

The utility of a quantile dichotomy is manifested 
in much better separating sharp bursts in the 
numerical sequences than the analysis based on 
average values. For example, the median is a more 
reliable measure of the typical term than the Root 
Mean Square. It was already mentioned that the 
cardiac sounds have a pronounced impulse character 
and form short peaks on the phonogram. Therefore, 
cutting off the part of the sequence by a quantile 
close to unity provides the efficient localization of 
the instants associated with the components S1, S2, 
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etc. To apply this procedure, calculate the 
normalized signal energy by a standard Hilbert 
Transform. Then localize the peak values by a 
quantile with the level p. Practice shows that at a 
sufficiently high Signal-to-Noise Ratio, the 
acceptable range of p makes mostly from 0.8 to 0.95. 

The next step is a modal analysis of the sequence 
of peak-to-peak intervals. This procedure allows the 
separation of the characteristic values supposed to 
correspond to systolic (from S1 to S2) and diastolic 
(from S2 to the next S1) intervals. Such recognition 
is practically possible since the duration of the 
systole is always shorter. Finally, the obtained values 
are grouped in the scatter plot, which is built in the 
coordinates of S1-S2 and S2-S1 intervals. 

 
Application of the Method 

 
Now proceed to an example of using the method. 

The considered record of cardiac sounds is obtained 
from a healthy male by electronic stethoscope paired 
with a smartphone. The signal was recorded with 
delayed breathing to improve the phonogram quality. 
The resulting Signal-to-Noise Ratio in a frequency 
range from 50 Hz to 400 Hz was not worse than 
12 dB.

A fragment of the time dependence of normalized 
energy of the chosen cardiac signal is shown in 
fig. 1. A horizontal line in the plot corresponds to the 
quantile with a level p=0.9. Study the properties of 
the localized high-energy maximums shown with the 
markers. 

The main problem of phonocardiography is the 
practical impossibility of signal recording without 
impulse vibrational interference from traffic, 
vibration noise from the friction of the sensor against 
the skin, etc. Therefore, some "parasitic" peaks may 
occur in the set detected using quantile localization. 
Moreover, some cardiac sounds might be omitted 
since the strength of individual heartbeats can vary 
significantly. Let us illustrate this point with fig. 2 
depicting the evolution of time intervals between the 
adjacent detected peaks. Note that most of them 
separate into two subsets with quite regular 
properties. However, several false maxima are found 
that are not related to cardiac activity. Nevertheless, 
the applied basic statistical algorithm assessed the 
characteristic values of the systolic and diastolic 
intervals and the limits of their variation during the 
recording. Analysis of the frequency distribution of 
the calculated peak-to-peak intervals yields two vivid 
modal maximums of 0.3 sec and 0.425 sec.  

 
 

 
Fig. 1  Time dependence of normalized energy of a cardiac signal with a quantile localization of maximums. 
 

 
Fig. 2 Evolution of the intervals between the adjacent detected peaks over the record time. 

 
 
Plot all localized energy maximums on the scatter 

diagram (fig. 3). Here, the shorter peak-to-peak 
intervals are set along the abscissa axis, and the 
longer ones are along the ordinate axis. One may 
consider them as durations of the systole and 
diastole, respectively. Two dashed straight lines 
stand for detected modes. As expected, the vast 

majority of the peaks form a dense cluster at the 
intersection of the modal values. Such behavior 
proves the absence of evident pathologies for the 
examined heart. The sum of the systolic and diastolic 
intervals gives the period of the cardiac cycle. It may 
be readily converted to a usual cardiac rate 
calculated in beats per minute. 
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Fig. 3 The scatter diagram for peak-to-peak intervals 

Conclusion 
 

1. An algorithm for the statistical analysis of 
phonocardiograms in the time domain is 
developed and implemented. The proposed 
approach is based on the quantile localization of 
signal energy maximums related to the emergence 
of cardiac tones and subsequent modal analysis of 
time intervals between adjacent detected peaks. 

2. The effectiveness of the method is illustrated by a 
particular example. For the case of dominance of a 
cardiac component in the record, it is possible to 
determine the typical values of the systolic and 
diastolic intervals and their variation with time. 
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Розглядається метод визначення термопроникності контакту пари тертя, при якому 

пропонується математично моделювати режими тертя, зношування та теплоутворення за 
допомогою розгляду так званого умовного «третього тіла» – тонких приповерхневих і проміжкових 
шарів контактуючих тіл, фізико-механічні властивості яких відрізняються від властивостей тіл 
контактної пари, та мікрогеометрією поверхонь тіл у контактній зоні. Для визначення впливу 
вхідних параметрів на зміну температури та теплових потоків аналітично розв’язано 
нестаціонарну контактну задачу термопружності з тепловиділенням від дії сил тертя на межі 
двох півпросторів. 

Ключові слова: контакт, трибологія, термопроникність. 
 

The variety of factors affecting the thermal conditions of a frictional couple results in complexity of the 
simulation of this problem. Among these factors, thermophysical (thermal conductivity, specific heat, 
coefficient of linear expansion of bodies, etc.) and also mechanical ones (elasticity, hardness of contacting 
bodies, etc.) play an important role. The conditions of friction, wear and heat generation are also 
determined by the characteristics of the so-called “third body”, i.e., thin near-surface and intermediate 
layers, the physical and mechanical properties of which differ from those of the interacting bodies, and by 
the microgeometry of their surfaces in the contact zone. The method of determination of thermal contact 
conductance in mathematical modelling of contact interaction with considering friction and hear generation 
by “third body” is presented. Using of modified conditions of heat contact in mathematical model of contact 
thermoelasticity taking into account of friction and heat generation is proposed. After numerical analysis, 
the graphs of dependence of thermal contact conductance on the input parameters are constructed and 
substantial influence of some of them is detected. On the example of one-dimensional non-stationary contact 
problem of thermoelasticity with heat generation of friction the influence of some physical and mechanical 
parameters on the temperature and heat fluxes in the contact bodies is investigated. 

Key Words: contact, tribology, thermal conductance. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О.  

 
1. Вступ 

 
Різноманітність чинників впливу на тепловий 

режим типологічної пари зумовлює складність 
опису та математичного моделювання такої 
практичної науково-технічної задачі. Серед 
факторів впливу є як теплофізичні 

(теплопровідність, теплоємність, коефіцієнт 
лінійного розширення взаємодіючих тіл та інші), 
так і механічні (пружність, твердість тощо). 
Вперше термопружна контактна взаємодія тіл за 
наявності поверхневих теплофізичних 
неоднорідностей була досліджена в [1]. 
Пропонується математично моделювати режими 

© В.М. Онишкевич, Г.М. Барабаш, 2021  
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тертя, зношування та теплоутворення за 
допомогою розгляду так званого умовного 
«третього тіла» [2] – тонких приповерхневих і 
проміжкових шарів контактуючих тіл, фізико-
механічні властивості яких відрізняються від 
властивостей тіл контактної пари, та 
мікрогеометрією поверхонь тіл у контактній зоні. 

2. Модель «третього тіла» 

Для дослідження контактної термопружності 
з урахуванням тертя і теплоутворення за вихідні 
умови використаєм узагальнені умови теплового 
контакту, які враховують коефіцієнт 
термопроникності контакту [1]: 
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де індексами «1» та «2» позначено величини, які 
відносяться відповідно до першого і другого тіла; 
n – нормаль до поверхні контакту тіл;   – 

зведена теплопровідність;  – двовимірний 
оператор Лапласа; с – зведена теплоємність; Q – 
інтенсивність теплових джерел, h – коефіцієнт 
термопроникності контакту. Проведений число-
вий аналіз показав, що нехтування коефіцієнтом 
  незначно впливає на розподіл температурних 
полів у тілах пари тертя, а суттєвий вплив на 
результати має коефіцієнт термопроникності 
контакту h. Тому для практичних розрахунків 
можна рекомендувати такі спрощені 
теплофізичні умови на ділянці контакту: 
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З’ясовано [2], що середня температура в 
області контакту тіл мало відрізняється від 

температури    21 tt   при ідеальному тепловому 
контакті тіл. Оскільки для знаходження 
коефіцієнта термопроникності контакту h, який 
пов’язує тепловий потік і різницю температур 

( thq  ), необхідно знати середню температуру, 
то розв’язок задачі із запропонованими 
спрощеними граничними умовами (3)-(4) при 

h  можна розглядати і як перший етап для 
знаходження h . Фактори, від яких залежить h, як 
і весь процес теплоутворення, є численними та 
складними [2]. Проведений числовий аналіз 
експериментальних даних дозволив встановити 
суттєвий вплив на зміну термопроникності 
контакту деяких з них (рис. 1 та рис. 2). 
 

 
Рис. 1 Залежність коефіцієнта термопроникності 
контакту h (кВт/м2К) від тиску P (МПа) та 
твердості за Мейєром   (МПа) 
 

 
Рис. 2 Залежність коефіцієнта термопроникності 
контакту h (кВт/м2К) від чистоти обробки 
поверхонь l  (мкм) та коефіцієнтів  

теплопровідності (взято    21   , Вт/мК) 
 
Для визначення впливу вказаних параметрів на 
різницю температур і теплових потоків 
розглянуто нестаціонарну контактну задачу 
термопружності з теплоутворенням від дії сил 
тертя на межі двох півпросторів, яка за 
складністю відповідає суперпозиції двох 
одновимірних задач термопружності. 
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3. Математична постановка задачі 

Припускаємо, що два пружних півпростори 
з нульовою температурою спочатку є 
нерухомими, а в момент часу 0  зближуються 
і з тертям починають переміщуватися з 
відносною сталою швидкістю V . Процес тертя на 
межі контакту супроводжується 
теплоутворенням, теплові граничні умови 
враховують коефіцієнт термопроникності 
контакту h. Математично задача полягає в 
розв’язанні  рівнянь термопружності 
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де f – коефіцієнт тертя між тілами, 
  t 23  , ,  – коефіцієнти Ламе, t  – 

температурний коефіцієнт лінійного розширення, 
 ia  – коефіцієнт температуропровідності для i-го 

тіла,  i=1,2. 

4. Аналітичний розв’язок задачі 
 

Застосувавши інтегральне перетворення 
Лапласа, отримано аналітичний розв’язок 
поставленої задачі (5)-(7). У випадку задання на 

безмежності напруження вигляду  0P


, 

для розподілу температури і теплових потоків за 
глибиною отримано такі формули: 
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де    ii
i a , i=1,2. 

 
5. Числовий аналіз. Висновки 

 

 
Рис. 3 Залежність різниці температур t  (0C) від 
чистоти обробки поверхонь l  (мкм) та 

коефіцієнтів  теплопровідності    21 ,   (Вт/мК) 
 

 
Рис. 4 Залежність різниці температур t  (0C) від 
тиску P (МПа) та твердості за Мейєром   (МПа) 
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Рис. 5 Залежність теплових потоків q  (кВт/м2К) 
від чистоти обробки поверхонь l  (мкм) та 

коефіцієнтів  теплопровідності    21 ,   (Вт/мК) 
 
Досліджено залежність різниці температур 
   12 ttt   (рис. 3 та рис. 4) і теплових потоків 
   12 qqq   (рис. 5 та рис. 6). Аналізуючи 

отримані числові результати, можна зробити такі 
висновки: із збільшенням теплопровідності 
контактуючих тіл і тиску в зоні контакту 
термопроникність контакту зростає, а при 
збільшенні жорсткості і твердості матеріалів тіл – 
спадає. Із збільшенням теплопровідності 
нижнього тіла, жорсткості та твердості матеріалів 
пари тертя різниця температур контактуючих тіл 
зростає, а при збільшенні теплопровідності 

верхнього тілі – спадає. Зміна номінального 
тиску між тілами на ділянці контакту мало 
впливає на різницю температур і теплових 
потоків у тілах. Із збільшенням теплопровідності 
верхнього тіла різниця теплових потоків 
контактуючих тіл зростає, для нижнього тіла 
ефект протилежний. Зміна твердості та 
жорсткості  матеріалів контактуючих тіл мало 
впливає на різницю теплових потоків у них. 

 

 
Рис. 6 Залежність теплових потоків q  (кВт/м2К) 

тиску P (МПа) та твердості за Мейєром   (МПа) 
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Розглянуто задачу моделювання процесу накопичення пошкоджень вздовж фронту руйнування 
при втомі в тонкій ізотропній пластині. Розв’язок задачі побудовано на підставі поєднання 
концепцій механіки руйнування та механіки безперервного пошкодження. Запропоновано чисельний 
розв’язок інтегрального рівняння руху фронту тріщини. Розгляд зазначеного рівняння як суперпозиції 
множини рекурентних рівнянь для кожного моменту часу дозволяє змоделювати стрибкоподібний 
характер зростання тріщини втоми та врахувати історію накопичення пошкодження у матеріалі 
пластини в процесі навантаження. Отримано чисельний розв’язок тестової задачі про 
розповсюдження тріщини втоми в тонкій пластині з алюмінієвого сплаву 7075-Т6 за одновісного 
асиметричного багатоциклового розтягу-стиску. Побудовані залежності довжини тріщини втоми 
від числа циклів навантаження задовільно узгоджуються з експериментальними даними.  

Ключові слова: тріщина втоми, пошкодження, тонка пластина, асиметричний цикл 
навантаження. 

 
The problem on modeling the process of damage accumulation along the fracture front at fatigue in a 

thin isotropic plate is considered. The solution of the problem is based on joined of the concepts of fracture 
mechanics and mechanics of continuous damage. A numerical solution of the integral equation of crack front 
motion is proposed. Consideration of this equation as a superposition of a set of recurrent equations for 
each moment allows us to model the jumping nature of the fatigue crack growth and take into account the 
history of damage accumulation in the plate material during loading. A numerical solution of the test 
problem on the fatigue crack propagation in a thin plate made of aluminum alloy 7075-T6 with uniaxial 
asymmetric cyclic tension-compression is obtained. The constructed dependences of the fatigue crack length 
on the number of load cycles agree satisfactorily with the experimental data. 

Keywords: fatigue crack, damage, thin plate, asymmetric load cycle. 
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Вступ 

Побудова моделей руйнування внаслідок 
втоми є актуальною задачею при прогнозуванні 
термінів безпечної експлуатації елементів 
конструкцій в умовах багатоциклового наванта-
ження. Одним з перспективних шляхів у цьому 
напрямку є розгляд процесу накопичення по-
шкоджень у матеріалі конструкцій як рушійної 
сили для зародження та розповсюдження тріщин 
втоми. На основі поєднання концепцій механіки 
руйнування та механіки безперервного 
пошкодження побудовано двостадійну модель 

розповсюдження тріщини втоми [1]. Модель 
дозволяє з єдиних позицій визначити тривалість 
інкубаційного періоду та стадію розповсюдження 
тріщини втоми. Отримано аналітичні розв’язки 
задач про розповсюдження тріщини втоми в 
тонких пластинах з концентраторами напружень 
при багатоцикловому асиметричному 
навантаженні [2].  

У даній роботі розглядається чисельний 
спосіб розв’язання задачі про розповсюдження 
тріщини втоми в тонкій ізотропній пластині за 
одновісного асиметричного багатоциклового 
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розтягу-стиску з урахуванням історії накопи-
чення пошкодження вздовж фронту руйнування. 

 
1. Постановка задачі. Основні співвідношення 

Розглянемо тонку нескінченну ізотропну 
пластину з центральною тріщиною нормального 
відриву (рис. 1), розташовану вздовж осі x . 
Початкову напівдовжину тріщини позначимо 0 , 
а поточну ‒ )(n , число циклів  навантаження 

позначимо n . Береги тріщини вільні від 
навантаження, а в напрямку осі y0  на 

нескінченності прикладене одновісне 
багатоциклове асиметричне навантаження ~  
 

 Yam

am n
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,      (1.1) 

 

де m , a  – значення середнього та амплітудного 

напруження циклу; Y  – границя текучості 

матеріалу. Вважаємо, що a  не залежить від 

дискретного часу n  (стаціонарний режим) і 
прикладається з частотою f 10 Гц, а 

максимальне напруження циклу max  не 

перевищує границі текучості матеріалу Y  
(багатоциклова втома). У цьому випадку 
основний масив пластин деформується пружно, а 
руйнування внаслідок втоми є квазікрихким. 

Для подальшого розгляду задачі, 
асиметричний цикл навантаження (1.1) зводимо 
до еквівалентного йому за числом циклів до 
руйнування Rn  симетричного циклу [3], у 
вигляді 
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де eqv~  – еквівалентне циклічне напруження 

симетричного циклу; eqva )(  – амплітуда 

еквівалентного циклічного напруження; B  – 

границя міцності матеріалу пластин на розтяг;   
– коефіцієнт чутливості матеріалу пластин до 
асиметрії циклу навантаження за одновісного 
розтягу-стиску.  

Відповідно до моделі тріщини втоми Райса 
[4] в околі її вершини формуються монотонна та 
циклічна пластичні зони. Довжину циклічної 
пластичної зони визначаємо з рівняння [5] 

 

  )(
)(

28

1
)(

2

nn
Y

eqva
 











 .    (1.3) 

 
За визначальне співвідношення процесу 

руйнування внаслідок втоми розглядаємо 
еволюційне рівняння накопичення 
пошкодженності з початковими умовами у 
вигляді 
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де ),( xn  – скалярна функція пошкодження, що 

залежить від числа циклів n  навантажень та від 
координати  )()( nnx    на фронті тріщини; 

Rn  – число циклів до руйнування в точці x ;
  

eqvyy nx ),(~  – розмах еквівалентних циклічних 

напружень в околі вершини тріщини на момент 
часу n , що визначається з розв’язку пружної 
задачі; qD   ,  – коефіцієнти, що характеризують 
інтенсивність накопичення пошкоджень.  

Задача полягає у побудові способу 
вирішення задач кінетики тріщин втоми з 
урахуванням історії накопичення пошкодження 

),( xn вздовж фронту руйнування в будь-який 
момент часу. 

 
 
 

 

 
 

Рис. 1. Пластина з тріщиною 
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Рис. 2. Накопичення пошкодження вздовж 
фронту руйнування з часом in  

2. Чисельний алгоритм. Тестова задача 
Шляхом інтегрування еволюційного 

рівняння (1.4), отримаємо рівняння руху фронту 
тріщини втоми у вигляді 
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Розглянемо рух тріщини втоми на N  
дискретних проміжках часу 

 Ninnn ii ,0,1   , та визначимо рівень 
накопиченого пошкодження в точках вздовж 
фронту руйнування з координатами 

  Nijnnx iij ,,)()(    . Інтегральне 

рівняння (2.1) запишемо як суперпозицію 
рекурентних рівнянь для кожного проміжку часу 
у вигляді 
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де  eqva  – еквівалентні амплітудні напруження 

циклу навантаження; )x,n( ji  пошкодження, 

яке накопичується за час in  вздовж фронту 

тріщини. При виконанні критерію руйнування 
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тріщина просувається вздовж фронту руйнування 
стрибками на довжину циклічної пластичної зони 
 )n( i . 

Задаючи в рівнянні (2.2) початкові умови 

10 nnn    00 n , та рівня пошкоджень 

    1,,0, 0100  xnxn  , визначаємо тривалість 
інкубаційного періоду  
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Рівень накопиченого пошкодження 
 j1i x,n  , за проміжок часу 

 Ninnn ii ,0,1    по координатах по 
фронту тріщини визначаємо інтегруючи  
рівняння (2.2) за співвідношенням 
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визначається з критерію руйнування (2.3). 

Застосуємо розглянутий алгоритм до 
розв’язання тестової задачі про рух тріщини 
нормального відриву (рис.1) з початковою 
напівдовжиною 0 = 2,54·10-3 м у тонкій 
нескінченій пластині з алюмінієвого сплаву 7075-
Т6 за багатоциклового асимметричного розтягу-
стиску (1.1), де a = 69 МПа m = 138 МПа, 

(коефіцієнт асиметрії циклу R =0,33). На рис. 2 
наведено результати розрахунків за 
співвідношеннями (2.4-2.6). Лініями 1, 2, 3, 4 
позначено рівень накопиченого пошкодження 

),( ji xn  вздовж фронту тріщини в моменти часу 
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 4,3,2,1i,ni  , відповідно. Лінія 5 відповідає 

пошкодженню ),( ii xn , що накопичилося в точці 

ix  за кожний момент часу in . Руйнування в точці 

ix  відбувається за виконання критерію (2.3).  
На рис 3. побудовано залежності довжини 
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тріщини втоми від числа циклів навантаження в 
тонкій нескінченій пластині з алюмінієвого 
сплаву 7075-Т6 при асиметричному циклі 
навантаження a = 69 МПа m = 138 МПа. Лінія 
1 відповідає рекурентній залежності (2.6), яка 
враховує історію накопичення пошкодження 

)x,n( ji по координатах jx  вздовж фронту 

руйнування за кожний момент часу in , лінія 2 

отримана з аналітичного розв’язку рівняння (2.1), 
та експериментальні дані (○) з роботи [6]. 
Отримано задовільне узгодження результатів 
розрахунків з експериментальними даними.  
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числа циклів  
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Розглядається сингулярне інтегральне рівняння з нерухомою особливістю, до якого зводиться 

задача контактної взаємодії двох чвертей простору в умовах гармонічних коливань повздовжнього 
зсуву. Чверті простору розміщуються так, що складений з них півпростір має ступінчасту межу. 
Для чисельного розв’язання цього рівняння запропоновано метод, який враховує справжню 
асимптотику розв’язку, використовує спеціальні квадратурні формули для сингулярних інтегралів і 
корені спеціальної функції у якості точок колокації. 

Ключові слова: сингулярне інтегральне рівняння, нерухома  особливість, контактні напруження. 
 

A singular integral equation with a fixed singularity to which the problem of contact interaction of two 
quarters of spaces in the conditions of harmonic oscillations of longitudinal shear is reduced is considered. 
A quarters of the space is situated so that the half-space composed of them has a stepped boundary. In the 
contact area, the conditions for ideal coupled are satisfied. The unknown function in this equation is the 
contact stresses. For the numerical solution of this equation, a method that takes into account the asymptotic 
behavior of contact stresses at the edge point is proposed. The basis of this method is the use of special 
quadrature formulas for singular integrals obtained in the article. When obtaining these formulas, the 
unknown function was approximated by an interpolation polynomial, in which the roots of the Laguerre 
polynomials are the points of interpolation. The values of the unknown function at the interpolation points 
are found by the collocation method, herewith the collocation points of collocationare the roots of the 
special function. An approximate formula for calculating contact stresses can have practical application. 
The effectiveness of the proposed method is demonstrated by the numerical example. 

Key Words: singular integral equation, fixed singularity, contact stresses 
 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О. 

 

1. Вступ.  

Одним з ефективних методів розв’язання 
контактних задач механіки деформівного тіла є 
приведення їх до інтегральних рівнянь. Частіше 
за все ці рівняння є сингулярними і вимагають 
чисельного розв’язання. У випадку, коли 
сингулярність складається з ядра типу Коші або 
різницевого логарифмічного ядра, наближене 
розв’язання може бути здійснено методом 
ортогональних многочленів [1], або 

колокаційним методом типу механічних 
квадратур [2]. Але існує клас контактних задач, 
що приводяться до сингулярних інтегральних 
рівнянь, в яких сингулярна складова містить ще і 
нерухому особливість [3]. Згідно з монографією 
[4], наявність нерухомої особливості суттєво 
впливає на структуру розв’язку інтегрального 
рівняння, зокрема, на його асимптотику при 
наближенні до кінців відрізку інтегрування. Тому 
при побудові числових методів розв’язання таких 
рівнянь необхідно визначати і враховувати цю 
асимптотику. У роботі [3] розв’язки для 
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сингулярних інтегральних рівнянь з нерухомими 
особливостями, заданих на скінченному 
проміжку, здійснюється методом, що враховує 
справжню асимптотику розв’язків і використовує 
спеціальні квадратурні формули для сингулярних 
інтегралів. У даній статті такий метод розроблено 
для інтегрального рівняння, визначеного на 
півосі  0; . До цього рівняння приводиться 

задача контактної взаємодії двох чверть 
просторів при коливаннях повздовжнього зсуву.   

2. Постановка задачі і її інтегральне 
рівняння.  

Розглядаються два чверть простори 
0;x    h y    і 0 ;x    

0 ;y   z    , зчеплених між собою по 
області 0;  ;x h y     z     (Рис.1). 

 

 
Рис.1. Два зчеплених чверть простори 
 
 

До поверхні 0y   першої чвертини простору 
прикладене зсувне вздовж осі Oz  навантаження 

  i tq x e  , 0 a x a l    . Далі множник i te  , 

що визначає залежність від часу, всюди 
відкидається. За таких умов обидві чвертини 
перебувають у стані деформації повздовжнього 
вздовж осі Oz  зсуву і єдиними відмінними від 
нуля є переміщення  , ,  1,2jW x y j  , які 

задовольняють рівняння Гельмгольца:  

   
2

2 2, , 0;  ,j
j j j j

j

W x y W x y
G

 
        (1) 

де 1 1,G  густина і модуль зсуву правої частини 

простору, 2 2,G  лівої. На горизонтальних 
поверхнях чверть просторів виконуються умови: 

 
   

 
 

   

1

2

, ,
,0 ,  0, ;

0, ,

       , 0;  ,0 .

yz

yz

q x x a a l
x x

x a a l

x h x

     
 

   

     (2) 

На вертикальній поверхні 0, 0x y   
здійснюються умови повного зчеплення: 

       

   

1 2

1 2

0,0 ,
0, ,   0, ;  ;

,

          0, 0, ,   .

xz xz

y h
y y p y y h

p y y h

W y W y y h

      
 

(3) 

У рівностях (3)  p y  невідомі контактні 

напруження. Після розв’язання крайових задач 
(1)-(3) знайдено подання переміщень у кожній 
чверті простору через невідомі контактні 
напруження. Залишається визначити контактні 
напруження  p y . Це здійснюється за 

допомогою останньої рівності (3), яка 
попередньо диференціюється. Причому за умови, 
що переміщення прямують до нуля при y  , 
профидеренційована рівність буде еквівалентною 
до вихідної. Після реалізації цієї умови 
приходимо до інтегрального рівняння відносно 
контактних напружень, яке перетворюється до 
вигляду: 

     
0

1 1
, ;

            0 .

s R s ds F
s s

               
   

   (4) 

У рівнянні (4) введено такі позначення:  

    1 1
1 2 1;  1 .G G s G p h s       

  Функції  ,R s   вже не містять сингулярності, а 

 F s  подається через навантаження  q x . 

Можна бачити, що сингулярна складова 
інтегрального рівняння (4), окрім ядра Коші, має 
також нерухому особливість при 0s    . 

3. Чисельне розв’язання інтегрального 
рівняння. 

Попередньо розглянемо функцію 

     
   

0

      ,1 , ,

s
n

n n

e s L s
ds ctg L s

s

n e

  
  



      


     

  (5) 
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де  nL s многочлен Лагерра [5],   вироджена 

гіпергеометрична функція. Чисельне 
дослідження цієї функції показало, що при 

1 1     вона має 1n   додатних простих 

коренів 0,  1,2,..., 1.j j n     Це дає можливість 

створити чисельний метод розв’язання, що 
використовує ці корені у якості точок колокації. 

Розв’язок рівняння (4) має інтегровану 
особливість при 0s   і прямує до нуля при 
s  : 

   ss s e s       (6) 

Згідно з [4] показник   має дорівнювати   

1
arccos

1


 

  
    (7) 

Далі введемо до розгляду функцію 

       0 ,   0.s s s s        Тоді, згідно з (6), 

знаходимо таке подання для невідомої функції: 

     10ss s e s s          (8) 

Далі функцію  s  наближаємо 

інтерполяційним многочленом, де вузлами 

інтерполяції ms  є корені многочленів  1
nL s : 

 

   
    11

,  
n

m
n

m
n m m

s s
L s s s


   

 
     (9) 

 де  m ms   . Подання (8) і наближення (9) 

дозволяє отримати наступну квадратурну 
формулу для інтегралу Коші при 

, 1,2,..., 1,js j n     де j  корені функції 

 1
n
  : 

     
1

0
10

0 ,

1,2,..., 1.

n
nm

j m
mj m j

s A
ds

s s

j n

 





     

 

 

  (10) 

У формулі (10) і далі позначають через nmA  
коефіцієнти квадратурної формули типу Гауса 
для інтегралів по  0;  при ваговій функції 

xx e   [6]. Для інтегралу з нерухомою 
особливістю отримано  
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 (11) 

У формулі (11) використано функцію  

 

         
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,1 , .
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s
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n n
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Для регулярних інтегралів використовуються 
формули типу Гауса [6]. 

У результаті підстановки в інтегральне 
рівняння (4) j    та застосування 

квадратурних формул (10), (11) приходимо до 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 

 0  та m , 1,2,..., :m n    
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   
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, ,   , ,
n

j nm m j jm m j
m

C A R z R R s



     

mz  корені многочлена  nL z . 

Після розв’язання системи контактні напруження 
розраховувались за формулами (9), (10). 

4. Чисельна реалізація і висновки. 

Для чисельної реалізації були розглянуті 
чверть простори, що складалися зі сталі та 
алюмінію при значеннях геометричних 
параметрів 1 1,al    1 1.d hl   
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Навантаження вважалося сталим 
   1, 1;2f s s  , а безрозмірне хвильове число 

0 12 3.l   

 
Рис.2. Розподіл контактних напружень. 

 
Результати розрахунків безрозмірних 

контактних напружень приведено на рис.2 у 
вигляді графіків 1-3.  

Перший графік відповідає випадку, коли 
перша (навантажена) чверть простору є 
сталевою, а друга є алюмінієвою. Другий графік 

показує розподіл контактних напружень, коли 
обидві чвертини є сталевими, тобто маємо 
однорідний півпростір зі ступінчатою границею. 
Третя крива побудована за умови, що 
навантажена чверть простору з алюмінію, а друга 
сталева. 

Встановлено, що значення контактних 
напружень зростають при зменшенні зсувної 
жорсткості завантаженої чверті простору. Також 
показано швидке спадання значень контактних 
напружень при віддалені від завантаженої 
границі. Взагалі числові результати показали, що 
врахування асимптотики розв’язку, використання 
спеціальних квадратурних формул для 
сингулярних інтегралів, спеціальний вибір точок 
колокації дозволяє створити ефективний 
числовий метод розв’язання даного сингулярного 
інтегрального рівняння з нерухомою 
особливістю.  
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Для аналізу резонансного коливання рідини у вертикальному циліндричному баці досліджуються 

відповідні нелінійні модальні рівняння типу Наріманова-Моісєєва. Бак рухається періодично у 
просторі. Показано, що для довільних періодичних просторових рухів баку із частотою збурення, 
близькою до власної частоти коливання рідини, задача в асимптотичному сенсі зводиться до 
орбітального збурення баку в горизонтальній площині. Отримано аналітичні розв'язки секулярної 
системи, які описують домінуючі амплітуди усталених періодичних хвиль. Враховано ефект в'язкого 
демпфування. Результати порівнюються із експериментальними вимірами, проведеними різними 
авторами. Проводиться параметричний аналіз амплітудно-частотних характеристик для 
визначення яким чином змінюються усталені хвильові режими та їх стійкість із частотою збурення 
та еліптичною орбітою [співвідношенням її осей]. Основний результат полягає у підтвердженні 
експериментального феномену зникнення проти-направленої кругової хвилі (відносно напрямку 
збурення) при переході до кругової траєкторії. 

Ключові слова: коливання рідини, демпфування, усталені хвилі, непараметричні збурення. 
 

Nonlinear modal Narimanov-Moiseev—type equations are investigated to study resonant sloshing in a 
vertical cylindrical tank. The tank moves periodically in the space with the forcing frequency close to the 
lowest natural sloshing frequency. We show that the considered sloshing problem can to within the higher-
order asymptotic terms be reduced to the case of orbital tank motions in the horizontal plane. Analytical 
solutions of the secular system which couples the dominant amplitudes of the steady-state sloshing are 
analytically solved. Effect of viscous damping is accounted. The results are compared with experimental 
measurements conducted by diverse authors for longitudinal and circular orbital tank excitations. A 
parametric analysis of the amplitude curves is done to clarify how the steady-state wave regimes and their 
stability change versus the forcing frequency and the semi-axes ratio of the elliptic orbit. The main result 
consists of confirming the experimental disappearance of the counter-directed swirling wave mode (relative 
to the elliptic orbit direction) when passaging to the circular orbit.  

Key Words: sloshing, damping, steady-state waves, nonparametric forcing. 
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Вертикальний циліндричний бак радіуса 
0

r  

рухається циклічно з малою амплітудою 
(відносно радіуса) в просторі [1]. Вертикальні 
рухи баку вздовж осі Oz  не розглядаються. 
Амплітуда збурення є малою відносно радіусу. 

Вивчається безрозмірна постановка задачі, де  

- характерний розмір баку, а - частота 
збурення. Ідеальна нестислива рідина із 
безвихоровими течіями. Застосовується 
мультимодальний метод, який використовує 
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наближений розв'язок Фур'є для вільної поверхні 
та потенціалу швидкостей із залежними від часу 
невідомими і залежними від часу коефіцієнтами 
(узагальнені гідродинамічні координати та 
швидкості).  

Хай нема вторинних резонансів та частота 
збурення баку є близькою до першої власної 
частоти коливання рідини (асимптотика Моісєєва 
[2]).

 
Нехтуючи величинами вищими від порядку 

збурення та додаючи демпфування [1,3,4] 
переходимо до системи звичайних 
диференціальних (модальних) рівнянь відносно 
узагальнених гідродинамічних координат.  

 

 
Рис.1 Позначення:  

 - область рідини;  
 - вільна поверхня;  
 - змочена стінка баку;  

 - гідростатична поверхня. 
 

Ми будуємо періодичний розв’язок модальної 
системи. Умовою її розв'язності є нелінійна 
система відносно домінантних амплітуд ( ,A B ) 
усталеної хвилі та зсувів фаз. Показано [1,3], що 
демпфування суттєво впливає на ці хвилі та їх 
стійкість. Рис. 2 проілюструє різницю між 
амплітудно-частотними характеристиками за 
відсутності та наявності демпфування у просторі 

11
( / , , )A Bs s  для поздовжніх збурень баку, 

11
s  

- перша власна частота коливання рідини. Плоскі 
(стоячі) хвилі відповідають кривим у площині 

11
( / , )As s , а кругова хвиля є тривимірною. 

Демпфування породжує точки біфуркації P  та 

2
H (точки зміни характеру руху рідини в 

системі). 
Рис. 3 ілюструє амплітудно-частотні характе-

ристики для еліптичних збурень. При переході 
від поздовжніх до еліптичних збурень 

розщеплюється 
1 1 2 2

E H H E , з'являється петля 

1 2
R R , яка відповідає за кругову хвилю у 

протилежному напрямку до еліптичних збурень 
баку. Із збільшенням відношення еліптичних 
осей збурення для вхідних даних може з'явитися 

один чи кілька острівців стійкості (
3 4

H H  на гілці 

1 1 2 2
E H H E ). Петля 

1 2
R R  також зменшується при 

зростанні відношення осей. Коли воно досягає 
0.45 може з'явитися додатковий острівець 

стійкості 
3 4

R R . У проміжку між 0.45 та 0.5 петля 

1 2 1 2 3 4
( )R R R R R R  зменшується. Її немає вже при 

0.5. А при зростанні до 0.8 острівець 
3 4

H H  

зростає, з'єднуючись із 
1 2

H H  та точкою 
1

E . 

 

 

 
Рис. 2 
Нульове (a) та ненульове (b) демпфування. 
Суцільні лінії відповідають стійким розв'язкам, а 

штрихові - нестійким. У діапазоні між 
1

E  та H  

спостерігається іррегулярна (хаотична) хвиля. 
 
Перехід до кругових траєкторій не тільки 

робить неможливим протинаправлені кругові 
хвилі, але й унеможливлює діапазон частот, де 
відбуваються хаотичні хвильові рухи рідини. В 
околі основного резонансу тоді існує лише 
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усталена кругова хвиля спів-направлена із 
напрямком збурень баку.  

Лінійне демпфування впливає на коливання 
рідини під час орбітальних збурень 
(біореакторів). Найцікавішим є те, що навіть 
будучи відносно малим, демпфування 
унеможливлює існування протилежно 
направленої кругової хвилі. Цей феномен 
узгоджується із експериментами [7]. 
Демпфування впливає якісно та кількісно на 
поведінку зсуву фаз.  

Важливий висновок випливає із порівняння 
теоретичних та експериментальних результатів 
відносно амплітуди усталених хвиль при 
кругових рухах баку, де вказано на 

невідповідність нашої теорії експериментам, 
коли вони характеризуються дефрагментацією 
вільної поверхні через хвилі розвалу. Збільшення 
демпфування здатне покращити відповідність 
експериментам для поздовжніх коливань баку. 
Так само й для кругової хвилі, коли 
експерименти показували на дефрагментацію 
вільної поверхні. Для більш складніших 
випадків, потрібно, швидше за все, врахувати 
феномен Прандтля [9] та розглянути вихорові 
рухи рідини. 

Автори вдячні за підтримку НФДУ (проєкт 
2020.02/0089). 

 
 

 
Рис. 3 Амплітудно-частотні характеристики для усталеного резонансного коливання рідини під час 
еліптичних рухів баку. 
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Побудовано повну систему неортогональних функцій на основі ортогональних синусів і косинусів. 

Доведено, що неперервну функцію можна апроксимувати скінченною кількістю неортогональних 
функцій таким чином, щоб в цю суму не входила одна вибрана функція неортогонального базису. 
Показано, що відомі ортогональні системи функцій є виродженим випадком неортогональних 
систем функцій. Числовим експериментом підтверджено високу точність апроксимацій 
неперервних функцій незначною кількістю неортогональних функцій. Розглянуто плоску задачу 
теорії пружності для пластини зі змінними пружними характеристиками. Спрощено це рівняння, 
коли характеристики матеріалу міняються незначно в залежності від просторових координат. 
Розроблено новий метод розв’язання крайової задачі для рівняння в частинних похідних четвертого 
порядку зі змінними коефіцієнтами. Запропонований метод заснований на поділі напруженого стану 
пластини з неоднорідного матеріалу на основний і збурений, використанні повних систем 
неортогональних функцій і узагальненої квадратичної форми. Встановлено критерії, за яких 
побудований наближений розв’язок збігається з точним розв’язком. 

Ключові слова: неортогональні функції, неоднорідна пластина, рівняння в частинних похідних. 
 

A complete system of functions based on non-orthogonal sinuses and cosine was constructed. It has 
been proven that the continuous function can be approximated by a finite number of non-orthogonal 
functions in such a way that this amount does not enter the selected function of the non-orthogonal base. The 
numerical experiment confirmed the high accuracy of approximations of continuous functions by a small 
number of non-orthogonal functions. The flat problem of the theory of elasticity for the plate with variable 
elastic characteristics is considered. This equation is simplified when the characteristics of the material 
change insignificantly depending on the spatial coordinates. A new method of solving a boundary value 
problem has been developed for the fourth-order equation with variable coefficients. The proposed method is 
based on the separation of the stress state of the plate from an inhomogeneous material to the main and 
indignant state, the use of complete systems of non-orthogonal functions and a generalized quadratic form. A 
criterion under which the constructed approximate decision coincides with the exact solution was found.  

Key Words: non-orthogonal functions, inhomogeneous plate, partial differential equations.  
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1. Вступ 

У праці [1] запропоновано використовувати 
системи неортогональних функцій для 
розв’язання крайових задач. На даний час 
широко використовуються як неперервні [2], так 
і кусково-неперервні [3] системи ортогональних 
функцій. Розробка комп'ютерних методик 
обчислень для неортогональних функцій 

дозволила розробити новий аналітично-числовий 
підхід до розв'язку крайових задач теорії 
пружності [4, 5] з використанням методу 
найменших квадратів [6]. Неортогональні 
системи функції природно виникають при 
побудові власних функцій крайових задач для 
диференціальних рівнянь. 

© В.П. Ревенко, 2021  
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Мета роботи. Обґрунтування нового 

комп'ютерного методу розв'язання крайових 
задач для рівнянь в частинних похідних зі 
змінними коефіцієнтами, а також розробка 
аналітично-комп'ютерних методик обчислень c 
використанням неортогональних функцій. 

 
2. Апроксимація неперервних функцій  

Розглянемо повні неортогональні системи 
функцій. В даній роботі для їх побудови 
використаємо систему ортогональних функцій 

)}({ xk  (синус і косинус), які будемо розглядати 

на меншому проміжку ],[ 21 ll , чим проміжок їх 
ортогональності ],[ BA , де ці функції вже будуть 
неортогональними. Апроксимацію неперервної 
на проміжку ],[ 21 ll  функції )(xf  подамо у 
вигляді суми ряду  

)()(
0=

xcxf kk

M

k

  , (1)  

де kc  − невідомі коефіцієнти; NM 2= ; 1)(0  x ; 

)(cos=)( xkxk  , )(sin=)( xkxNk   , Nk 1,=  – 

базисні функції; )/(2= AB  ; ],[],[ 21 BAll  , 

)(95,012 ABll  . Легко побачити, що вибрана 

система функцій )}({ xk  є повна і ортогональна 

в ],[2 BAL , а в ],[ 212 llL  буде повною, але не 
ортогональною [2]. Якщо в рівності (1) 
спрямувати N  до нескінченості, то в правій 
частині одержимо ряд.  

Використання неортогональних функцій (1) 
дає змогу задовольнити різні значення функції 

)()( 21 lflf   без порушення умов збіжності в 

точках jl , 21,=j , а при апроксимації функцій із 

заданою точністю потребує меншої кількості 
членів суми ряду (1). Це важливо, оскільки при 
числових обчисленнях ми можемо 
використовувати тільки скінчену кількість 
коефіцієнтів. 

Зауважимо, що ортогональні функції це дуже 
маленький частковий випадок неортогональних 
повних систем функцій. Сформулюємо основну 
відмінність між неперервними неортогональними 
і ортогональними системами функцій. 

Теорема 1. Неперервну функцію )(xf , задану 
на скінченому проміжку завжди можна 
апроксимувати сумою ряду таким чином, щоб в 
подання (1) не входила одна довільно вибрана 
функція )(xm  неортогонального базису. 

Доведення. Продовжимо функцію )(xf  на 

проміжок ],[ BA  і позначимо )(1 xf . Її завжди 
можна продовжити так, щоб вона була 
неперервною, а інтеграл на проміжку ],[ BA  від 

добутку функцій )()(1 xxf m  дорівнював нулю. 

Згідно з [2] побудуємо розклад функції )(1 xf  у 
вигляді суми ряду (1) за ортогональними на 
проміжок ],[ BA  синусами і косинусами, де буде 

виконуватися рівність 0mc . Розглянемо 

функцію )(1 xf  на проміжку ],[ 21 ll  і одержимо 
апроксимацію функції )(xf  у вигляді розкладу 

без функції )(xm . Якщо спрямувати N , то 

функція )(1 xf  на проміжку ],[ 21 ll  буде збігатися 
із функцією )(xf  [2]. Кінець доведення. 

Наслідок. Ортогональні системи функцій є 
виродженим випадком неортогональних систем 
функцій, коли проміжок ],[ 21 ll  збігається з 
проміжком ],[ BA . При задоволені крайових умов 
можна не використовувати одну базову 
неортогональну функцію, в залежності від 
фізичної природи розв'язуваної задачі. 

Коефіцієнти kc  визначимо із умови мінімуму 
функціоналу, числове значення якого 
характеризує відхилення між апроксимацією 
функції і її значенням )(xf  
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який входить у формулу (2), назвемо 
узагальненою квадратичною формою (УКФ). 
Знайдемо мінімум УКФ (3) і чисельно визначимо 
невідомі kc . 

На рис 1 наведено порівняння точності 
розкладу функції xy   за ортогональними і 
неортогональними функціями в залежності від 
кількості членів суми ряду. Максимальне 
відхилення апроксимації функції позначимо  , а 
максимальне її значення – my . Крива 1 позначає 

функцію xy  , а крива 2 − розклад (1) за 

неортогональними синусами: 1,/1=  , 6N , 
510*3  , 1my . Ці криві на рис. 1 збігаються. 

Криві 3, 4 − розклад за ортогональними на 
проміжку ]1,1[x , xksin , відповідно: 60N , 

1 , 161,1my ; і 300N , 1 , 056,1my . Як 
бачимо, збіжність розкладу за ортогональними 
функціями є дуже поганою. 

 

 
Рис. 1. Апроксимації функції xy  , ]1,1[x .  

 
3 Розв’язування двовимірних крайових 

задач теорії пружності 
Розглянемо плоску крайову задачу для 

пластини зі змінними пружними 
характеристиками [7], серединна поверхня якої 
займає прямокутну область 

])},[]([0,),{(= bbayx  , на краях L  якої 
задані навантаження. Напруження в області   
виражаються через функцію напружень ),( yxF  
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Функція напружень (4) задовольняє таке 
рівняння в частинних похідних [7]:  
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де T  – оператор, визначений співвідношенням 

(5), 
2

2

2

2

=
yx 







  − двовимірний оператор 

Лапласа; 
),(

1
),(

yxE
yx  , ),(),( 10 yxEEyxE   – 

модуль Юнга, 
E

q



1

, ),( yx  – коефіцієнт 

Пуассона, (0,0)0 EE  , ),(1 yxE  – безрозмірна 
функція. Покладемо, що пружні постійні 
матеріалу ),( yxE , ),( yx  є парними функціями 
відносно координати y , двічі неперервно 
диференційованими в області  . Вважатимемо, 
що характеристика матеріалу q  на відстані 

рівній b  міняється незначно, так що будуть 

виконуватися нерівності "2
yqb , "2

xqb , то 

рівняння (5) можна наближено спростити до 
такого рівняння в частинних похідних:  

0=)F(  .  (6) 

Позначимо  
F  (7) 

і перепишемо рівняння (6) у простішому вигляді  

  0 , (8)  

де ),( yx  – гармонічна функція 
Детально розглянемо випадок, коли ba >> , а 

навантаження задані тільки на поперечних 
сторонах, так що дотичні навантаження в 
кутових точках пластини рівні нулю. Розглянемо 
парні за змінною y  нормальні, непарні дотичні 
напруження і запишемо навантаження  

),(),( yya jjx    )(),( yya jjxy  , 

0),(  ba jxy , 2,1j ,  (9) 

де 01 a , aa 2 , )(j y – парні нормальні, )(j y  

– непарні дотичні навантаження. Для задачі (9) 
знайдемо основний напружений стан  

)(
1

)(
1

0
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0
10 y

b
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так що він описуються однією компонентою 

напружень: 0),(  yxx , де 0  – постійне 

усереднене навантаження. 

Віднявши основний напружений стан і 
врахувавши, що ba >>  вихідну симетричну 
задачу розділимо на дві задачі. Розглянемо першу 
з них, для якої навантажена тільки сторона 0x   

  ),(=|0, 1
0x2

2

y
y

F
yx 
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2
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  ,, (10)  

  0,  yax     ],[0,0,, byyaxy    (11)  

  0,  bxy     ],[0,0,, axbxyx    (12)  

де 01
1 )()(  yy  – самозрівноважене 

навантаження.  
Для задоволення умов (10)–(12) розв'язок 

рівняння (8) подамо у вигляді суми ряду за 
парними відносно координати y  функціями 

xk
kk

N

k

ybyx   e)(=),(
1=

, (13) 

де kb  − невідомі коефіцієнти; N  − натуральне 

число; )(cos=)( ykxk  , )(sin=)( ykxNk   , 

Nk ,1 , b/9.0  . Врахуємо співвідношення 
(13) і запишемо рівняння (7)  
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ybyxEEF   e)(),(
1=

10 . (14) 

Побудуємо розв'язок рівняння (14), який 
складається із суми загального  

)(exp)(
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01   kxyaEF kk

N

k

 

і часткового 
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розв'язків, де ka , kd  − невідомі коефіцієнти. 

Функція напружень 1z FFF   має вигляд 
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yydyyaaEF 
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. (15) 

Відзначимо, що невідомі коефіцієнти ka , kd  
повинні задовольняти рівняння (14) в області  , 
яке запишемо у такому вигляді: 

|,e}AA

A{||),(|
1

3322

=10

xk
NkNkNkNk

NkNk

N

k

сс

сyxEF
E








 
 (16)  

де kk ac  , Nk 2,0 ,  kNk dc 2 , kNk bc 3 ,  

Nk ,0 , )(2)(A 2 yky kNk  ,  

)(4)(2A yyky NkkNk   , 

)(A 13 yE kNk  , Nk ,1 . (17)  

Для мінімізації відхилення виразу (16) від 
нуля піднесемо його до квадрату, підставимо в 
нього функцій (17) і після інтегрування по 
області   одержимо квадратичну форму 
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Підставимо функцію напружень (15) у 
співвідношення (4) і одержимо явний вигляд 
напружень 
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Відзначимо, що рівняння (11) будуть 
наближено задоволенні, а в рівняння (10), (12) 
підставимо компоненти напружень (19) і подамо 
їх у компактному вигляді 
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PAc  )(,

3

=1

,  41,=m , (20)  

де ],0[ mm  , )(1
1 yP  , )(12 yP  , 0jP , 

4,3j , b 21 , a 43 , коефіцієнти 

)(, mkmA   визначаються із напружень (19). 

Метод побудови розв’язку системи рівнянь 
(20) ґрунтується на зведені всіх нев’язок її 
рівнянь до нуля. Записано нев’язки 

|)(| ,
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PAc  ,  ],0[ mm  , .41,=m  (21) 

Розроблено ефективну аналітично-числову 
методику, яка дозволила одночасно мінімізувати 
всі чотири нев’язки (21) у нормі ],[02 mL   та 
квадратичну форму (18) і звести пошук 

невідомих kc  до знаходження мінімуму 

функціоналу, який відповідно зведено до 
узагальненої квадратичної форми 
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Мінімум узагальненої квадратичної форми 
(22) для заданого N  позначимо )(N , а змінні 

kc , на яких він досягається, позначимо N
kc . 

Функцію напружень, яка визначається 

знайденими коефіцієнтами N
kc , позначимо NF . 

4. Знаходження числових критеріїв 
збіжності побудованого розв’язку 

Лема [6]. Функція )(N  невід’ємна і не 
зростає. 

Відзначимо, що квадратична форма (22) 
вибрана таким чином, що для її мінімуму )(N  

та знайдених функцій ),( yxFN  виконується 
рівність 
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 (23) 

яка дає оцінку точності задоволення умов (18), 
(20). 

Якщо припустити, що виконується рівність 
0)(  N , то всі рівняння (18), (20) будуть 

задоволені і вихідна задача розв’язана. 
Теорема. Якщо для довільного 0>  існує 

таке N , що 
4

<)(
2

 N , то напруження, 

виражені через функцію ),(lim=),( yxFyxF N
N 

, 

будуть точно задовольняти умови (10), (12) в 
метриках ][0,2 mL  , а також рівняння (6). 

Доведення теореми 2 основане на результатах 
роботи [7]. 

Обговорення результатів. Форма (22) не є 
лінійною, але, якщо її мінімум при зростанні N  
прямує до нуля, то це значення служить оцінкою 
похибки розв'язку всіх рівнянь і умов, які в неї 
входять. Узагальнено відомий метод Фур'є на 
випадок розкладу функцій за неортогональними 
синусами і косинусами. Запропонований метод 
розв’язання крайових задач органічно поєднує 
чотири аспекти: розроблену аналітично-числову 
методику використанням неортогональних 
систем функцій; розбиття напруженого стану на 
основний і збурений стани; універсальному 
комп’ютерному обчислювальному методі 
наближеного задоволення довільної кількості 
рівнянь і умов; вмонтованому в нього 
комп'ютерного контролю збіжності і точності 
вже на ранніх етапах обчислень.  

Висновки. Доведено, що неперервну функцію 
можна розкласти не використовуючи одну базову 
неортогональну функцію, наприклад постійну. 
На заданому проміжку ],[ 21 ll  завжди існує 
зліченна кількість неортогональних систем 
базисних функцій, де кожна функція базису 
розкладається по цьому базису. Ортогональні 
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системи функцій є виродженим випадком 
неортогональних систем функцій. Запропоновано 
поділ напруженого стану пластини на основний 
напружений стан і збурений стан, який згасає при 
видаленні від навантаженої сторони пластини. 
Розроблено алгоритм аналітично-числового 
розв'язку крайової задачі для прямокутної 
пластини із змінними пружними 
характеристиками. Запропоновано універсальний 
спосіб зведення всіх граничних умов в 

прямокутній пластині зі змінними пружними 
характеристиками до мінімізації узагальненої 
квадратичної форми. Встановлено, що шість 
неортогональних функцій значно краще 
апроксимує розривну функцію чим тисячі 
ортогональні функції. Знайдено критерії, за яких 
побудований наближений розв’язок збігається з 
точним.  
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    У даній роботі методом наноіндентування було проведено оцінку пружних і міцнісних 
властивостей полімерних композитів з політрифторхлоретиленовою матрицею і наповнювачем з 
термічно розширеного графіту. Розглянуто вплив дисперсності і концентрації наповнювача на 
механічні характеристики нанокомпозиційних матеріалів. Показано, що мікротвердість 
нанокомпозиційних матеріалів зменшується зі збільшенням концентрації наповнювача. 
Спостережувані при цьому зміни модуля Юнга і співвідношення H/E свідчать про зміну аморфно 
кристалічної поведінки композиту до такої, що характерна дрібнокристалічним матеріалам в 
залежності від дисперсності розширеного графіту. 

Ключові слова: нанокомпозиційний матеріал, мікротвердість, політрифторхлоретилен, 
розширений графіт,. 
 

In this work, the elastic and strength properties of polymer composites with a polytrifluorochlorethylene 
matrix and a thermally expanded graphite filler were evaluated by the nanoindentation method, and the 
effect of the dispersion and concentration of the filler on the mechanical characteristics of nanocomposite 
materials was considered. It is shown that the microhardness of nanocomposite materials decreases with 
increasing filler concentration. An increase in the microhardness and Young's modulus with the growth of 
filler particles was observed for nanocomposite materials with a filler concentration of 3 vol.%. As for 
nanocomposite materials with a filler volume fraction of 10 vol.%, similar behavior of the mechanical 
characteristics was observed with an increase in the dispersion of thermally expanded graphite particles to 
180 μm. A subsequent increase in the average particle size of thermally expanded graphite leads to a 
decrease in Young's modulus and microhardness of composites, which may be associated with different 
degrees of polymer structuring and the formation of different orientational orders from the filler. The 
observed changes in Young's modulus and H/E ratio indicate a change in the amorphous crystalline 
behavior of the composite to that characteristic of fine-crystalline materials and depends on the dispersion of 
thermally expanded graphite. 

Key Words: nanocomposite material, microhardness, polytrifluorochloroethylene, expanded graphite. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О.  
 

 
Особливості молекулярної і надмолекулярної 

структури політрифторхлоретилен (фторопласта 
(ФП)) забезпечують реалізацію унікальної 
комбінації його міцності, триботехнологічних, 
антикорозійних, теплофізичних та інших 

експлуатаційних характеристик у різних виробах 
і, зокрема, робочих деталях обладнання [1]. Різні 
наповнювачі (волокна і частки) успішно 
зменшують на кілька порядків знос фторопластів, 
але вони також і погіршують деякі інші корисні 
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термічні і хімічні властивості. Використання 
вуглецевих нанонаповнювачів дозволяє усунути 
багато обмежень, які властиві традиційним 
наповнювачам. При цьому невеликі концентрації 
наночастинок можуть призвести не тільки до 
покращення механічних властивостей, таких як 
міцність, модуль Юнга, деформація до 
руйнування полімерних матриць [2,3], але і 
роблять композиційний матеріал 
електропровідним. Такого роду струмопровідні 
полімерні композиційні матеріали можуть 
успішно застосовуватися для екранування 
електроніки, або створення складних 
багатошарових електронних плат. 

У даній роботі термічно розширений графіт 
(ТРГ) використовується, як нанорозмірна форма 
вуглецевого наповнювача, для створення нано- 
композиційних матеріалів (НКМ) на основі ФП. 
Дослідження структури і фізичних характеристик 
НКМ дозволять сформулювати науково 
обгрунтований підхід до прогнозування і 
цільового регулювання властивостей таких 
композитів [4]. В сучасному матеріалознавстві 
щодо полімерних НКМ немає загальних 
методологічних підходів для отримання 
матеріалів зі стабільними механічними 
параметрами. Тому метою даної роботи було, 
використовуючи неруйнівний метод мікро-
індентування встановити закономірності впливу 
концентрації подрібненого ТРГ на 
структуроутворення композитів і їх механічні 
характеристики для створення матеріалів з 
прогнозованими властивостями. 

  
Зразки і методи вимірів 

Для приготування НКМ використовували 
ТРГ, отриманий термолізом окисленого графіту 
[5]. Порошкові зразки ТРГ мали червоподібну 
структуру частинок з великою площею поверхні 
35-70°м2/г, довжиною частинок до 5°мм і їх 
ефективним діаметром близько 0,3°мм. 
Застосовували порошок ТРГ з середнім розміром 
поперечного перерізу частинок 40, 80, 120, 180, і 
260°мкм. В якості матриці був використаний 
порошок ФП марки В. Порошок полімеру і 
диспергованого ТРГ попередньо змішували. 
Після цього суміш порошків спікалася у 
вакуумній циліндричної прес формі при 
температурі 215 ± 50 C, тиску 30 МПа і швидкості 
нагріву-охолодження 40о C на годину. Структурні 
характеристики зразків (зокрема, ступінь 
кристалічності) визначали за допомогою 
дифрактограм, отриманих на автоматичному 

дифрактометрі ДРОН-4М. Мікротвердість 
отриманих матеріалів вимірювали методом 
кінетичної твердості по Мейеру, використовуючи 
прилад Мікрон-гамма, який дозволяє одночасно 
реєструвати глибину проникнення індентора і 
навантаження. Дослідження проводили при 
навантаженні в діапазоні від 40 до 120 г за 
схемою навантаження-розвантаження індентора 
(без витримки між циклами). Величина кожного з 
уколів є середнім значенням 15 послідовних 
вдавлень індентора з кроком 100 мкм. 

  
Результати та їхнє обговорення 

Попередні результати досліджень 
мікроструктури [4] показали, що кожна 
червоподібна частка ТРГ складається з 
мікрокристалітів, які мають структуру, подібну 
до природного графіту. Розміри нано-
структурованих фрагментів ТРГ знаходяться в 
діапазоні від декількох до сотень нанометрів. 
При механічній диспергації відбувається 
фрагментація часток, змінюється їх морфологія, а 
форма прагне змінитися до дископодібної. Після 
пресування і спікання частки ТРГ 
розшаровуються і, в залежності від дисперсності 
ТРГ, по-різному розподіляються в матриці ФП. 
Таким чином, дисперсія порошків є важливою 
характеристикою, оскільки вона формує 
властивості всієї системи. При цьому механічні 
властивості полімеру в значній мірі визначаються 
ступенем кристалічності, тобто вмістом 
кристалічної фази в структурі полімеру.  

На рис. 1 наведена залежність мікротвердості 
(H) від навантаження, отримана на приладі 
Мікрон-гамма. Як видно з рис. 1 мікротвердість 
зразків монотонно зменшується з ростом 
навантаження на індентор. Зміни абсолютних 
значень величини H для НКМ з концентрацією 
наповнювача 3°об.°% становить ΔH = 0,05 ГПа. 
При навантаженні на індентор 120°г, значення 
мікротвердості для зразків з дисперсністю часток 
наповнювача 40, 80 і 260 мкм становить 0,28, 0,3 
і 0,35 ГПа відповідно (рис. 1а). Збільшення 
концентрації ТРГ до 10°об.°% призводить до 
зменшення значень мікротвердості, навіть у 
відношенні ненаповненого ФП. Зменшення 
мікротвердості при збільшенні вмісту 
наповнювача можна пов'язати зі зміною типу і 
кількості кристалічної фази полімеру. Так для 
НКМ при навантаженні на індентор F = 120 CН, 
Н приймає значення 0.13 і 0.10 ГПа для зразків з 
дисперсністю часток наповнювача 120°мкм і 
500°мкм (рис. 1б). 
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Отримані результати були використані для 
визначення значень модуля Юнга НКМ (рис. 2).    
Для НКМ з концентрацією ТРГ 3 об. % модуль 
Юнга збільшується і зростає від 2,3 до 3 ГПа при 
збільшенні середнього розміру частинок 
наповнювача від 40 до 260 мкм. Збільшення 
концентрації вуглецевої фази до 10°об.°% 
погіршує пружні властивості НКМ. При цьому 
простежується розкид значень модуля Юнга для 
зразків з різною дисперсністю ТРГ. Так, 
мінімальне значення Е = 1,5 ГПа (на 10% менше 
значень для ФП), спостерігалося для композиції з 
дисперсністю ТРГ 120 мкм, а максимальне Е°= 
=°1,8 ГПа для НКМ з (ТРГ) = 180 мкм. Розкид 
значень модуля Юнга може бути пов'язаний зі 
зміною кількісного співвідношення компонентів 
матеріалу і просторової орієнтації частинок 
наповнювача. За отриманими результатами 
дослідження було також проведено оцінку 
ступеня зміцнення матеріалу. Відношення 

твердості матеріалу Н до його модуля пружності 
Е (Н°/°Е) зручно застосовувати для швидкої і 
ефективної оцінки ступеня зміцнення матеріалів. 
Величина Н°/°Е характеризує здатність матеріалу 
змінювати свою форму і розмір в процесі 
деформації, а також може служити якісною 
порівняльною характеристикою опору матеріалів 
деформації при механічному навантаженні і, 
таким чином, відображати його структурний 

стан: Н°/°Е <0,04 - крупно кристалічні метали і 
сплави; Н°/°Е≈0,05...0,09-дрібнокристалічні і 
наноматеріали, інтенсивно-деформовані, мульти-
фазові, кераміка, покриття, плівки; Н°/°Е ≥ 0,1 – 
аморфний, або аморфно-кристалічний стан 
матеріалу. За значеннями відношення Н°/°Е було 
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Рис. 2  Модуль Юнга для зразків ФП (1) і НКМ 
ФП-ТРГ з концентрацією ТРГ 3 об.% (2, 3, 4) і 10 
об.% (5, 6, 7) і дисперсністю його частинок: 40 
(2) , 80 (3), 120 (5), 180 (6), 260 (4), 500 (7) мкм. 
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Рис. 1 Залежності мікротвердості від наванта-
ження на індентор а) для зразків ФП-ТРГ, С 
(ТРГ) = 3 об.%, D = 40 (1), 80 (2), 260 (3) мкм;  
б) для чистого ФП (1) і НКМ С (ТРГ) = 10 об.%, 
d = 120 (2), 500 (3) мкм. 
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Рис. 3  Залежність відношення H°/°E при різного 
ступеня навантаженні для зразків ФП (1) і НКМ 
ФП-ТРГ з концентрацією ТРГ 3 об. % (2, 3, 4) і
10 об. % (5, 6, 7) і дисперсністю його частинок: 
40 (2), 80 (3), 120 (5), 180 (6), 260 (4), 500 (7)мкм. 
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визначено характер поведінки НКМ ФП-ТРГ при 
різній величині навантаження на індентор (рис 
3). З рис.3 видно, що при невеликій концентрації 
наповнювача (3 об.%) значення Н°/°Е = 0.1, що 
відповідає аморфному стану зразків. У той же 
час, при більшій концентрації наповнювача 
(10°об.°%) спостерігається зміна стану зразків 
при навантаженні від аморфного до 
дрібнокристалічного або керамічного типу. Це 
свідчить про збільшення впливу на механічні 
характеристики композиту вуглецевого 
компоненту. При цьому значення Н°/°Е 
зменшується до 0,07.  

Таким чином, застосування методів 
індентування дозволяє вирішувати широке коло 
питань фізичного матеріалознавства, які є 
частиною більш складних комплексних завдань. 
Зокрема, методи індентування дають можливість 

визначати механічні властивості, динаміку і 
механізми деформації найрізноманітніших 
матеріалів в тому числі і полімерних 
нанокомпозитів. 

Методом вимірювання мікротвердості було 
проведено оцінку пружних і міцнісних 
властивостей аморфно-кристалічного композиту 
з політрифторхлоретиленовою матрицею. 

Показано, що мікротвердість НКМ ФП-ТРГ 
зменшується зі збільшенням концентрації 
наповнювача. Спостережувані при цьому зміни 
модуля Юнга і відношення H°/°E свідчать про 
зміну аморфно кристалічного стану композиту до 
стану дрібнокристалічних матеріалів, і залежать 
від дисперсності ТРГ. Це може бути пов'язано з 
різним ступенем структурованості полімеру і 
формуванням в структурі полімеру різного 
орієнтаційного порядку. 
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Залежність між компонентами тензора деформацій, тензора напружень і часом задається 

за допомогою визначальних рівнянь спадкового типу, що записані виходячи з гіпотези 
пропорційності девіаторів. В якості об’єкту дослідження розглядаються тонкостінні трубчасті 
елементи з  поліетилену низького тиску.  Обгрунтовується область застосування моделі виходячи з 
гіпотези існування єдиної діаграми миттєвого деформування і єдиної діаграми довготривалого 
деформування. Перевіряється інваріантність діаграм розтягу і кручення відносно напруженого 
стану. Визнається область нелінійно-пружного деформування. Визначальні  рівняння моделі 
містять набір функцій і коефіцієнтів, що визначаються з базових експериментів. Розроблено метод 
визначення параметрів ядер спадковості нелінійно в’язкопружних матеріалів за умов складного 
напруженого стану. Нелінійність в'язкопружних властивостей задається рівняннями типу моделі  
Работнова. Метод ґрунтується на співвідношеннях між ядрами повзучості, що отримані за умов 
складного напруженого стану і ядрами повзучості за умов одновимірного напруженого стану. 
Метод апробуються експериментально на задачах розрахунку деформацій повзучості при 
комбінованому навантаженні тонкостінних трубчатих елементів з поліетилени низького 
тиску. 

Ключові слова: нелінійна в'язкопружність, складний напружений стан, діаграма миттєвого 
деформування, діаграма кручення,  повздовжня повзучість,  зсувна повзучість, об’ємна повзучість, 
ядра спадковості, ізохронні діаграми. 

 
The relationship between the components of the strain tensor, stress tensor and time is given by the 

defining equations of the hereditary type, which are written based on the hypothesis of proportionality of the 
deviators. Thin-walled tubular low-pressure polyethylene elements are considered as the object of research. 
The scope of the model is substantiated based on the hypothesis of the existence of a single diagram of 
instantaneous deformation and a single diagram of long-term deformation. The invariance of the tensile and 
torsion diagrams with respect to the stress state is checked. The region of nonlinear elastic deformation is 
determined. The defining equations of the model contain a set of functions and coefficients determined from 
the basic experiments. A method for determining the parameters of heredity kernels of nonlinear viscoelastic 
materials under complex stress state has been developed. The nonlinearity of viscoelastic properties is given 
by equations of the Rabotnov's model type. The method is based on the relations between the creep kernels 
obtained under conditions of complex stress state and the creep kernels under one-dimensional stress state. 
The method is tested experimentally on the problems of calculating creep deformations under combined 
loading of thin-walled tubular elements made of low-pressure polyethylene 

 
Key words: nonlinear visco-elasticity, complex stressed state, longitudinal creep, shearing creep, volume 
creep, diagrams of instant deformation, diagrams of torsion, longitudinal creep, shear creep, volume creep, 
heredity nuclei, isochronous diagrams. 
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Вступ 

Широке застосування тонкостінних 
трубчастих елементів з полімерних матеріалів 
зумовило детальне вивчення їх в’язкопружних 
властивостей. Багато елементів конструкцій 
являють собою об’єкти, що деформуються за 
умов складного напруженого стану. Найчастіше 
деформування в’язкопружних середовищ 
задають за допомогою рівнянь спадкового типу 
[1-2]. Рівняння встановлюють залежність між 
компонентами тензора деформацій, тензора 
напружень і часовим інтегральним оператором, і 
містять ядра  спадковості, набір функцій і 
коефіцієнтів, що визначаються із базових 
експериментів.  

Однією з гіпотез, що використана при 
побудові визначальних рівнянь за умов 
складного напруженого стану є гіпотеза 
пропорційності девіаторів тензорів. В рамках цієї 
гіпотези в роботі [3] побудовано систему 
визначальних рівнянь для нелінійних 
в’язкопружних середовищ. В роботі [4] ядра 
спадковості за умов складного напруженого 
стану визначаються за ядрами повздовжньої і 
поперечної повзучості.  

В даній статті обгрунтовується область 
застосування моделі виходячи з гіпотези 
існування єдиної діаграми миттєвого 
деформування і єдиної діаграми  довготри-
валого деформування. Перевіряється 
інваріантність діаграм розтягу і кручення 
відносно напруженого стану. Визнається область 
нелінійно-пружного деформування. Розроблено 
метод визначення параметрів ядер спадковості 
нелінійно в’язкопружних матері-алів за умов 
складного напруженого стану. 

1. Постановка задачі 
      В роботі розглядається деформування 
ізотропних нелінійно-в’язкопружних середо-вищ 
зі стабільними механіченими властивостями за 
умов складного напруженого стану із заданою 
програмою навантаження, так що 

),,0(),( tij          (1) 

де ij  – компоненти тензора напружень; t – час 

спостереження;   –час, що передує моменту 
спостереження. Процес  навантаження (1) 
вважаємо простим, так що виконуються 
співвідношення 

,...)(,...,)( 12121111  tt   
Визначальні рівняння що задають залежність 

між компонентами тензора деформацій )(tij  і 

компонентами тензора напружень )(tij  при 

повзучості запишемо у вигляді [3] 
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де )(v  і )(i  – об’ємна деформація і 

інтенсивність тензора деформацій;  )(0 t  і )(ti  

– перший інваріант і інтенсивність тензора 
напружень, ij  – дельта-функція Кронекера, 

)(i  і )(  – функції,  що задають нелінійність 

скалярних властивостей; )(iK ,  )(K , i ,   – 

реологічні параметри. 
     Нелінійність в’язкопружних властивостей в 
рівнянні (2) задається функціями )(i  і )( , 

які задовольняють гіпотезі єдиної діаграми 
короткотривалого деформування в координатах 
„інтенсивність напружень i  - інтенсивність 

деформацій i ” і „середнє напруження 0 – 

об’ємна деформація v ”.  
Вважається, що діаграми короткотривалого 

деформування інваріантні по відношенню до 
виду напруженого стану. 

 Задача полягає у обгруванні область 
застосування моделі виходячи з гіпотези 
існування єдиної діаграми миттєвого 
деформування і єдиної діаграми  довготри-
валого деформування, апробації інваріантності 
діаграм розтягу і кручення відносно напруженого 
стану, визначенні області нелінійно-пружного 
деформування. Визначенні параметрів ядер 
спадковості нелінійно в’язкопружних матеріалів 
за умов складного напруженого стану та 
апробації отриманих залежностей між ядрами  на 
задачах розрахунку деформацій повзучості та 
релаксації напружень. 
  2.Обгрунтування застосування нелінійної 
моделі в’язкопружності 
     Існування єдиної діаграми миттєвого 
деформування обґрунтовується за результа-
тами короткотривалих випробовувань тон-
костінних трубчатих зразків на одновісний 
розтяг і чисте кручення. Вирази для 
інтенсивності напружень і деформацій за 
умов одновісного розтягу мають вигляд 
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 i, МПа 

i, % 

 Рис.2 – Едина діаграма довготривалого деформ-
ування поліетилену низького тиску при i = 2,59 

(○,1); 3,92 ( ,2); 5,88 (●,3) МПа.—  —  діаграма, що 
відповідає одновісному розтягу;—·— діаграма, що 
відповідає чистому крученню 
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Тут E  – модуль пружності;   – коефіцієнт 
Пуассона. 
     На рис. 1. представлено залежності 

інтенсивності нормальних напружень від 
інтенсивносі лінійних деформацій для 
поліетилену низького тиску. Залежності 
побудовано за результатами випробувань 
тонкостінних трубчатих зразків з 
використанням співвідношень (3) і (4). В 
цілому, як показує рис.1, гіпотеза існування 
єдиної діаграми «миттєваго» деформування 
для поліетилену низького тиску 
підтверджується. Практично всі точки, що 
відповідають залежностям i  від i , не 

виходять за межі інтервалу, обмеженого 
величиною  = +5%.  
3. Едина діаграма довготривалого 
деформування  Із факту існвання единої 
діаграми «миттєвого» деформування 
випливає, що залежність інтенсивності 

напружень від інтенсивності деформацій 
може бути визначена за результатами 
випробувань на одновісний розтяг. В цьому 
випадку вирази для інтенсивності напружень 
і деформацій за умов одновісного розтягу і 
чистого кручення задаються згідно (3) і (4), а 
при комбінованому навантаженні розтягом з 
крученням запишемо у вигляді 

     (5) 
  
 
 
де 3322    – поперечні деформації. Інші поз-

начення співпадають з прйнятими в (3) і (4). 
    На рис.2 представлено залежності 
інтенсивності деформацій повзучості від 
часу для поліетилену низького тиску. 
Штрихо-вими лініями нанесено залежності 
інтенсив-ностей деформацій повзучості від 
часу за умов одновісного розтягу, а штрих-
пунктирними ліниями – за умов чистого  кручення.  
Як свідчить рис. 2, для поліетилену 
низького тиску підтверджується також і 
гіпотеза існування єдиної діаграми 
довготривалого деформування в 
координатах « ti  ». Значення 

інтенсивностей деформацій )(ti , отримані 

за умов комбінованого навантаження 
розтягом з крученням (точки), практично 
співпадають із значеннями )(ti , 

отриманими за умов чистого розтягу 
(штрихові лінії). Очевидно, що вид і 
параметри функціональної залежності, що 
задає єдину діаграму довготривалого 
деформування, може бути визначена за 
результатами випробувань на одновісну 
повзучість. 

4. Розрахунок деформацій повзучості за 
умов складного напруженого стану 

Вибір структури ядра здійснено 
виходячи із мінімуму квадратичного 
відхилення дискретних значень ядер  від їх 
аналітичних виразів. В роботі в якості ядра 
спадковості використано дробово-
експоненціальне ядро 

   (6) 
 

 
Рис. 1 – Едина діаграма «миттєвого» деформування 
поліетилену низького тиску за умов одновісного розтягу (○) і 
чистого кручення (●) 
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де   і   – параметри ядер 

)0;01(   ; ][  – гамма-функція.  
Між ядрами , що знайдені за умов 

складного напруженого стану і ядрами, що 
знайдені за умов одновимірного напруже-
ного стану існує зв’язок, що виражається 
формулами: 

)(

)()()()(

3

2
)( 2222112211111111

ii
ii

tKtK
tK


 



 
 

      (7) 
або формулами 

)()( 1212 tKtK ii   ,   

 
 
 

    (8) 
Для компонент тензора деформацій  )(tij  

із системи рівнянь (2) з врахуванням (6) 
отримаємо рівняння  

 

(9) 

 

Результати розрахунків за рівнянням (9) за 
умов складного напруженого стану, вико-
наних з використанням параметрів ядер, що 
знайдені за даними випробувань на повзу-

чість за умов одновісного розтягу з заміром 
поздовжніх і поперечних деформацій пов-
зучості нанесені штриховими лініями. 
Штрихпунктирними лініями нанесені ре-
зультати розрахунків, виконаних з вико-
ристанням параметрів ядер, які знай-дені за 
даними випробувань на повзучість за умов 
одновісного розтягу з заміром повздовжніх 
деформацій і при чистому крученні з 
заміром зсувних деформацій.      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Рис.3.Розрахункові лінії деформації повздовжньої  
повзучості тонкостінних трубчастих елементів з 
поліетилену низького тиску за умов одночасної дії розтягу 
з крученням. 11  = 1,96, 21 = 0,98 (1); 11  = 2,97, 21 = 

1,48 (2); 11  = 4,45, 21 = 2,23 (3) МПа.  

З  рис. 3   маємо,  що  розрахунки кожним 
підходом при невеликих значеннях 
напружень дають практично однакові 
результати, а при більших значеннях 
розбіжність складає близько 20%. 
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   Щодо розрахунку деформацій зсуву в 
призматичних стержнях із полімерних 
матеріалів за умов розтягу з крученням 
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On the problem of calculating shear deformations 
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Розглядається процес повзучості призматичних стержнів з лінійно-в’язкопружних  полімерних 
матеріалів за умов комбінованого навантаження. Визначальні рівняння, що описують залежність 
між деформаціями, напруженнями і часом, задаються у вигляді суперпозиції зсувної і об’ємної 
деформації. Об’єктом дослідження являються призматичні стержні зі склопластику СТ-1. 
Обґрунтовується область лінійності моделі, виходячи з гіпотези існування функції повзучості, 
побудованої по кривим податливості, єдиної діаграми довготривалого деформування і 
статистичного значення квантиля статистики. Визначається область лінійно-пружного 
деформування, виходячи з виконання умови існування єдиної функції повзучості. Визначальні рівняння 
моделі містять набір функцій і коефіцієнтів, що знаходяться з базових експериментів. На підставі 
співвідношень між ядрами одновимірного напруженого стану визначаються параметри ядер за 
умови складного напруженого стану. Лінійність в'язкопружних властивостей задається рівняннями 
Больцмана-Вольтера з дробово-експоненціальним ядром спадковості. Отримані значення 
параметрів ядер використовуються для розрахунку деформацій повзучості призматичних стержнів 
зі склоапластика СТ-1 за умов одночасної дії розтягу з крученням. 

Ключові слова: лінійна в'язкопружність, складний напружений стан,  повздовжня повзучість,  
зсувна повзучість, об’ємна повзучість, ядра спадковості,  квантиль статистики. 

 
The process of creep of prismatic rods made of linear-viscoelastic polymeric materials under combined 

loading is considered. Defining equations that determine the relationship between strains, stresses and time 
are given in the form of a superposition of shear and bulk strain. The object of study is prismatic bars made 
of fiberglass ST-1. The area of linearity of the model is substantiated on the basis of the hypothesis of the 
existence of the creep function, which is built on the yield curves, a single diagram of long-term deformation 
and the statistical value of the quantile of statistics. The region of linear-elastic deformation is recognized 
based on the fulfillment of the condition of existence of a single creep function. The defining equations of the 
model contain a set of functions and coefficients determined from the basic experiments. On the basis of the 
relations between the kernels of the one-dimensional stress state, the parameters of the kernels under the 
condition of a complex stress state are determined. The linearity of viscoelastic properties is given by the 
Boltzmann-Voltaire equations. The fractional-exponential kernels of heredity are chosen as the kernels of 
heredity. The obtained values of the core parameters are used to calculate the creep deformations of 
prismatic bars made of ST-1 fiberglass under conditions of simultaneous tensile tension. 

Key words: linear viscosity, longitudinal creep, shear creep, volume creep, heredity nuclei, isochronous 
diagrams, quantile of statistics. 
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Вступ 
Широке застосування призматичних стержнів 

в елементах конструкцій і різноманітних 
механізмах зумовило вивчення їх в’язкопружних 
властивостей. На сьогоднішній день все більшого 
застосування набувають елементи конструкцій з 
полімерних матеріалів через їх відносно низьку 
вартість, легкість і міцність. Багато елементів 
конструкцій являють собою об’єкти, що дефор-
муються за умов складного напруженого стану. 
Найчастіше деформування в’язкопружних сере-
довищ описують за допомогою рівнянь спадко-
вого типу [1-2]. Рівняння встановлюють залеж-
ність між компонентами тензора деформацій, 
тензора напружень і часовим інтегральним опе-
ратором, і містять ядра  спадковості, набір 
функцій і коефіцієнтів, що визначаються із 
базових експериментів.  

У роботі на підставі співвідношень між 
ядрами розв’язується задача розрахунку дефор-
мацій повзучості за умов одночасної дії розтягу із 
крученням для оргскла СТ-1. Для цього 
обгрунтовується область застосування моделі, 
виходячи з гіпотези подібності  діаграми миттє-
вого деформування і ізохронних діаграм. Визна-
чається область лінійно-пружного деформування. 
На підставі розробленого в [4] методу визнача-
ються параметри ядер спадковості лінійно 
в’язкопружних матеріалів за умов одночасної дії 
розтягу з крученням. Будуються прогнозовані 
значення деформації зсуву. 

1. Постановка задачі 
      У роботі розглядається деформування ізо-
тропних лінійно-в’язкопружних середовищ зі 
стабільними механічними властивостями за умов 
складного напруженого стану із заданою 
програмою навантаження, так що 

),,0(),( tij          (1) 

де ij  – компоненти тензора напружень; t – час 

спостереження;   – час, що передує моменту 
спостереження. Процес  навантаження (1) 
вважаємо простим, так що виконуються 
співвідношення 

,...)(,...,)( 12121111  tt   

Визначальні рівняння, що задають залежність 
між компонентами тензора деформацій )(tij  і 

компонентами тензора напружень )(tij  при 

повзучості запишемо у вигляді суперпозиції 
зсувної і об’ємної повзучості [3] 

 

  

(2) 

)(teij  – компоненти девіатора тензора 

деформацій )(tij ; )(tsij  – компоненти 

девіатора тензора напружень )(tij ; )(t  – 

об’ємна деформація; 0  – середнє напружен-

ня;  tK s  – ядро зсувної повзучості; 

  tK  – ядро об’ємної повзучості; G  – 

модуль зсуву; B  – об’ємний модуль; s ,   

– реологічні параметри. Параметри ядер 
визначаються з використанням спів-
відношень між ядрами за умов складного 
напруженого стану і ядрами одновимірного 
напруженого стану [2]. 

За ядро спадковості обираємо дробово-
експоненціальне ядро, оскільки воно досить 
точно описує процес повзучості як в області 
малих часів, так і для великих значень часу. 
Аналітичний вигляд дробово-експоненціального 
ядра записується у вигляді  

(4) 
 

де   і   – параметри ядер )0;01(   ; 
][  – гамма-функція.  
 Задача полягає у розв’язанні задачі 

розрахунку деформацій зсуву в призматичних 
стержнях з оргскла СТ-1 за умов одночасної дії 
розтягу з крученням [3]. Для цього необхідно  
обґрунтувати область застосування моделі, 
виходячи з гіпотези існування єдиної діаграми 
миттєвого деформування та із критичного 
значення квантиля статистики, визначити 
параметри ядер за умови складного напруженого 
стану на підставі співвідношень між ядрами, 
провести апробацію отриманих результатів, 
співставивши їх з експериментальними даними .  

2.Обгрунтування застосування лінійної 
моделі в’язкопружності 

Вважається, що матеріал є лінійно-
в’язкоупружним, якщо функція  повзучості  
інваріантна по відношенню до рівня напруження 
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а розрахункове значення квантиля статистики  
 

 
 
більше його критичного табличного значення 


kt , . Тут )(, lqinv tJ  – значення  функції повзучості 

в момент часу  lt  при напруженнях qij , ; )( linv tJ  

– вибіркове середнє значення функцій 
повзучості; )( ll ts  – середнє квадратичне 

відхилення велечини )( linv tJ ; n  – об’єм вибірки 

(число функцій повзучості);    – максимальна 

похибка між значеннями )(, lqіnv tJ  і )( linv tJ . 

Величина похибки   в розрахунках 
прийнята рівною +5%, а ймовірність p  

попадання експериментальних функцій 
повзучості )(, lqinv tJ  в інтервал, обмежений 

величиною   = +5% по відношенню до 

величини )( linv tJ , має бути не менше 90% [2] . 

На рис. 1 як приклад наведено функції 
повздовжньої )(11 ltJ  і поперечної  повзучості 

)(22 ltJ  оргскла СТ-1.  

 
 
 
 
 
 
, 
 
 
 
 
                                                                                                               

Рис. 1 – Функції повздовжньої і поперечної 
повзучості оргскла СТ-1 

Тут і далі точками нанесені експеримен-
тальні дані, а лініями – апроксимація дискретних 
значень функцій повзучості згладжуючими 
кубічними сплайнами, на основі яких 

розраховувалось вибіркове среднє )(11 ltJ  і 

)(22 ltJ , які нанесено  суцільними лініями. 

Штриховими лініями нанесено межі інтервала, 
що  відповідає величині максимальної похибки 

max = +5% від величин )(11 ltJ  і )(22 ltJ . На 

рис.2 наведено розрахункові kt ,  та табличні 
kt ,  

значення квантиля статистики для оргскла СТ-1. 

Розрахункові значення величини kt ,  для 

деформацій повздовжньої повзучості нанесено 

 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 2 – Розрахункові значення квантиля статис-
тики повздовжньої і поперечної повзучості 

штриховою лінією, а для поперечної повзучості – 
штрих-пунктирною лінією. Суцільною лінією 
нанесено табличне значення квантиля 
статистики. 

4. Розрахунок деформацій зсуву в 
призматичних стержнях з полімерних 
матеріалів за умов розтягу із крученням 

Розраховуються значення  деформації зсув-
ної повзучості )(21 t  тонкостінних трубчастих 
елементів з оргскла СТ-1 при комбінованому 
навантаженні розтягом із крученням, при цьому 

const11  і const 1221  . 

Для деформацій зсувної повзучості )(21 t  
маємо рівняння 

                

                

де прийнято 21ijs . Параметри ядер 

спадковості визначаються на підставі зв’язку між 
ядрами заумов складного напруженого стану і 
ядрами за умови одновимірного напруженого 
стану. В роботі в якості базового експерименту 
розглянуто  одновісний розтяг з заміром 
повздовжніх і поперечних деформацій [3]. 
Рівняння (5) дає змогу обчислити значення 
деформацій повзучості призматичних стержнів з 
оргскла СТ-1 за умов одночасної дії розтягу з 
крученням. Результати розрахунків за рівнянням 
(5) наведено на Рис.3.  Зауважмо, що 
експериментальні дані за умов одночасної дії 
розтягу з крученням відсутні. Представлені 
розрахунки є виходом за межі експерименту. Тут 
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3

дотичних напруженнях 21 = 7,50 (1), 11,45 (2), 

15,30 (3) Мпа. 
 
 

 
 
 

 

 

 
 

Рис.3 – Розрахунок деформацій зсуву оргскла 
СТ-1 за умов розтягу з крученням 

 

 
 

5. Висновки 
В роботі розв’язано актуальну задачу, що 

полягає у розрахунку деформацій зсуву в 
призматичних стержнях з оргскла СТ-1 за умов 
одночасної дії розтягу з крученням. В якості 
визначальних рівнянь використано рівняння у 
вигляді суперпозиції зсувної і об’ємної 
повзучості. Обґрунтувати область застосування 
моделі, виходячи з гіпотези існування єдиної 
діаграми миттєвого деформування та із 
критичного значення квантиля статистики,  
параметри ядер за умови складного напруженого 
стану знайдено на підставі співвідношень між 
ядрами за умов одновимірного напруженого 
стану, розраховано значення деформацій зсувної 
повзучості склопластика СТ-1за умов одночасної 
дії розтягу з крученням.  
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Вивчено явище термічної ректифікації у біматеріалі з періодичною системою міжфазних щілин, 

заповнених газом. Враховано зміну термоопору та тиску заповнювача щілин під дією розтягувальних 
зусиль та однорідного теплового потоку. Тиск газу визначається з рівняння Клапейрона-Менделєєва. 
Термоопір газу прямо пропорційний розкриттю щілин і обернено пропорційний коефіцієнту 
теплопровідності газу. Задачу термопружності зведено до нелінійної системи сингулярних інтегро-
диференціальних рівнянь відносно розкриття щілин та стрибка температури між їх берегами. Для 
розв’язування системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь запропоновано аналітично-
числову ітераційну процедуру. Визначено параметр термічної ректифікації та проаналізовано його 
залежність від прикладеного силового і теплового навантаження, теплопровідності та маси газу 
та коефіцієнта тріщинуватості біматеріалу. Встановлено нелінійну залежність параметра 
термічної ректифікації від густини теплового потоку та коефіцієнта міжфазної тріщинуватості. 
Термічна ректифікація проявляється в більшій мірі для більших значень теплового потоку та меншої 
теплопровідності газу. 

Ключові слова: біматеріал, міжфазна тріщинуватість, параметр термічної ректифікації. 
 

The phenomenon of thermal rectification in bi-material with a periodic system of gas-filled interfacial 
cracks has been studied. The change of thermal resistance and pressure of the crack filler under the action of 
tensile forces and uniform heat flow is taken into account. The gas pressure is determined from the 
Clapeyron-Mendeleev equation. The thermal resistance of the gas is directly proportional to the opening of 
the cracks and inversely proportional to the thermal conductivity of the gas. The thermo-elastic problem is 
reduced to nonlinear systems of singular integro-differential equations for an opening cracks and a 
temperature jump between the cracks faces. An analytical-numerical iterative procedure is proposed to solve 
the system of singular integro-differential equations. The parameter of thermal rectification is determined 
and its dependence on the applied on the thermal and mechanical loads, thermal conductivity and mass of 
the gas and the interfacial cracking factor of the bi-material is analyzed. The nonlinear dependence of the 
thermal rectification parameter on the heat flow density and the interfacial cracking factor is established. 
The thermal rectification is manifested to a greater extent for higher values of heat flow and lower thermal 
conductivity of gas. 

Key Words: вi-material, interfacial cracking, parameter of thermal rectification. 
 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О. 
 
1. Вступ 
Передача тепла через з’єднані елементи суттє-

во залежить від термомеханічних параметрів тіл, 
прикладеного навантаження, геометричних хара-
ктеристик поверхонь та властивостей заповнюва-
ча зазорів між ними. У праці [1] досліджено пе-
редачу тепла між спряженими поверхнями тіл за 
наявності середовища в інтерфейсних зазорах. 
Встановлено, що для матеріалів з різними термо-

механічними властивостями спостерігається 
явище термічної ректифікації, яке полягає у за-
лежності контактного термоопору від напряму 
теплового потоку. Для контакту двох тіл з шорс-
ткими поверхнями явище термічної ректифікації 
експериментально було досліджено у праці [2], 
Теоретичні дослідження термічної ректифікації 
стосуються контакту пружних тіл з поверхневи-
ми виїмками, заповненими теплопровідним сере-

© Х. І. Середницька, 2021 

119

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2021/3.23



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 
 

Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
довищем, та текстурованих тіл за наявності між-
контактного газу [3].  

У даній статті вивчено явище термічної рек-
тифікації для біматеріалу з періодичною систе-
мою міжфазних заповнених щілин під дією теп-
лового потоку та розтягувального навантаження з 
урахуванням тиску і термоопору ідеального газу.  

2. Формулювання задачі 
Розглядаємо біматеріал, що складається з двох 

півлощин 1D  і 2D , матеріали яких характеризу-

ються різними коефіцієнтами Пуассона ( 1 , 2 ), 

модулями зсуву ( 1G , 2G ), коефіцієнтами лінійно-

го теплового розширення ( 1 , 2 ) та коефіцієн-

тами теплопровідності ( 1 , 2 ). На межі 
з’єднання півплощин розташована періодична 
система міжфазних щілин (рис. 1) завдовжки 2a  

з початковою висотою  0h x  та періодом розта-

шування d . Порожнини щілин заповнені тепло-
провідним газом з коефіцієнтом теплопровідності 

g , який чинить тиск gP  на їх береги. 

 

Рис. 1. Біматеріал з міжфазною тріщинуватістю. 

На нескінченності до біматеріалу прикладено 
рівномірно розподілене розтягувальне наванта-
ження p  та стаціонарний тепловий потік q .  

Тиск газу змінюється за законом ідеального 
газу (рівняння Клапейрона-Менделєєва) 

 /g g g g gP V m RT  ,  (1) 

де gm  – маса газу, g  – молярна маса газу; gT  – 

абсолютна температура газу; 8.3145R   
Дж/(К моль)  – універсальна газова стала,  

 
a

g
a

V l h x dx


   – об’єм газу, що припадає на оди-

ницю довжини щілин l  ( 1l м ) в перпендикуля-

рному напрямку,  h x  – розкриття щілин, яке 

змінюється в процесі навантаження. 
Вплив газу на передачу тепла між берегами 

щілин враховуємо умовою неідеального теплово-
го контакту з термоопором  R x : 

 ( )yT T q R x    ,  (2) 

де термоопір щілин     gR x h x  . 

Контактно-крайові умови на ділянках щілин 
( 0y  ,  ,x a kd a kd    , 0, 1, 2...k    ) мають 

вигляд: 

 
y

c

h x
T T q   


, y yq q  ,  (3) 

y y gP     , 0xy
  , 0xy

  . (4) 

3. Сингулярні інтегро-диференціальні рів-
няння задачі 

Використовуючи методику розв’язування за-
дач термопружності для біматеріалу з міжфазни-
ми тріщинами [4] та задовольняючи умови (3)-
(4), сформульовану задачу зведено до нелінійної 
системи сингулярних інтегро-диференціальних 
рівнянь з ядром Гільберта відносно стрибка тем-
ператури  x  та розкриття щілин  h x :  

      1

2

a

ef
a

t x
h t ctg dt x

d d





          
 

  

     *

0

1

2

a

g
a

t xG
p P h t ctg dt

d d

   
     

 
 , 

   0h a  , x a ; (5) 

 ( )
( )

( ) 2

a

g
a

t xx
t ctg dt q

h x d d

         
 

 ,  

   0a   , x a ; (6) 

де  1 a

ef
a

x dx
d 

   ; 1 2

1 2

2 
 

  
, 

 
 

1 2*

1 2

1

1
G

G

  


 
, 

3 4n n    , 2 1
     ,  1n n n n      , 

1,2n  . 
Систему (5), (6) розв’язуємо за допомогою ме-

тодів послідовних наближень та колокацій [4].  

4. Ефективні параметри біматеріалу 
Для термічних розрахунків матеріалів важли-

вими характеристиками є так звані ефективні па-
раметри: ефективний стрибок температури та 
ефективний термоопір. 
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Ефективний (усереднений) стрибок темпера-

тури ef  визначає додатковий розподіл темпера-

тури, зумовлений множиною щілин. Щільність 
розміщення щілин на міжфазній лінії характери-
зується коефіцієнтом міжфазної тріщинуватості 

2
t

a
k

d
 , де 2a  – довжина щілини, d  – період 

розташування щілин.  
Ефективний термічний опір efR  на лінії кон-

такту є функцією теплового потоку і визначаєть-

ся як   ef
efR q

q





. 

В залежності від напряму теплового потоку 
спостерігається якісно різний розподіл ефектив-
ного термоопору, тобто має місце явище терміч-
ної ректифікації [1]. Кількісною характеристи-
кою термічної ректифікації є параметр 

100%ef ef

ef

R R

R

 




   , де 

ef
R  – величина ефекти-

вного термоопору для теплового потоку скерова-
ного до матеріалу з більшою термічною дистор-

тивністю, 
ef

R  – величина ефективного термоо-

пору для теплового потоку скерованого до мате-
ріалу з меншою термічною дистортивністю.  

5. Числові результати та їх аналіз 
Числові розрахунки проведено для наступних 

безрозмірних величин: тепловий потік q qd   , 

розтягувальні зусилля p pG , коефіцієнт теп-

лопровідності газу g
g


 


, маса газу 

2

g g
g

g

m RG T
m

d l






, параметр термічної ректифікації 

100%ef ef

ef

R R

R

 




   , ef

ef

R d
R


 


, ef

ef

R d
R


 


.  

Початкова висота щілин  0h x  визначена як 

функція    3 22 2
0 0.001h x a x  . Діапазон зміни 

коефіцієнта міжфазної тріщинуватості 
0.1 1tk  .  

На рис. 2-5 проілюстровано зміну параметра 
термічної ректифікації   зі зміною густини теп-
лового потоку q  для різних значень маси газу 

gm , розтягувальних зусиль p  та коефіцієнта мі-

жфазної тріщинуватості tk .  

 

Рис. 2. Залежність параметра термічної ректифі-
кації   від густини теплового потоку q  для 

різних значень маси газу gm . 

Спостерігається нелінійна залежність параме-
тра термічної ректифікації від густини теплового 
потоку і його збільшення зі збільшенням густини 
потоку. При збільшенні маси газу gm  (рис. 2) 

параметр   зменшується і буде приймати найбі-
льших значень у випадку неврахування тиску 
газу ( 0gm  ). У відсотковому відношенні для 

заданих вхідних даних не перевищує 30%.  
Збільшення розтягувальних зусиль p  (рис. 3) 

зумовлює зменшення параметра термічної рек-
тифікації  . Для розглянутих вхідних даних рі-
вень термічної ректифікації становить 8-10%. 

 

Рис. 3. Залежність параметра термічної ректифі-
кації   від густини теплового потоку q  для 

різних значень розтягувальних зусиль p . 

Залежність параметра термічної ректифікації 
  від коефіцієнта міжфазної тріщинуватості tk  

для різних значень коефіцієнта теплопровідності 
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газу g  зображено на рис. 4. Бачимо, що зі збі-

льшенням міжфазної тріщинуватості параметр   
зростає, а зі збільшенням коефіцієнта теплопро-
відності газу спадає. Так для розглянутого діапа-
зону зміни коефіцієнта tk  ( 0.1 0.8tk  ) пара-
метр термічної ректифікації змінюється в межах 
від 0.01 % до 28 % для 0.01g  , 0.02g  , 

0.04g  . 

 

Рис. 4. Залежність параметра термічної ректифі-
кації   від коефіцієнта тріщинуватості tk  для 

різних значень коефіцієнта теплопровідності g . 

 

6. Висновки 
Вивчено явище термічної ректифікації для 

біматеріалу з системою періодично розташова-
них міжфазних щілин, заповнених газом. Сфор-
мульовано задачу термопружності для розгляну-
того біматеріалу з урахуванням тиску і теплопро-
відності заповнювача щілин, що змінюються в 
процесі силового і теплового навантаження. За-
дачу термопружності зведено до системи сингу-
лярних інтеро-диференціальних рівнянь відносно 
розкриття щілин та стрибка температури між їх 
берегами. Тиск газу визначено з рівняння Кла-
пейрона-Менделєєва за моделлю ідеального газу. 
Теплопровідність газу враховано термоопором, 
що пропорційний висоті щілин і обернено про-
порційний коефіцієнту теплопровідності газу. 
Проаналізовано залежність параметра термічної 
ректифікації від густини теплового потоку для 
різних значень маси та коефіцієнта теплопровід-
ності газу, розтягувальних зусиль та коефіцієнта 
міжфазної тріщинуватості біматеріалу. Встанов-
лено нелінійну залежність параметра термічної 
ректифікації від густини теплового потоку та ко-
ефіцієнта тріщинуватості біматеріалу. Показано, 
що термічна ректифікація проявляється в більшій 
мірі для більших значень теплового потоку та 
меншої теплопровідності газу. 

 
 

Cписок використаних джерел 
 

1. Madhusudana C. V. Thermal contact conduction 
and rectification at low joint pressures // Int. 
Comm. Heat Mass Transf. – 1993. – №1. – P. 
123–132.  

2. Bahrami M., Yovanovich M.M., Culham J.R. 
Thermal joint resistances of conforming rough 
surfaces with gas-filled gaps // J Thermophys 
Heat Transf. – 2004. – 18. –  P. 318–325. 

3. Chumak K., Martynyak R. Thermal rectification 
between two thermoelastic solids with a periodic 
array of rough zones at the interface // Int. J. Heat 
Mass Transf. – 2012. – №21–22. – P. 5603–5608. 

4. Мартиняк Р.М. Контактні задачі термопруж-
ності для міжфазних тріщин в біматеріальних 
тілах / Р.М. Мартиняк, Х.І. Середницька. – 
Львів: Растр-7, 2017. – 168 с. 

References 
 

1. MADHUSUDANA C. V. (1993) Thermal con-
tact conduction and rectification at low joint 
pressures. Int. Comm. Heat Mass Transf. 
20(1). pp. 123–132. 

2. BAHRAMI M., YOVANOVICH M.M. & 
CULHAM J.R. (2004) Thermal joint re-
sistances of conforming rough surfaces with 
gas-filled gaps. J Thermophys Heat Transf. 
18. pp. 318–325. 

3. CHUMAK K. & MARTYNYAK R. (2012) 
Thermal rectification between two thermoelas-
tic solids with a periodic array of rough zones 
at the interface. Int. J. Heat Mass Transf. 
55(21–22). pp. 5603–5608. 

4. MARTYNYAK, R. M. & SEREDNYTSKA, 
K. I. (2017) Kontaktni zadachi termoprugnosti 
dlya migfaznyh trishchyn v bimetrialnyh tilah. 
Lviv: Rastr-7. 

 
Надійшла до редколегії 28.08.21  

122



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2021, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
УДК 539.3  

 
 
Токовий Ю. В., д.ф.-м.н., с.н.с., 
Юзв’як М. Й., пров. мат., 
Ясінський А. В., д.ф.-м.н., с.н.с. 
 
Подання розв’язків плоских задач теорії 

пружності для прямокутної області 
через функції Вігака 

 
Інститут прикладних проблем механіки і мате-
матики ім. Я.С. Підстригача НАН України, 
79060, м. Львів, вул. Наукова, 3-б,  
е-mail: tokovyy@gmail.com 

 
Yu. V. Tokovyy, Dr. of Sci., Senior Scientist, 
M. Yo. Yuzvyak, Math. Research Fellow, 
A. V. Yasinskyy, Dr. of Sci. 
 

Representation of solutions to the plane 
elasticity problems for a rectangular domain 

via Vihak’s functions 
 

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mecha-
nics and Mathematics, NAS of Ukraine,  
79060, Lviv, 3-B Naukova Str. 
е-mail: tokovyy@ gmail.com 

 
 

 
 
Узагальнено використання методу безпосереднього інтегрування ключових рівнянь основних за-

дач теорії пружності для обмежених областей з кутовими точками. Важливим етапом реалізації 
методу є подання шуканих компонент тензора напружень через визначальні функції, вибір яких 
суттєво залежить від специфіки задачі, а тому вважається найслабшою ланкою алгоритму побудо-
ви розв’язку. У роботі наведено універсальний підхід до вибору визначальних функцій, названих авто-
рами функціями Вігака (на честь основоположника та розробника методу безпосереднього 
інтегрування, професора Василя Михайловича Вігака), з використанням інтегральних співвідношень, 
отриманих на основі рівнянь рівноваги. Застосування підходу проілюстровано на прикладі плоскої 
задачі теорії пружності для прямокутної області. Показано зв'язок функції Вігака для розглянутої 
задачі з класичною бігармонічною функцією напружень Ері. 

Ключові слова: пружна рівновага, плоска задача, прямокутна область, метод безпосереднього 
інтегрування, функції Вігака. 
 

The paper presents the generalization of the direct integration method for the governing equations of the 
basic elasticity problems for the bounded domains with corner points. An important stage in the realization 
of the method is the representation of the unknown stress-tensor components via the key functions. The 
selection of these functions is motivated by some specific features of the problems and thus was regarded as 
a weakest part of the solution algorithm. Herein, we suggest an universal approach for the selection of the 
key functions, which we started to call the Vihak functions (to honor Prof. Vasyl M. Vihak, the founder and 
developer of the direct integration method) by using the integral relationships derived from the equilibrium 
equations. The approach is illustrated by the solution of a plane elasticity problem for an elastic rectangle. 
The relationship between Vihak’s function for the considered problem and the classical biharmonic Airy 
stress function is shown. 

Key Words: elastic equilibrium, plane problem, rectangular domain, direct integration method, Vihak’s 
functions. 

 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О.  
 

 
Вплив нових тенденцій розвитку техніки та 

технологій, зокрема, щодо мініатюризації техніч-
них та електронних пристроїв і потреба якісної 
оцінки їх міцнісних характеристик сприяє від-
новленню інтересу до класичних задач механіки, 
постановка та розв’язки яких переосмислюються 

з урахуванням сучасних потреб. Особливу увагу 
привертають задачі для тіл з так званими 
концентраторами напружень, наявність яких обу-
мовлена специфікою матеріалу або особливостя-
ми геометрії досліджуваних тіл. До задач такого 
класу належать задачі теорії пружності та термо-

© Ю.В. Токовий, М.Й. Юзв’як,  
    А.В. Ясінський,  2021  
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пружності для обмежених тіл з кутовими точка-
ми, зокрема, плоска задача для пружного прямо-
кутника [1]. Історія вивчення цієї задачі нарахо-
вує понад сторіччя, за яке напрацьовано низку 
наближених аналітичних, напіваналітичних і чи-
слових методів побудови її розв’язків [1–3]. Втім, 
не зважаючи на видиму простоту задачі, її точно-
го аналітичного розв’язку у загальній постановці, 
наскільки відомо авторам, не було отримано. Це 
пов’язано насамперед з обмеженістю класичного 
методу відокремлення змінних для одночасного 
задоволення ключових рівнянь задачі та повного 
набору крайових умов на сторонах прямокутни-
ка. Цей факт спонукує до продовження дослід-
жень задач такого класу та розробки ефективних 
методів їх розв’язання. 

У роботах [4, 5] розвинуто метод безпосеред-
нього інтегрування вихідних рівнянь плоских за-
дач теорії пружності й термопружності для пря-
мокутної області, яка зазнає впливу зовнішніх си-
лових навантажень на усіх сторонах та внутріш-
нього розподілу температурного поля. Метод 
ґрунтується на вираженні шуканих компонент 
тензора напружень через визначальні функції з 
подальшим відшуканням останніх у вигляді роз-
винень у ряди за повними ортогональними систе-
мами власних і приєднаних функцій, що вио-
кремлюють складові від само- й несамозрівнова-
жених навантажень. Отримано необхідні умови 
для зовнішніх навантажень існування розв’язків 
таких задач. Початковим етапом застосування 
методу є вибір визначальних напружень, який не 
був достатньо обґрунтований. У цій статті запро-
поновано підхід до використання певних визна-
чальних функцій для вираження компонент тен-
зора напружень єдиним чином. Уведені з вико-
ристанням інтегральних співвідношень, отрима-
них на основі рівнянь рівноваги, такі визначальні 
функції названо на честь основоположника мето-
ду, професора В.М. Вігака.  

Розглянемо плоску задачу теорії пружності 
для прямокутної області ( , ) [ , ]x xD x y a a   {  
[ , ]y ya a } , на сторонах якої задано зовнішні 

силові навантаження 

 
( , ) ( ),     ( , ) ( ),

( , ) ( ),    ( , ) ( ).

xx x x xy x xy

yy y y xy y yx

a y p y a y y

x a p x x a x

 

 

       

       
 (1) 

Тут xx , yy , xy  – компоненти тензора напру-

жень, а праві частини задано неперервно-дифе-
ренційованими функціями. За відсутності масо-
вих сил напружений стан області D  описується 
класичними рівняннями [1] рівноваги  

 0,      0xy xy yyxx

x y x y

  
   

   
 (2) 

та суцільності 

 
2 2

2 2
0xx yy

x y

 
    

 
( )  (3) 

в напруженнях. 

З використанням співвідношень, отриманих 
диференціюванням рівнянь рівноваги (2), запро-
вадимо  функцію  

 
2 22

2 2

yy xyxx

x yx y

    
   

  
V . (4) 

Проінтегрувавши (4) з урахуванням умов (1), знай-
демо вирази напружень через уведену функцію: 

2 ( ) ( )xy xy
xx x x x x

d d
p p x a x a

dy dy

 
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dx dx

 
   
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 ( , ) ,
ay

ay

x y d


     V  (5) 

 4 2xy xy xy yx yx
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( ) ( ) ( ) ( )xy y xy y xy y xy ya a a a              

( , )sgn( )sgn( )
D

x y d d        V  

та інтегральні умови для функції ( , )x yV  
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







V

V

V

V

 (6) 

Аналогічні вирази та умови отримано в [4] для 
задачі термопружності. Шляхом інтегрування 
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умов (6) виводять інтегральні умови рівноваги та 
суцільності для зовнішніх навантажень (1), що 
співпадають зі знайденими в роботах [4, 5]. 

Таким чином, отримано подання (5) компо-
нент тензора напружень через одну функцію 

( , )x yV , а вісім граничних умов (1) еквівалентно 
замінено на чотири інтегральні умови (6). 
Функцію ( , )x yV  називатимемо функцією Вігака. 

Порівнюючи вирази для компонент тензора 
напружень (4) з відповідними виразами через 
функцію напружень Ері ( , )x y  [1], знаходимо 
співвідношення 

 
4

2 2

1
( , ) ( , ) ,

4

( , )
( , ).

D

x y x y d d

x y
x y

x y

         

 


 

V

V

 

З використанням загальної стратегії методу 
безпосереднього інтегрування [4, 5], напружений 
стан в області D  внаслідок силового навантажен-
ня (1) можна подати у вигляді суперпозиції само-
зрівноваженого та несамозрівноваженого напру-
жених станів.  Відповідно, функцію Вігака можна 
подати у вигляді 0 s V V V , де 0V  відповідає 
несамозрівноваженим (елементарним) розв’язкам 
для напружень [5], а sV  відповідає самозрівнова-
женим напруженням [4] і задовольняє однорідні 
інтегральні умови  

 s s s s 0,
a aa a y yx x

a a a ax x y y

dx x dx dy y dy
   

      V V V V  (7) 

Подання самозрівноважених компонент тензо-
ра напружень xx , xy [4] через функцію s ( , )x yV  

мають вигляд 
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Тут xp , yp   yx
 , yx

  – відповідні  самозрівно-

важені частини [4] крайових умов (1), а вираз для 

yy  є аналогічним. 

Підстановкою виразів (8) у рівняння (3) з ви-
користанням (2) отримуємо наступне інтегро-ди-
ференціальне рівняння суцільності 
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2

2

( )( )

4
y y yx

y

y a y a d

dxa

   
 




. (9) 

Для побудови розв’язку отриманого ключово-
го рівняння (9) з інтегральними умовами (7) ви-
користовується методика [4]. Побудову напру-
жень, що відповідають несамозрівноваженій 
складовій 0V  наведено в роботі [5].  

У такий спосіб запропоновано подання (5) 
компонентів тензорів напружень у випадку плос-
кої задачі теорії пружності через єдину визна-
чальну функцію Вігака. Слід зауважити, що на 

відміну від бігармонічної функції Ері, викорис-
тання функції Вігака не пов’язане з надлишковим 
диференціюванням, а також дозволяє залучити 
крайові умови, задані на сторонах прямокутника. 
У статті [6] наведено аналогічні подання для 
плоских задач термопружності вільних від сило-
вих навантажень прямокутній області, кільцево-
му та круговому секторах, а також для осеси-
метричної задачі термопружності у порожнисто-
му циліндрі скінченної довжини. В [7] наведено 
приклад числової реалізації для останньої задачі 
та вказано не обчислювальні переваги застосу-
вання функцій Вігака. 
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Найважливішими елементами освітніх програм є освітні компоненти (дисципліни), а також 

компетентності й результати навчання, що ними забезпечуються. У статті наведено порівняльний 

аналіз окремих обов’язкових дисциплін освітньо-професійної програми «Інформатика» першого 

(бакалаврського) рівня вищої освіти галузі знань 12 «Інформаційні технології», спеціальності 122 
«Комп’ютерні науки» з дисциплінами освітньо-професійних програм того ж рівня та спеціальності 

інших закладів вищої освіти. В роботі проаналізовано освітньо-професійну програму «Інформатика» 

першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки», що 
реалізується факультетом комп’ютерних наук та кібернетики Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка в розрізі порівняння обов’язкових освітніх компонент освітньо-професійної 

програми «Інформатика» та забезпечуваних (досяжних) ними стандартних результатів навчання й 
компетентностей з обов’язковими освітніми компонентами інших освітніх програм. 

 

Ключові слова:  комп’ютерні науки, інформатика, система керування базами даних, освітні 

компоненти, стандарт вищої освіти, освітня програма. 

 

 

The most important elements of educational programs are the educational components (disciplines), as 
well as the competencies and learning outcomes they provide. The article presents a comparative analysis of 

some compulsory disciplines of the educational and professional program "Informatics" of the first 

(bachelor's) level of higher education in the field of knowledge 12 "Information Technology", specialty 122 

"Computer Science" with disciplines of educational and professional programs of the same level and 
specialties of other institutions of higher education. The work analyzes the educational and professional 

program "Computer Science" of the first (bachelor's) level of higher education in the specialty 122 

"Computer Science". It is implemented by the Faculty of Computer Science and Cybernetics of Taras 
Shevchenko National University of Kyiv in terms of comparing compulsory educational components 

educational-professional program "Informatics" and provided (achievable) standard learning outcomes and 

competencies with compulsory educational components of other educational programs. 

Keywords: computer science, computer science, database management system, educational components, 

standard of higher education, educational program. 
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Вступ 

Моніторинг та переосмислення освітніх 
програм за спеціальністю 122 «Комп’ютерні 

науки», повинен враховувати вимоги  Закону 

України «Про вищу освіту» [1] та Стандарту 
першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за 

спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки», 

затвердженого Наказом Міністерства освіти і 
науки України за № 962 від 10.07.2019 році [2].  

Важливим елементом на шляху до покращення 

програм є здійснення порівняльного аналізу 

освітньо-професійної програми «Інформатика» з 
аналогічними програмами інших закладів вищої 

освіти (ЗВО). У зв’язку з вимогами прозорості, 

що висунуті  Законом України «Про вищу освіту» 
здійснити такий порівняльний виявляється 

можливим, адже освітні програми, що 

реалізуються різними ЗВО оприлюднюються для 
вільного доступу на їх офіційних сайтах.   

Головними елементами освітніх програм є 

освітні компоненти та компетентності й 

результати навчання, що ними забезпечуються. В 
роботі авторами проаналізовано освітньо-

професійну програму (ОПП) «Інформатика» 

першого (бакалаврського) рівня вищої освіти за 
спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки» [3], що 

реалізується факультетом комп’ютерних наук та 

кібернетики Київського національного 

університету імені Тараса Шевченка. Аналіз 
проведено в розрізі порівняння обов’язкових 

освітніх компонент ОПП «Інформатика» та 

забезпечуваних ними результатів навчання й 
компетентностей з обов’язковими освітніми 

компонентами інших ОПП.  

 

Аналіз ОПП «Інформатика» з програмами 

інших закладів вищої освіти  

Розробку освітніх програм (ОП) у вітчизняних 

ЗВО доцільно розглядати в контексті нових 
стандартів вищої освіти. Більшість стандартів 

вже прийняті та затверджені, окремі перебувають 

на стадії обговорення. Луговий В.І. та 
Таланова Ж.В. в процесі аналізу Міжнародного 

стандарту класифікації освіти обґрунтовують 

доцільність використання міжнародної 
класифікації для галузевої класифікації освітньої 

сфери в Україні [4]. Проте проблема аналізу саме 

обов’язкових дисциплін освітньо-професійної 

програми «Інформатика»  першого 
(бакалаврського) рівня вищої освіти галузі знань 

12 «Інформаційні технології», спеціальності 122 

«Комп’ютерні науки» є відносно новою та не до 
кінця дослідженою. В публікаціях [5-7] був 

проведений порівняльний аналіз українського 

стандарту освітньо-професійної підготовки та 

міжнародного стандарту Computer Science’2013, а 
також надано пропозиції для покращення 

українського освітнього стандарту. У роботах [8, 

9] описано теоретичне підґрунтя для порівняння. 
Для порівняльного аналізу ОПП 

«Інформатика», що реалізуються на факультеті 

комп’ютерних наук та кібернетики Київського 
національного університету імені Тараса 

Шевченка з ОПП того ж рівня вищої освіти й 

спеціальності інших ЗВО України введемо до 

розгляду поняття, частина з яких була описана в 
дослідженні [8, 9].   

Множина спеціальностей: 

SP = {spi | i=1..n}. 

Для кожної spSP введемо до розгляду 

наступні поняття: 
множина результатів навчання спеціальності: 

LOsp= {loi | i=1..t}; 

множина освітніх програм спеціальності: 
OPsp={opi | j=1..m}. 

Для кожної opOPsp введемо до розгляду 

поняття: 

Множина обов’язкових освітніх компонент 

(дисциплін) освітньої програми: 
OK op[sp] = {oki | i=1..t}. 

множина результатів навчання дисципліни: 

LOok = { look | look LOsp & LOZop[sp](look, ok)}. 

Кількість результатів навчання дисципліни 

│LOok│. 
Спільні результати навчання множини попарно 

різних дисциплін за освітніми програмами однієї 

спеціальності: Splo(OKD[sp]): 

ksp  Splo(OKD[sp]) look LOsp & 

 oksp  OKD [sp] LOZop[sp](look, oksp)}. 

Кількість спільних результатів навчання 
множини попарно різних дисциплін за освітніми 

програмами однієї спеціальності: 

│ Splo(OKD[sp])│. 

 

Автоматизація аналізу порівняння ОПП 

Засобом автоматизації аналізу авторами 

обрано СКБД MS SQL Server [15]. Для 
дослідження створено базу даних 

EducationPrograms, яка містить, зокрема, таблиці: 

 таблиця Universities, містить інформацію 

про ЗВО та включає наступні поля: Id, Name, 
EDBO; 

 таблиця Faculties, містить інформацію про 

факультети та включає наступні поля: Id, Name, 

UniversityId; 
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 таблиця SpecialityCompetences, містить 

інформацію про відповідність компетентностей 

спеціальностям, представлена наступними 
полями: Id, Name, SpecialityId, CompetenceId; 

 довідникова таблиця EdProgramsTypes, 

містить типи освітніх програм, представлена 

наступними полями: Id, TypeName; 

 довідникова таблиця Specialisations, 
містить перелік спеціальностей, заданих полями: 

Id, Name; 

 таблиця Competences, містить 

компетентності, що класифіковані за типами: Id, 
Competence, CompetenceTypeId; 

 таблиця EpSubjectCompetence містить 

інформацію про компетентності освітніх 

компонент: Id, SubjectId, SpecialityCompetenceId; 

 таблиця Subjects містить відомості про 

освітні компоненти (дисципліни): Id, Name, 
EProgramId, Credit, ControlId; 

 таблиця LearningOutcomes містить 

інформацію про результати навчання: Id, 

SpecialityId, LOName, LearningOutcome; 

 довідникова таблиця ControlTypes містить 
перелік форм контролю освітніх компонент: Id, 

ControlTypeName; 

 довідникова таблиця CompetencesTypes 

містить перелік типів компетентностей: Id, 
CompType; 

 таблиця EpSubjectOutcomes пов’язує 

результати навчання з конкретними освітніми 

компонентами: Id, SubjectId, LearningOutcomeId; 

 таблиця EducationPrograms містить дані 
про освітні програми: Id, Name, SpecialityId, 

EdPrTypeId, EDBO, FacultyId, ImplementationDate. 

 

Діаграму бази даних EducationPrograms 
представлені на рисунку 1. 

 

 
 

 

Рисунок 1. Фрагмент діаграми бази даних EducationPrograms 

 
З метою здійснення аналізу ПРН авторами 

розроблено SQL-запити до сформованої бази 

даних.  

 

Порівняльний аналіз освітньої програми 

«Інформатика» з іншими освітніми 

програмами спеціальності в розрізі 

обов’язкових дисциплін 

 

Для дослідження відібрано наступні 

дисципліни з освітньо-професійні програми 
(ОПП) «Інформатика» [3], що реалізується на 

факультеті комп’ютерних наук та кібернетики 

Київського національного університету імені 

Тараса Шевченка (Інф_КНУТШ): 

 

 Програмування; 

 Дискретна математика; 

 Диференційні рівняння; 

 Математична логіка; 

 Об’єктно-орієнтоване програмування; 

 Теорія програмування. 
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Компетентності та результати навчання в 

таблиці 1 іменуються відповідно до прийнятого 
Стандарту першого рівня вищої освіти за 

спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки»[2]. 

 
В таблиці 1 представлено розподіл загальних 

та спеціальних компетентностей за деякими 

обов’язковими дисциплінами. 
Таблиця 1. Розподіл компетентностей за 

дисциплінами 

Компетентності 

(загальні (ЗК), 

спеціальні (СК)) 

Програмні результати 

навчання (ПРН) 

Програмування 

ЗК13 ПРН4, ПРН8 

Дискретна математика 

ЗК11, CК1, CК3 ПРН2 

Диференційні рівняння 

СК1 ПРН1, ПРН5 

Математична логіка 

СК1, СК3 ПРН1, ПРН5 

Об’єктно-орієнтоване програмування 

ЗК2, ЗК12, СК8 ПРН9, ПРН15 

Теорія програмування 

ЗК1, СК1, СК8 ПРН1, ПРН5 

Представлені співвідношення деяких 
дисциплін ОПП «Інформатика» факультету 

комп’ютерних наук та кібернетики  Київського 

національного університету імені Тараса 
Шевченка (Інф_КНУТШ) [3] та їх відсотку 

подібності за компетентностями (таблиці 2) і за 

ПРН (таблиці 3) до дисциплін інших ОПП того ж 
рівня й спеціальності. 

ОПП (Кн_КНУТШ) – «Комп’ютерні науки», 

яка вивчається на факультеті інформаційних 
технологій Київського національного 

університету імені Тараса Шевченка   [10].  

ОПП (Інф_ХНУ) – «Інформатика», що 

реалізується на факультеті математики і 
інформатики Харківського національного 

університету імені В.Н. Каразіна (ХНУ імені 

В.Н. Каразіна) [11];  
ОПП (Кн_ЗНУ) – «Комп’ютерні науки», що 

вивчається в Запорізькому національному 

університеті (ЗНУ) [12];  
ОПП (Кн_ВНТУ) – «Комп’ютерні науки», що 

реалізується у Вінницькому національному 

технічному університеті [13]; 

ОПП (Інф_УНУ) – «Інформатика», Державний 
вищий навчальний заклад «Ужгородський 

національний університет» [14]. 

В таблиці 2 представлено фрагмент 
порівняння подібності обраних для аналізу 

дисциплін відносно стандартних 

компетентностей.

 
Таблиця 2. Фрагмент подібності дисциплін за компетентностями Iнф_КНУТШ 

ОПП Назва дисципліни Відсоток 

подібності 

Програмування 

Інф_ХНУ Операційні системи 43,83% 

Інф_ХНУ Математична логіка і мова Prolog 45,84% 

Кн_ЗНУ Алгоритми та структури даних 43,33% 

Кн_ВНТУ Вступ до фаху 21,21% 

Інф_УНУ Теорія ймовірностей, імовірнісні процеси та математична 

статистика 

29,17% 

Кн_КНУТШ Алгоритмізація та програмування 58,33% 

Дискретна математика 

Кн_КНУТШ Дискретні структури 50% 

Інф_ХНУ Вступ до математичної статистики 70% 

Кн_ВНТУ Дискретна математика 61,11% 

Кн_ЗНУ Комп’ютерна графіка 31,25% 

Диференціальні рівняння 

Інф_УНУ Математичний аналіз 35% 

Інф_ХНУ Вступ до математичної статистики 35% 

Кн_ЗНУ Організація та обробка електронної інформації 32,14% 

Кн_ВНТУ Чисельні методи 32,14% 

Кн_КНУТШ Вступ до математичної статистики 35% 

Математична логіка 

Кн_КНУТШ Дискретні структури 50% 
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Інф_ХНУ Елементи математичної логіки, елементарної та дискретної 

математики 

70% 

Кн_ЗНУ Алгоритми та структури даних 60% 

Кн_ВНТУ Дискретна математика 61,11% 

Інф_УНУ Алгоритми і структури даних 66,67% 

Об’єктно-орієнтоване програмування 

Кн_КНУТШ Об'єктно-орієнтоване програмування 41,67% 

Інф_ХНУ Шаблони об'єктно-орієнтованого програмування 53,33% 

Кн_ЗНУ Об'єктно-орієнтоване програмування 41,67% 

Інф_УНУ Управління ІТ-проектами 60% 

Теорія програмування 

Кн_ВНТУ Математичні методи дослідження операцій 50% 

Кн_ЗНУ Алгоритмізація та програмування 41,67% 

Інф_ХНУ Паралельні та розподілені обчислення 29,17% 

Кн_КНУТШ Алгоритмізація та програмування 29,17% 

 
 

Наведене в таблиці 2 співставлення дає 

наглядне уявлення про співвідношення змісту 
конкретних обов’язкових освітніх компонент у 

різних ОПП за спільною спеціальністю відносно 

загальних та фахових компетентностей, 

визначених стандартом вищої освіти. 
В таблиці 3 наведено фрагмент порівняння 

подібності обраних для аналізу дисциплін 

відносно стандартних результатів навчання.

Таблиця 3. Фрагмент подібності дисциплін за програмними результатами навчання Інф_КНУТШ  

ОПП Назва дисципліни Відсоток 

подібності 

Програмування 

Кн_КНУТШ Алгоритмізація та програмування 100% 

Інф_ХНУ Операційні системи 37,5% 

Кн_ВНТУ Алгоритмізація та програмування 75% 

Кн_ЗНУ Комп’ютерна графіка 41,67% 

Інф_УНУ Алгоритмізація та програмування 64,29% 

Дискретна математика 

Кн_КНУТШ Математика для комп'ютерних наук 75% 

Інф_ХНУ Вступ до математичної статистики 75% 

Кн_ВНТУ Вища математика 75% 

Кн_ЗНУ Алгоритми та структури даних 62,5% 

Інф_УНУ Системний аналіз 58,33% 

Диференціальні рівняння 

Кн_ЗНУ Алгебра та геометрія 50% 

Кн_КНУТШ Математика для комп'ютерних наук 50% 

Інф_УНУ Диференціальні рівняння 50% 

Кн_ВНТУ Вища математика 100% 

Інф_ХНУ Методи оптимізації і дослідження операцій 32,14% 

Математична логіка 

Кн_КНУТШ Проектування та аналіз алгоритмів 75% 

Інф_ХНУ Елементи алгебри та теорії чисел 50% 

Кн_ВНТУ Управління IT-проектами 41,67% 

Кн_ЗНУ Алгоритми та структури даних 75% 

Об’єктно-орієнтоване програмування 

Кн_КНУТШ Об'єктно-орієнтоване програмування 100% 

Інф_ХНУ Методи розробки інтерфейсу користувача 37,5% 
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Кн_ВНТУ Технології комп’ютерного проектування 41,67% 

Інф_УНУ Технологія програмування та створення програмних продуктів 61,11% 

Кн_ЗНУ Комп’ютерна графіка 41,67% 

Теорія програмування 

Кн_КНУТШ Проектування та аналіз алгоритмів 75% 

Інф_ХНУ Елементи математичної логіки, елементарної та дискретної 

математики 

50% 

Інф_УНУ Математичні методи дослідження операцій 37,5% 

Кн_ВНТУ Крос-платформне програмування 37,5% 

Кн_ЗНУ Архітектура обчислювальних систем 41,67% 

 
Наведене в таблиці 3 співставлення дає 

наглядне уявлення про співвідношення змісту 

конкретних обов’язкових освітніх компонент у 
різних ОПП за спільною спеціальністю відносно 

програмних результатів навчання, визначених 

стандартом вищої освіти. 

 

Висновки 

Проведений порівняльний аналіз деяких 

обов’язкових дисциплін освітньо-професійної 
програми «Інформатика» першого 

(бакалаврського) рівня вищої освіти галузі знань 

12 «Інформаційні технології», спеціальності 122 

«Комп’ютерні науки» з дисциплінами освітньо-
професійних програмам того ж рівня та 

спеціальності інших закладів вищої освіти 

України показав, що подібні за змістом 
дисципліни різних освітніх програм досягають 

аналогічних стандартних результатів навчання, а 

також загальних та фахових компетентностей. 

Схожі за змістом обов’язкові освітні компоненти 
компоненти мають більше 50% подібності за 

компетентностями й результатами навчання, а 

для різних за змістом дисциплін, як правило, цей 
відсоток складає не більше 45%. 

Освітні програми одного рівня вищої освіти та 

спеціальності містять подібні за досяжністю 

стандартних компетентностей і результатів 
навчання освітні компоненти.   

Таким чином, обов’язкові дисципліни 

освітньо-професійної програми «Інформатика» 
першого (бакалаврського) рівня вищої освіти 

галузі знань 12 «Інформаційні технології», 

спеціальності 122 «Комп’ютерні науки», що 

реалізується на факультеті комп’ютерних наук та 
кібернетики Київського національного 

університету імені Тараса Шевченка мають свої 

аналоги в освітніх програмах того ж рівня вищої 
освіти та спеціальності інших закладів вищої 

освіти України. 
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Метал-напівпровідникові композитні мікроструктури Au-GaAs були отримані шляхом 

анізотропного травлення з подальшим фотостимульованим хімічним осадженням благородного 
металу (Au) на сформовані напівпровідникові квазігратки. Золото наносилося на структуровану 

поверхню GaAs у вигляді хаотично розміщених наночастинок металу та/або нанодротів на 

вершинах пагорбів напівпровідникової мікроструктури. Сформовані структури вивчаються за 

допомогою скануючої електронної мікроскопії, оптичної спектроскопії та фотоелектричних 
вимірювань. Створені метал-напівпровідникові мікроструктури Au-GaAs є перспективними для 

застосування в плазмонній фотовольтаїці, що підтверджується поведінкою спектрів 

фотолюмінесценції та змінами форми спектрів фотоструму. 
Ключові слова: сонячний елемент, арсенід галію, наночастинка, поверхневий плазмон. 

 

Au-GaAs metal-semiconductor composite microstructures have been prepared by an anisotropic etching 
of n-GaAs (100) wafers doped with Te (1016 to 1017 cm-3) with subsequent photostimulated chemical 

deposition of noble metal (Au) on formed semiconductor quasigratings. The microrelief topology of GaAs 

surface is controlled by the anisotropic etching conditions. Au metal was deposited on the structured GaAs 

surface as randomly placed nanoparticles of various shape and size and/or nanowires on the top of the hills 
of formed semiconductor microstructure. As the number of Au nanoparticles increases, they tend to localize 

on the ledges of the GaAs microrelief forming a system of approximately parallel nanowires. Obtained 

periodic structures with submicron to microns periods without Au nanoparticles and with deposited 
nanoparticles have been studied by means of scanning electron microscopy, optical spectroscopy 

(photoluminescence spectroscopy at room temperature), and photoelectric measurements. The decrease of 

the relative intensity of main photoluminescence band for samples with Au nanostructures compared to ones 
without nanoparticles deposition and simultaniously changes of the shape of photocurrent spectra of Au-

GaAs microstructures have been observed. Such correlation in behaviour of measured spectra make formed 

Au-GaA metal-semiconductor microstructures perspective for the application in plasmonic photovoltaics. 

Key Words: solar cell, gallium arsenide, nanoparticle, surface plasmon. 
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Introduction 

In recent decades, silicon solar cells (SCs) are 
widely used in photovoltaics. Variety of techniques 

have been developed that allow the most efficient 

use of silicon to convert solar energy into electricity 
[1, 2]. At the same time, there are active studies of 

other semiconductor compounds that may be 

promising for solar energy, namely InP, CdS, GaAs, 
CIS-CuInSe2; CIGS- Cu(In,Ga)Se2; CIGSS- 

Cu(In,Ga)(Se,S)2 [3]. Among these materials, it 

should be specially mentioned such direct bandgap 

semiconductor with zinc blende crystal structure as 
gallium arsenide (GaAs). GaAs is characterised with 

parameters (bandgap energy, absorption coefficient, 

resistance to ionizing radiation, reverse saturation 
current density) that give it a number of advantages 

not only in comparison with silicon, but also with 

other above-mentioned compounds [4]. Due to the 
high cost of material, the GaAs-based SCs are 

usually made in the form of thin films. At present, 

the scientists study structures based on A3B5 

semiconductors deposited on a silicon substrate that 
could be perspective for highly efficient solar cells. 

Moreover, such structures could reduce the cost of 

multi-junction solar cells. 
In the manufacture of effective SCs it is also 

important to use processing technologies that can 

improve the characteristics of material. The texturing 

of the front surface of the SC is a standard treatment 
aimed on reduction of reflection losses. It also 

provides the conditions under which the path of light 

in the element is not perpendicular to the plane of the 
p-n junction that makes it possible to bring the 

region of photogeneration of charge carriers closer to 

the p-n junction, thereby increasing the efficiency of 
carrier collection, especially in the case of low-

energy photons. Moreover, it can provide additional 

benefits. Combination of surface relief with metal 

elements (for instant, nanoparticles (NPs)) can 
stimulate transfer of light energy into excitation of 

surface plasmons (SP) in NP or surface plasmon-

polariton (SPP) in their periodical arrays (nanowires 
(NWs) on the top of the grooves) for efficient light 

trapping and increase of absorption in extremely thin 

layers (Fig. 1) [5, 6].  
Another possibility is formation of nanosize 

semiconductor hills on the surface. Due to quantum 

size effect their energy spectrum is shifted to high 

energy side, that could result in photocurrent gain in 
blue spectral region due to reduce of surface 

recombination losses. It worth noting that not only 

front surface of the cell can be made relief. Relief 
 

 
Fig.1. Interaction of light with metal-semiconductor 

microstructure 

 

rear surface of semiconductor and metal back contact 
can also scatter transmitted light and support SPP on 

that interface. Texturing of semiconductor surface 

can be performed by different methods, for example, 
anisotropic chemical etching or ultrafast laser 

treatment [7]. Obtained relief is formed as a result of 

self-organization and/or interference of the incident 

laser radiation with surface electromagnetic waves. 
Its morphology depends on treatment conditions. 

Experimental details 

The metal-semiconductor composite 
microstructures have been fabricated on the n-GaAs 

(100) wafers doped with Te (1016 to 1017 cm-3). 

Surface microrelief of the quasigrating type topology 
has been prepared by the method of wet chemical 

anisotropic etching in 2HF:2H2SO4:1H2O2 during 3 

or 5 minutes. Varying the etching conditions (etchant 

temperature and etching duration) allowed to change 
the relief depth and mean period of microstructures. 

The photoinduced chemical deposition of Au from 

aqueous salt AuCl3 solution has been realized to 
prepare the nanoparticles of various shape and size 

located predominantly at the top of microrelief. If 

amount of deposited Au is large enough its 
nanoparticles can form the NWs on the top of the 

grooves of the quasigratings. Au NPs deposited on a 

flat GaAs surface do not display preferred directions 

and usually are randomly distributed on the surface. 
The morphology of treated GaAs surfaces has 

been analysed using a scanning electron microscope 

(SEM) AURA 100 (SERON Technology Inc.). 
The photoluminescence (PL) spectra have been 

recorded with the setup based on a single-grating 

spectrometer MDR-3 under an excitation of Ar+ 

continuous laser λex = 488 nm (Eex =2.54 eV). 
The Keithley SMU (Model 2420) device, which 

is a measuring source, has been used to measure the 

current-voltage characteristics. 
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Results and discussion 

Morphology of microrelief formed on the 

surface of GaAs formed by anisotropic etching is 

presented in Fig. 2. The formed structure is 
quasigratings with submicron to microns periods. 

The relief depth was no more than 0.7 μm. These 

patterns is characterised by the triangular shape of 
the grooves. We did not quantify the filling of the 

structured surface with Au NPs. At this step, we 

controlled only the significant changes in the GaAs 

surface morphology. At certain amount, Au NPs 
localize on the ledges of the microrelief forming a 

system of approximately parallel NWs (see Fig. 2,b). 

Mean size of Au NPs aggregates which form NWs is 
evaluated as about 100 nm. 

 

 

a) 

 

b) 
Fig. 2. SEM images of surface GaAs quasigrating 

structures (a) and surface Au-GaAs quasigrating 

structures with Au on the top of the grooves (b) 
 

Photoluminescence (PL) spectra of Au-GaAs 

quasigrating structure are presented in Fig. 3. The 
main PL band around 1.4 eV is caused by 

recombination of free excitons or also localized 

excitons characteristic for direct bandgap GaAs 

semiconductor. Observed PL band is rather wide 
with long high-energy wing. This band is complex. 

This band shape could indicate the quantum 

confinement of excitons in GaAs nanostructures or 
the influence of transitions connected with impurities 

and defects in oxide layer that is formed during the 

etching procedure. Moreover, the behaviour of PL 
spectra of metal-semiconductor composite even at 

room temperature could be indicative for evaluation 

of the effectiveness of such microstructure with 
deposited NPs. The observed decrease of PL 

intensity for samples with Au nanostructures can be 

attributed to screening of GaAs with gold or to more 
efficient separation of carriers. The latter is 

consistent with increase of photocurrent for this kind 

of cells. 

 
Fig. 3. PL spectra of Au-GaAs structures without and 

with different amounts of deposited Au NPs, 

λexc. = 488.0 nm, T= 300 K 

 
Photocurrent spectra of Au-GaAs cells with 

quasigrating surface topology (Fig. 4) demonstrate 

substantial increase in blue-green spectral range 
comparing to Schottki barrier GaAs cells with flat 

surface. Fine structure of these spectra depends on 

the amount of deposited gold weather it is present in 
the form of individual particles or nanowires on the 

top of the grooves. 

 

 
 

Fig. 4. Spectral dependence of short-circuit 

photocurrent of Au-GaAs quasigrating structures 
with different amounts of deposited Au NPs 
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Conclusions 

Our results demonstrate that the deposition of 

noble metal (Au) nanoparticles on the textured 

surface of GaAs direct bandgap semiconductor 
results in the photocurrent enhancement. The 

microrelief topology of GaAs surface could be 

controlled by the conditions of chemical anisotropic 
etching. It was found that the formation of Au 

nanowires is more beneficial for the purposes of 
plasmonic photovoltaics. Nano sized metal features 

on the structured surface of semiconductor provide 

an increase of the light transformation into the 
surface plasmons and surface plasmon-polaritons, 

and consequent increase of photocurrent. 
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