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Живе лиш той, хто не живе для
себе, хто для iнших виборює життя.

В. Симоненко
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c⃝ О.I. Василик, Ю.С. Мiшура, М.П. Моклячук, М.О. Перестюк, I.В. Розора, Л.М. Сахно, Р.Є. Ямненко 2020
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тичної статистики, яку вiн очолював з 1998 по
2003 рiк. Для цiлої плеяди талановитої молодi,
студентiв, аспiрантiв та науковцiв Юрiй Васи-
льович був дорогим Вчителем, Провiдником у
свiт науки, а також еталоном iнтелiгентностi
та надзвичайно чуйною та доброю людиною.

Професор Козаченко Ю.В. був одним з лi-
дерiв української школи з теорiї ймовiрностей
та математичної статистики, визнаним в свiтi
фахiвцем у галузi теорiї i моделювання випад-
кових процесiв у функцiональних просторах.
Козаченко Ю.В. є одним iз творцiв теорiї суб-
гауссових та φ-субгауссових випадкових про-
цесiв, випадкових процесiв з просторiв Орлiча.
Вiн створив новий науковий напрямок – моде-
лювання випадкових процесiв у рiзних функ-
цiональних просторах iз заданою точнiстю та
надiйнiстю. Професор Козаченко Ю.В. отри-
мав вагомi науковi результати у дослiдженнi
аналiтичних властивостей випадкових проце-
сiв, рiвнянь математичної фiзики iз випадко-
вими початковими умовами, статистицi випад-
кових процесiв, вейвлет-аналiзi.

Юрiй Васильович народився 1 грудня 1940
року у мiстi Києвi.

У 1963 роцi закiнчив Київський держав-
ний унiверситет iменi Тараса Шевченка за спе-
цiальнiстю теорiя ймовiрностей i математична
статистика. Навчання в аспiрантурi Iнститу-

ту математики АН УРСР протягом 1964-1965
рокiв перервала служба в армiї у космiчних
вiйськах. У травнi 1968 року в Iнститутi ма-
тематики АН УРСР пiд керiвництвом Михай-
ла Йосиповича Ядренка вiн захистив канди-
датську дисертацiю за спецiальнiстю 01.01.05 –
теорiя ймовiрностей i математична статистика
на тему “Про рiвномiрну збiжнiсть стохасти-
чних iнтегралiв, рядiв i властивостi неперерв-
них випадкових полiв”. Його опонентами бу-
ли вiдомi математики Беляєв Ю.К. та Гiхман
Й.I. Варто вiдмiтити, що коли видавництво
“Мир” надрукувало переклад книги Г.Крамера
i М.Лiдбеттера “Стационарные случайные про-
цессы. Свойства выборочных функций и их
приложения” у 1969 роцi, то Беляєв Ю.К. у
додатку зробив огляд нових дослiджень з цiєї
тематики i досить детально та з великою по-
вагою i шаною описав результати Юрiя Васи-
льовича, отриманi у 1967-1968 роках.

З 1967 року i до останнiх днiв Юрiй Васи-
льович працював у Київському нацiональному
унiверситетi iменi Тараса Шевченка на кафе-
дрi теорiї ймовiрностей та математичної ста-
тистики (з 2009 року – кафедрi теорiї ймовiр-
ностей, статистики та актуарної математики)
механiко-математичного факультету. У 1974-
1975 роках викладав у Iнститутi нафти i газу
мiста Будермес (Алжир).

Спiвробiтники кафедри теорiї ймовiрностей та математичної статистики, 2004 рiк.
Верхнiй ряд: Оленко А.Я., Майборода Р.Є., Пономаренко О.I., Борисенко О.Д., Моклячук М.П., Ямненко Р.Є., Михайловський В.I.,
Козаченко Ю.В., Масол В.В., Сахно Л.М., Клокун С.Ю.; нижнiй ряд: Федорянич Т.В., Лапiда Т.М., Зiнченко Н.М., Ядренко М.Й.,

Мiшура Ю.С., Багро Г.С., Василик О.I., Розора I.В., Iльченко С.А.
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У 1985 роцi Юрiй Васильович захистив до-
кторську дисертацiю на тему “Випадковi про-
цеси у просторах Орлiча. Властивостi трає-
кторiй, збiжнiсть рядiв та iнтегралiв”. Протя-

гом 1998-2003 рокiв очолював кафедру теорiї
ймовiрностей та математичної статистики Ки-
ївського нацiонального унiверситету iменi Та-
раса Шевченка.

Спiвробiтники кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики 2015 рiк.
Верхнiй ряд: Шкляр С.В., Ральченко К.В., Шевченко Г.М., Голомозий В.В., Борисенко О.Д.;

середнiй ряд: Давиденко Л.В., Ямненко Р.Є., Козаченко Ю.В., Моклячук М.П., Майборода Р.Є., Макогiн В.I., Татаренко О.Ф.;
нижнiй ряд: Рагулiна О.Ю., Яневич Т.О., Василик О.I., Мiшура Ю.С., Сахно Л.М., Капуста I.В., Мунчак Є.Ю.

Основнi напрямки наукової дiяльностi
Юрiя Васильовича – це дослiдження власти-
востей випадкових процесiв у рiзних фун-
кцiональних просторах, моделювання та ста-
тистика випадкових процесiв, теорiя вейвлет-
розкладiв випадкових процесiв. Вiн iнiцiював
i активно розвивав дослiдження з визначення
точностi та надiйностi комп’ютерного моделю-
вання випадкових процесiв.

Юрiй Васильович є автором понад 300 на-
укових праць, 15 навчальних посiбникiв та
монографiй, серед яких “Метрические хара-
ктеристики случайных величин и процессов”
(1998, спiльно з Булдигiним В.В.), яку пере-
видано англiйською мовою у 2000 роцi Аме-
риканським математичним товариством, “Мо-
делювання випадкових процесiв” (1999, спiль-
но з Пашком А.О.), “Моделювання випадко-
вих процесiв i полiв” (2007, спiльно з Розо-
рою I.В. та Пашком А.О.), “Крайовi задачi

математичної фiзики з випадковими фактора-
ми” (2008, спiльно зi Сливкою-Тилищак Г.I. та
Довгаєм Б.В.), “φ-субгауссовi випадковi проце-
си” (2008, спiльно з Василик О.I. та Ямненком
Р.Є.), “Квазiбанаховi простори випадкових ве-
личин” (2015, спiльно з Млавцем Ю.Ю., Мо-
клячуком О.М.), “Точнiсть i надiйнiсть моде-
лювання випадкових процесiв та полiв в рiв-
номiрнiй метрицi” (2016, спiльно з Пашком
А.О.), “Simulation of Stochastic Processes with
Given Accuracy and Reliability” (2016, спiльно
з Погорiляком О.О., Розорою I.В. та Тегзою
А.М., що вийшла англiйською мовою у видав-
ництвi ISTE Press Ltd, London and Elsevier Ltd
Oxford), “Estimation of Covariance Functions of
Gaussian Stochastic Fields and their Simulation”
(2017, спiльно з Гудивок Т.В., Трошкi В.Б.,
Трошкi Н.В.), “Випадковi процеси в задачах
математичної фiзики” ( 2017, спiльно з Кучiн-
кою К.Й. та Сливкою-Тилищак Г.I.), “Теореми
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Левi-Бакстера для випадкових полiв та їх за-
стосування” (2018, спiльно з Курченком О.О.,
Синявською О.О.).

Як науковий керiвник Юрiй Васильович
пiдготував 42 кандидати фiзико-математичних
наук. Згодом деякi з них – Майборода Р.Є.,
Сливка-Тилищак Г.I., Пашко А.О., Розора
I.В., Ямненко Р.Є. та Василик О.I. – захистили
докторськi дисертацiї. Крiм цього, Юрiй Ва-

сильович був науковим консультантом пiд час
написання ще чотирьох докторських дисерта-
цiй – Юрачкiвського А.П., Курченка О.О., Ма-
цака I.К. та Сугакової О.В. Його учнi продов-
жують активну наукову дiяльнiсть у провiд-
них унiверситетах та установах свiту. Вiн ще-
дро дiлився своїми глибокими i рiзностороннi-
ми знаннями зi студентами, аспiрантами, до-
кторантами, друзями та колегами.

Дерево наукових учнiв Козаченка Ю.В.

Науковi учнi Юрiя Васильовича Козаченка

• Доктори фiзико-математичних наук

1. Майборода Р.Є. (1994) “Непараметрична статистика неоднорiдних спостережень”

2. Юрачкiвський А.П. (2003) “Дослiдження мiрозначних i пов’язаних з ними числових
випадкових процесiв методами статистичного аналiзу”

3. Курченко О.О. (2004) “Граничнi теореми для бакстерiвських сум випадкових фун-
кцiй та їх застосування для оцiнок параметрiв”

4. Мацак I.К. (2005) “Граничнi теореми для випадкових елементiв у банахових ґратках”

5. Сливка-Тилищак Г.I. (2015) “Задачi математичної фiзики з випадковими фактора-
ми”
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6. Пашко А.О. (2015) “Статистичне моделювання випадкових процесiв та полiв iз зада-
ними точнiстю i надiйнiстю”

7. Сугакова О.В. (2017) “Адаптивнi методи статистичного аналiзу”

8. Розора I.В. (2020) “Статистичнi властивостi оцiнок iмпульсних перехiдних функцiй”

9. Ямненко Р.Є. (2020) “Дослiдження процесiв накопичення з просторiв Орлiча”

10. Василик О.I. (2020) “Узагальнення φ-субгауссових випадкових процесiв та їх засто-
сування”

• Кандидати фiзико-математичних наук

1. Бейсенбаєв Е. (1979) “Умови збiжностi випадкових рядiв i крайовi задачi математи-
чної фiзики iз випадковими початковими умовами”

2. Бенмалек А. (1981) “Рiвномiрна збiжнiсть стохастичних iнтегралiв i локальнi власти-
востi гауссових випадкових полiв”

3. Канiовська I.Ю. (1981) “Асимптотичнi властивостi маркiвських процедур стохасти-
чної апроксимацiї з негладкими функцiями регресiї”

4. Зелепугiна I.М. (1985) “Про швидкiсть збiжностi розкладiв випадкових процесiв i
полiв”

5. Майборода Р.Є. (1986) “Емпiричнi твiрнi функцiї моментiв випадкових векторiв”

6. Абжанов Е.А. (1987) “Асимптотичнi властивостi випадкових процесiв у банахових
Kσ-просторах випадкових величин”

7. Бесклiнська О.П.(1988) “Теореми типу Левi-Бакстера для строго передгауссових ви-
падкових процесiв”

8. Пашко А.О. (1989) “Рiвномiрна збiжнiсть гауссiвських рядiв та iнтегралiв i моделю-
вання випадкових процесiв”

9. Рязанцева В.В. (1990) “Дослiдження розкладiв i аналiтичних властивостей випадко-
вих процесiв субгауссового типу в просторах Орлiча”

10. Стадник А.I. (1992) “Передгауссовi процеси i швидкiсть збiжностi оцiнок коварiацiй-
них функцiй”

11. Олешко Т.А. (1992) “Аналiтичнi властивостi передгауссових i χ2 процесiв”

12. Енджиргли М.В. (1993) “Умови та оцiнки швидкостi рiвномiрної збiжностi стохасти-
чних рядiв та iнтегралiв iз просторiв Subφ(Ω)”

13. Тригуб С.Г. (1994) “Збiжнiсть випадкових рядiв у нормах просторiв Орлiча”

14. Вовк Л.Б. (1994) “Оцiнки швидкостi збiжностi в бакстеровських теоремах та їх засто-
сування”

15. Багро С.В. (1994) “Умови обмеженостi та неперервностi випадкових процесiв з про-
сторiв Орлiча в термiнах мажоруючих мiр”

16. Сидоренко О.О. (1994) “Оцiнки розподiлу супремуму передгауссових випадкових
процесiв та їх застосування”

17. Великоiваненко Г.В. (1995) “Аналiтичнi властивостi банаховозначних випадкових
процесiв iз просторiв Орлiча”

18. Барраса де Ла Крус Е. (1995) “Умови збiжностi випадкових рядiв в нормах просторiв
Орлiча та крайовi задачi математичної фiзики з випадковими початковими умовами”

19. Лiвiнська О.I. (1997) “Аналiтичнi властивостi деяких класiв передгауссових випадко-
вих процесiв”
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20. Ковальчук Ю.О. (1999) “Крайовi задачi з випадковими початковими умовами i фун-
кцiональнi ряди iз просторiв Орлiча”

21. Стусь О.В. (2001) “Передгауссовi випадковi процеси i оцiнювання коварiацiйних фун-
кцiй”

22. Василик О.I. (2003) “Випадковi процеси з класiв V (φ,ψ)”

23. Тегза А.М. (2003) “Обґрунтування оцiнок точностi i надiйностi моделювання гауссо-
вих стацiонарних випадкових процесiв”

24. Сливка Г.I. (2004) “Крайовi задачi математичної фiзики з випадковими початковими
умовами”

25. Федорянич Т.В. (2005) “Критерiї для перевiрки гiпотез про вигляд кореляцiйної фун-
кцiї гауссових випадкових процесiв i полiв”

26. Яковенко Т.О. (2005) “Випадковi процеси в функцiональних просторах Орлiча”

27. Розора I.В. (2005) “Моделювання випадкових процесiв та полiв iз даною точнiстю та
надiйнiстю”

28. Ямненко Р.Є. (2006) “Експоненцiальнi оцiнки розподiлiв деяких функцiоналiв вiд
φ-субгауссових випадкових процесiв”

29. Довгай Б.В. (2007) “Властивостi розв’язкiв крайових задач математичної фiзики з
випадковими факторами”

30. Погорiляк О.О. (2008) “Моделювання випадкових процесiв Кокса”

31. Перестюк М.М. (2009) “Оцiнки розподiлiв супремумiв випадкових процесiв та рiвно-
мiрна збiжнiсть їх вейвлет розкладiв”

32. Турчин Є.В. (2009) “Збiжнiсть зображень випадкових процесiв у виглядi рядiв, по-
роджених вейвлетами”

33. Дарiйчук I.В. (2010) “Випадковi процеси дробового ефекту”

34. Полосьмак О.В. (2010) “Вейвлет розклади випадкових процесiв та їх властивостi”

35. Вереш К.Й. (2011) “Крайовi задачi математичної фiзики з випадковими факторами”

36. Моклячук О.М. (2011) “Моделювання випадкових процесiв з Kσ-просторiв випадко-
вих величин”

37. Каменщикова О.Є. (2011) “Апроксимацiя випадкових процесiв iз заданою точнiстю
та надiйнiстю”

38. Млавець Ю.Ю. (2013) “Простори випадкових величин F (Q) та їх застосування”

39. Сергiєнко М.П. (2015) “Метод мажоруючих мiр в статистицi випадкових процесiв”

40. Трошкi Н.В. (2015) “Моделювання випадкових полiв”

41. Трошкi В.Б. (2016) “Квадратично φ-субгауссовi випадковi величини та процеси”

42. Затула Д.В. (2017) “Оцiнки розподiлу напiвнорм Гельдера вiд випадкових процесiв
та їх застосування”

Юрiй Васильович пiдтримував числен-
нi мiжнароднi зв’язки з вiдомими науковця-
ми з Австралiї, Великобританiї, Iталiї, Ка-
нади, США, Фiнляндiї, Хорватiї, Швецiї та
iнших країн. Його неодноразово запрошува-
ли для участi у наукових програмах в Ав-

стралiю, Iталiю, Iспанiю, Хорватiю, Фiнлян-
дiю, Швецiю. Юрiй Васильович проводив на-
уковi дослiдження в рамках кiлькох мiжнаро-
дних проектiв, фiнансованих грантами NATO,
TEMPUS-TACIS Європейського Союзу та iн.
Вiн керував багатьма господарчо-договiрними
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темами, зокрема, з СКБ заводу “Арсенал” та
АНТК iменi Олега Антонова.

Науковi досягнення Юрiя Васильовича
Козаченка неодноразово були вiдзначенi наго-
родами. У 2003 роцi вiн став лауреатом Дер-
жавної премiї України в галузi науки i технi-
ки; у 2005 роцi удостоєний звання “Почесний
доктор Ужгородського нацiонального унiвер-

ситету”, у 2009 роцi – звання “Заслужений про-
фесор Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка”, у 2010 роцi – звання
“Заслужений дiяч науки i технiки України”, у
2013 роцi вiдзначений премiєю iм. М.М. Крило-
ва президiї НАН України, а в 2018 – Орденом
“За заслуги” III ступеня.

На отриманнi державної премiї України в галузi науки i технiки: Козаченко Ю.В., Ядренко М.Й., Кучма Л.М., Патон Б.Є., Королюк В.С,
Портенко М.I., Булдигiн В.В., Дороговцев А.А.

Юрiй Васильович вiв активну наукову, ор-
ганiзацiйну, педагогiчну i громадську дiяль-
нiсть: вiн був заступником голови спецiалiзо-
ваної вченої ради механiко-математичного фа-
культету, членом Експертної ради Мiнiстер-
ства освiти та науки України, членом редко-
легiй багатьох наукових журналiв, зокрема,
заступником головного редактора наукового
журналу “Теорiя ймовiрностей та математи-
чна статистика”. У 2018 роцi став головним ре-
дактором журналу “Вiсник Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка.
Серiя: фiзико-математичнi науки”. Впродовж
багатьох рокiв Юрiй Васильович був заступни-
ком голови Технiчного комiтету стандартизацiї
“Застосування статистичних методiв” (ТК 70),
де разом з Мiшурою Ю.С. очолював розробку

стандартiв зi статистичної термiнологiї.

Студенти iз задоволенням слухали основ-
нi та спецiальнi курси, якi вiн натхненно ви-
кладав на механiко-математичному факуль-
тетi Київського нацiонального унiверситету:
“Теорiя ймовiрностей та математична стати-
стика”, “Узагальнений аналiз Фур’є”, “Моделю-
вання випадкових процесiв”, “Теорiя випадко-
вих процесiв з просторiв Орлiча”, “Вейвлет-
аналiз” та iншi.

Коло iнтересiв Юрiя Васильовича Коза-
ченка було надзвичайно широким. Вiн добре
знав лiтературу, iсторiю України, цiкавився
полiтичним життям, захоплювався класичною
музикою та мистецтвом. I щедро дiлився свої-
ми знаннями з учнями, колегами та друзями.
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Портрет математика проф. Козаченка Ю.В. Портрет Юрiя Козаченка,

С. Григор’єв, 1978 В.Зарецький

Юрiй Васильович був яскравою “зiркою”
як на математичному небосхилi, так i на пе-
дагогiчнiй нивi. Всi, хто спiлкувався та спiв-
працював з Юрiєм Васильовичем, мав з ним
справи, бачили доброзичливу, щиру, глибоко

порядну та iнтелiгентну людину, що готова у
будь-який момент прийти iншому на допомо-
гу. Свiтла пам’ять Великому Вчителю, Вели-
кiй Людинi!!!

Монографiї, пiдручники i навчальнi посiбники:

1. Козаченко Ю.В., Курченко О.О., Синявська О.О. “Теореми Левi-Бакстера для випадкових
полiв та їх застосування”. Ужгород, “Шарк”, 228 с. – 2018.

2. Козаченко Ю.В., Кучiнка К.Й., Сливка-Тилищак Г.I. “Випадковi процеси в задачах мате-
матичної фiзики”. Ужгород, Вид-во ТОВ “РIК-у”, 256 c.– 2017.

3. Kozachenko Yu., Hudyvok T.V., Troshki V.B., Troshki N.N. “Estimation of Covariance Functions
of Gaussian Stochastic Fields and their Simulation”. Uzhhorod, “Shark”, 232 p. – 2017.

4. Kozachenko Yu., Pogorilyak O., Rozora I., Tegza A. “Simulation of Stochastic Processes with
Given Accuracy and Reliability”. ISTE Press Ltd, London and Elsevier Ltd Oxford, 346 p.–
2016.

5. Козаченко Ю.В., Пашко А.О. “Точнiсть i надiйнiсть моделювання випадкових процесiв та
полiв в рiвномiрнiй метрицi”. Київ, ТОВ “СIК ГРУП Україна”, 215 c. – 2016.

6. Козаченко Ю.В., Млавець Ю.Ю., Моколячук О.М. “Квазiбанаховi простори випадкових
величин”. Ужгород, “Карпати”, 212 с. – 2015.

7. Козаченко Ю.В., Погорiляк О.О., Тегза А.М. “Моделювання гауссових випадкових процесiв
та процесiв Кокса”. Ужгород, “Карпати”, – 2012.

8. Дарiйчук I.В., Козаченко Ю.В., Перестюк М.М. “Випадковi процеси з просторiв Орлiча”.
Золотi литаври, 212 c. – 2011.

9. Довгай Б.В., Козаченко Ю.В., Розора I.В. “Моделювання випадкових процесiв у фiзичних
системах”. Задруга, 230 c. – 2010.

16



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

10. Василик О.I., Козаченко Ю.В., Ямненко Р.Є. “φ–субгауссовi випадковi процеси”. К.: ВПЦ
“Київський унiверситет”, 231 c. – 2008.

11. Довгай Б.В., Козаченко Ю.В., Сливка-Тилищак Г.I. “Крайовi задачi математичної фiзики
з випадковими факторами”. К.: ВПЦ “Київський унiверситет”, 173 c. – 2008.

12. Козаченко Ю.В., Пашко А.О., Розора I.В. “Моделювання випадкових процесiв i полiв”. К.:
Задруга, 230 c. – 2007.

13. Козаченко Ю.В. “Лекцiї з вейвлет аналiзу”. К.: ТВiМС, 147 c. – 2004.

14. Buldygin V.V., Kozachenko Yu.V. “Metric characterization of random variables and random
processes.”. Translations of Mathematical Monographs. 188. Providence, RI: AMS, American
Mathematical Society. 257 p. – 2000.

15. Козаченко Ю.В., Пашко А.О. “Моделювання випадкових процесiв”. К.: ВПЦ “Київський
унiверситет”, 223 c. – 1999.

16. Булдыгин В.В., Козаченко Ю.В. “Метрические характеристики случайных величин и про-
цессов”. К.: ТВiМС, 290 c. – 1998.

Основнi науковi роботи Ю.В. Козаченка:

1. Kozachenko Yu., Sakhno L., Orsingher E., Hopkalo O. “Sample Paths Properties of Stochastic
Processes from Orlicz Spaces, with Applications to Partial Differential Equations”. Statistics,
Optimization and Information Computing, vol. 8, no. 3, 2020, pp. 722 – 739.

2. Kozachenko Yu., Ianevych T., Troshki V. “On test for checking hypothesis on expectation and
covariance function of stochastic process”. Communications in Statistics-Theory and Methods,
2020, 12 p., https://doi.org/10.1080/03610926.2020.1749280.

3. Kozachenko Yu., Tegza A., Troshki N. “ The accuracy of modeling of Gaussian stochastic process
in some Orlicz spaces ”. Statistics, Optimization & Information Computing, vol. 8, no. 1, 2020,
pp. 127 – 135.

4. Kozachenko Yu., Ivanov A., Moskvychova K. “Large deviations of the correlogram estimator of
the random noise covariance function in the nonlinear regression model”, Communications in
Statistics – Theory and Methods, 2020, 19 p., https://doi.org/10.1080/03610926.2020.1713369.

5. Kozachenko Yu., Rozora I. “Conditions for the sample continuity with probability one for square-
Gaussian stochastic processes”. Theory of Probability and Mathematical Statistics, vol. 101, 2020,
pp. 153 – 166.

6. Formica M., Kozachenko Y., Ostrovsky E., Sirota L. “Exponential tail estimates in the law of
ordinary logarithm (LOL) for triangular arrays of random variables”, Lithuanian Mathematical
Journal, 2020, vol. 60, no. 3, pp. 330 – 358.

7. Kozachenko Yu., Sakhno L., Orsingher E., Vasylyk O. “Estimates for distribution of suprema of
solutions to higher-order partial differential equations with random initial conditions”, Modern
Stochastics: Theory and Applications, vol. 7, no. 1, 2020, pp. 79 – 96.

8. Козаченко Ю., Василик О., Сахно Л., Гопкало О. “Деякi властивостi та оцiнки для φ-
субгауссових випадкових процесiв”, Вiсник КНУ iм. Тараса Шевченка. Серiя: фiзико-мате-
матичнi науки, вип.4, 2019, с. 18 – 22.

9. Kozachenko Yu., Rozora I. “Construction of the Karhunen–Loeve model for an input Gaussian
process in a linear system by using the output process”, Theory of Probability and Mathematical
Statistics, vol. 99, 2019, pp. 113 – 124.

17



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

10. Kozachenko Yu., Zatula D. “Estimates for distributions ofHölder semi-norms of random processes
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Стаття присвячена спогадам рідної сестри видатного вченого, доктора фізико-математичних 

наук, професора Юрія Васильовича Козаченка. Розповідається про дружню та творчу родину 
Козаченків, в якій зростав майбутній математик. Із величезною теплотою описуються деякі історії з 

дитинства Юрія Васильовича. 

 

The article is dedicated to the memoirs of the sister of the outstanding scientist, Doctor of Sciences in 

Physics and Mathematics, Professor Yuriy Kozachenko. It tells about the friendly and creative family of 

Kozachenkos, in which the future mathematician grew up. Some stories from the childhood of Yuriy 
Kozachenko are described with great warmth. 

   

 

В кінці квітня 2020 року, якраз на Великдень, 
ми з братом Валентином мали чи не останню 

розмову з Юрієм Васильовичем. Йшлося про 

майбутнє братове 80- річчя, яке мало б відбутися 
1 грудня 2020 року. Мабуть, ми першими були 

запрошені на свято Дня народження. Бажання 

зустрітися було взаємним! Але, на початку 
травня раптова передчасна смерть Юрія 

перекреслила наші надії! 

Сьогоднішні дні промовляють для мене 

згадками щасливих, дитячих літ у великій 

дружній родині. Мені б хотілося перегорнути 
декілька сторінок з історії нашої сім’ї та 

висвітлити деякі епізоди ще з тих давніх часів, 

коли ми з братами росли у великій та дружній 
сім’ї. Юрій Васильович народився в сім'ї 

письменника Василя Павловича Козаченка. Мати 

Ірина Сігізмундівна Завістовська працювала 
редактором в дитячому журналі «Барвінок» і 

закінчила філологічний факультет університету 

та вечірню консерваторію по класу фортепіано, 

знала декілька іноземних мов
.

  
Письменник Василь Павлович Козаченко  

 
Ірина Сігізмундівна Завістовська-Козаченко 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/3.2
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Ймовірно, для чотирирічного Юрія поява 
одразу двох молодших брата та сестри – 

близнюків Аліни та Валентина – була 

несподіванкою, «завдяки» якій він раптом став 
«дорослим». Але, не дивлячись ні на що, він 

бездоганно справлявся з обов‘язками старшого 

брата. Ми не були схожими між собою, і у нас 
були різні захоплення, різні емоційні світи, та у 

кожного своє коло друзів. Батьки нас 

підтримували по життю, не наполягаючи на 

виборі професії. Певною мірою нас надихала 
творча атмосфера вдома, багата бібліотека, 

картини на стінах квартири, два рояля, а також 
постійні знайомства з відомими українськими та 

зарубіжними письменниками, художниками, 

музикантами та іншими митцями, які нерідко 
заходили до нашого будинку, сповнюючи його 

враженнями від своїх цікавих розповідей. Ми, 

діти, так звикли, що кожна людина, яка 
переступала поріг нашої оселі, була унікальною і 

несла в собі щось світле, цікаве та повчальне, 

переповнюючи наші дитячі душі відчуттям 

прекрасного.  
 

 

 

 
Валентин, Аліна та Юрій Козаченки  

 
 

 

 

В цій атмосфері ріс і мій старший брат Юрій. 
Його власна зацікавленість музикою та 

мистецтвом допомогла йому розширити 

горизонти інтелектуального та емоційного світів 
та в поєднанні з його власними людськими 

якостями створила унікальний образ розумної, 

інтелігентної, освіченої, впевненої та неймовірно 
доброї людини. Можливо, Юрію не було цікаво з 

нами, малюками, але, не дивлячись на різницю у 

віці, я завжди відчувала його увагу та чуйність, а 

також постійне бажання застерегти від якоїсь 
небезпеки. А ще Юрій щедро ділився своїми 

математичними здібностями та навичками, які 
потім стали його професією та допомогли йому 

набути статусу всесвітньо відомого науковця. 

Для мене, тоді тільки школярки, була дуже 
приємною та увага, з якою Юрій пояснював мені 

важкі математичні задачі. Завдяки його 

впевненості, терпінню та порадам, я навчилася 
братись за будь-яку, подекуди невідому мені 

справу із задоволенням, допитливістю та 

завзяттям. 
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Валентин, Аліна та Юрій Козаченки 

 
 

Я пишаюся своїм братом, можна дуже довго 

перелічувати його відзнаки. Він був розумною, 
творчою людиною і мав багато ідей... Впевнена, 

що це стало запорукою його успішної 

викладацької роботи. Підготувати велику 
кількість наукових праць, викохати 42 кандидати 

та 10 докторів наук – це вже з «теорії 

неймовірності». Але мені він казав: «Знаєш, що 

ти зробила в житті найліпшого? – народила 
прекрасну дочку» – Портенко Ірену Миколаївну 

разом із чоловіком, колегою Юрія Васильовича – 

доктором наук, членом-кореспондентом НАН 
України Миколою Івановичем Портенком. 

Почувши ці слова від мого старшого брата, я 

відчула себе щасливою! 
Я дуже сумую за моїм старшим братом, з яким 

мені було так затишно і цікаво, яким я пишалась 

та пишаюсь все більше та більше. Я вдячна долі, 

що мої перші роки проходили під знаком 

сімейного тепла, підтримки, дружби та 
нескінченного творчого польоту, ще закладеними 

нашими батьками. Завдяки їх талантам та важкій 

невпинній праці вдалося створити надійну основу 
для виховання цілісних особистостей із широким 

світоглядом, для того, щоб передати ці глибокі 

цінності наступним поколінням дітей та онуків. 

 
Аліна Василівна Козаченко – заслужена артистка 

України, працюю в Національній опері України, 

доцент Національної музичної академії України. 
Брат-близнюк – Валентин Васильович Козаченко, 

народний артист України, режисер. 
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Юрій Васильович Козаченко – видатний український математик, мій Вчитель. Ми були 
знайомі і плідно працювали більш як 40 років. Професор Козаченко Ю.В. був одним з лідерів 

української школи з теорії ймовірностей та математичної статистики, визнаним в світі фахівцем 

у галузі теорії  моделювання випадкових процесів у функціональних просторах,  одним із творців 

теорії субгауссових випадкових процесів та процесів із просторів Орліча. Він створив новий 
науковий напрямок – моделювання випадкових процесів у різних функціональних просторах із 

заданою точністю та надійністю. Козаченко Ю.В. отримав вагомі наукові результати у 

дослідженні аналітичних властивостей випадкових процесів, рівнянь математичної фізики із 
випадковими початковими умовами, статистиці випадкових процесів, вейвлет-аналізі. 

Про найбільш яскраві сторінки нашої співпраці ця публікація.  

Ключові слова: субгауссові випадкові процеси, статистичне моделювання, простори Орліча. 

 
Yuriy Kozachenko is an outstanding Ukrainian mathematician, my teacher. We have known each other 

and worked fruitfully for more than 40 years. Professor Kozachenko Yu.V. was one of the leaders of the 

Ukrainian school of probability theory and mathematical statistics, a world-renowned expert in the theory of 
modelling random processes in functional spaces, one of the creators of the theory of sub-Gaussian random 

processes and processes from Orlich spaces. He created a new scientific direction - simulation of random 

processes in different functional spaces with a given accuracy and reliability. Kozachenko Yu.V. received 
significant scientific results in the study of analytical properties of random processes, equations of 

mathematical physics with random initial conditions, statistics of random processes, wavelet analysis. 

This publication is about the brightest pages of our cooperation.  

Key Words: subgaussian random processes, statistical modeling, Orlich spaces. 

 

Статтю представила д. ф.-м. н. Розора І.В.  
 

Моя перша зустріч з Юрієм Васильовичем  

відбулась влітку 1979 року. Йшли вступні 

іспити на механіко-математичний факультет 

КДУ імені Т.Г. Шевченка. Щоб вступити 

достатньо було здати математику письмово і 

усно на 9 балів. За письмовий іспит я 

отримав 5 балів. І от математика усно. 

Екзаменатори – молода жінка в темно 

синьому платті і високий світлочолий 

чоловік. Це і був Козаченко Ю.В. Здавав 

іспит я йому. В білеті два питання і задача. 

Друге питання і задача – здано, зауважень 

немає. А от відповідь на перше питання – що 

таке об’єм кулі, у викладача викликало 

запитання. Я навів з десяток підходів до 

обчислення об’єму кулі, але строгого 

екзаменатора вони не задовольнили. Він 

запитав про оцінку за письмовий іспит. На 

мою відповідь «п’ятірка», сказав, щоб я йшов 

у приймальну комісію і назвав номер 

кімнати. Скільки він мені поставив Юрій 

Васильович не сказав. Це у мене викликало 

тривогу, коли 1 вересня на зустрічі зі 

студентами першого курсу декан факультету 

професор С.Т. Завало сказав, що ті студенти, 

хто здав математику на дві п’ятірки 

обов’язково отримають стипендію, інших 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/3.3
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буде визначати комісія. Правда, я стипендію 

також  отримав. 

В період навчання на факультеті з 

Козаченком Ю.В. я більше не зустрічався. В 

нашій групі він нічого не викладав. Зустріч 

відбулася на 5 курсі. Я звернувся до Михайла 

Йосиповича Ядренка з проханням писати 

диплом під його керівництвом. Ядренко М.Й. 

спочатку погодився. Але через деякий час 

сказав: 

- Ти ж програмуєш, я пам’ятаю твою 

роботу на госптемі, ти писав хороші 

програми. Я пропоную тобі звернутись до 

Козаченка Ю.В., він працює над 

моделюванням випадкових процесів. У вас 

може вийти хороша робота. 

На третьому-четвертому курсах, впродовж 

3-х семестрів я працював на кафедральній 

темі. Темою від кафедри керував 

Ю.М. Рижов. Ми писали програми на 

Фортрані для обчислення функцій щільності 

та функцій розподілу випадкових величин, 

статистичного аналізу, побудова генераторів 

випадкових чисел. 

На першій зустрічі з Козаченком Ю.В. я 

вже мав тему диплому. Правда, з 

моделюванням вона ще не була пов’язана – 

властивості випадкових процесів з просторів 

Орліча. Моделювання з’явилось, коли ми 

обговорювали тему досліджень в аспірантурі.  

В той час Юрій Васильович готував до 

захисту докторську дисертацію.   

Одного разу розповів про пошук свого 

шляху в математиці. Після захисту 

кандидатської дисертації (науковий керівник 

Ядренко М.Й.)  були задачі пов’язані з 

аналітичними властивостями випадкових 

процесів та полів. Як казав Юрій 

Васильович – не його. Шукав своє. Коли 

працював  в бібліотеці університету натрапив 

на статтю Кахана Ж. про субгауссові 

випадкові величини. З неї все і почалося. 

Ввів поняття субгауссових випадкових 

процесів, досліджував властивості траєкторій 

в просторах Орліча. 

Випуск 1984 року був перший випуск, 

коли без київської прописки не брали на 

роботу в м. Києві. За рекомендацією 

Ядренка М.Й. мене розподілили в інститут 

випробувань машин (ВНДІВМОТ), що 

знаходився в с. Дослідницьке, недалеко від 

Києва (70 км). Зараз УкрНДІПВТ імені 

Л. Погорілого. 

Серед задач, які мені запропонували в 

інституті, були і задачі пов’язані з 

прискореними випробуваннями 

сільськогосподарської техніки – оцінка 

коефіцієнтів прискорення випробувань, 

моделювання на стендах навантаження на 

несучі конструкції сільськогосподарських 

машин, тощо. 

В аспірантуру, за порадою Юрія 

Васильовича, я поступив на заочне 

відділення. 

В інституті я працював у відділі АСУ, 

перша посада інженер-програміст. Окрім 

випробувань, було багато задач пов’язаних з 

обробкою результатів випробувань, з 

програмуванням, в основному це створення 

автоматизованих робочих місць спеціалістів. 

Там і виникла тема про моделювання 

випадкових процесів. Елементи алгоритмів, 

що розроблені в дисертації, були 

впроваджені при проведенні прискорених 

випробувань на автоматизованих стендах. 

В інституті мене познайомили із звітами 

15-річної даності (1970 –і роки). Це звіти про 

господарські теми між ВНДІВМОТ і КДУ 

ім. Т.Г. Шевченка (кафедра теорії 

ймовірностей та математичної статистики). 

Серед виконавців тем був і Козаченко Ю.В. 

Колеги по відділу АСУ показали фото – 

приїзд науковців кафедри, похід в поле, де 

відбувалась постановка задачі в явному 

вигляді. І результат – математичні моделі для 

проріджувачів цукрових буряків, параметри 

точного посіву, і статті в журналі «Теорія 

ймовірностей та математична статистика». І 

я тепер під керівництвом  Ю.В. Козаченка 

продовжував ці роботи – прискорені 

випробування проріджувачів, оцінка 

надійності, розробка програмного 

забезпечення. 

Була ще одна цікава  історія. В 1986 році в 

журналі «Наука і життя» була надрукована 

стаття Б.В. Гнеденка «Математик виходить в 

поле». Текст статті мені передав 

М.Й. Ядренко. Я показав її керівництву 

відділу АСУ, і  написав декілька програм, що 

реалізували описані в статті задачі. 
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В січні 1987 року я разом з Ядренком М.Й.  

був у Москві, в МДУ, на конференції, що 

присвячена 50 річчю кафедри теорії 

ймовірностей і 75 – річчю Б.В. Гнеденка. 

Коли Ядренко М.Й. знайомив Б.В. Гнеденка 

зі мною, він нагадав Гнеденку Б.В. про його 

статтю і згадав про мої програми. Це 

сподобалось Гнеденку Б.В. Він запросив 

мене на другий день на кафедру і ми декілька 

годин провели в розмові. Б.В. Гнеденко 

розпитував про інститут, про задачі, якими я 

займався, зацікавився моделюванням 

випадкових процесів при випробуваннях. Я 

розповів про стенди, які були в інституті, про 

алгоритми моделювання для різних стендів. 

Б.В. Гнеденко дав декілька цінних порад і 

запросив відвідувати кафедру, коли у мене 

буде час. На прощання підписав книгу. 

До чого це. Точно не пам’ятаю, в 1988 чи 

в 1989 році я був у відрядженні в Москві, і в 

цей час в Москві був Козаченко Ю.В. (він 

був опонентом на захисті дисертації одного з 

учнів Пітербарга В.І.). Головою спецради був 

Б.В. Гнеденко. З Ю.В. Козаченком ми 

зустрілись в МДУ, піднялись на кафедру. 

Нас зустрів Б.В. Гнеденко. Було дуже 

приємно, що Б.В. Гнеденко мене впізнав. 

Козаченка Ю.В. він знав. Дізнавшись, що 

Юрій Васильович мій науковий керівник, 

Б.В. Гнеденко поцікавився нашими 

справами, побажав успіху, висловив свою 

підтримку. 

В той період я часто бував у відрядженні в 

Москві, заходив в МДУ, але більше з 

Б.В. Гнеденком я не зустрічався. 

В 1988 році я підготував дисертацію і мав 

представити її на спеціалізованій раді. 

Відкритим було питання про опонентів. 

Серед можливих кандидатів в опоненти був 

Хобзей П.К. В той час він працював у Львові, 

в інституті прикладних проблем механіки і 

математики ім. Я.С. Підстригача (ІППММ). 

Другого опонента запропонував 

Козаченко Ю.В. – це був професор 

В.В. Анісімов. Михайло Йосипович 

підтримав кандидатури  і спецрада 

затвердила їх офіційними  опонентами, 

провідною організацією обрали  

обчислювальний центр сибірського 

відділення  АН СРСР (м. Новосибірськ). 

Захист було заплановано на червень-вересень 

1989 року. 

В травні 1989 року я поїхав до Львова, де 

мав виступити на семінарі в  інституті 

прикладних проблем механіки і математики 

ім. Я.С. Підстригача. Виступ відбувся 22 

травня, після завершення семінару я разом з 

Хобзеєм П.К. і ще групою  друзів пішов на 

проспект Свободи, де  відбувався мітинг 

присвячений відкриттю пам’ятного знаку. 

Пам’ятний знак на честь побудови  

пам’ятника Т.Г. Шевченку (пам’ятник мали 

виготовити в Аргентині, його відкриття 

відбулось 24 серпня 1992 року). Мітинг 

розігнала міліція. Ми попали під міліцейські 

кийки. Тільки добре знання центру Львова 

врятувало нас від серйозних наслідків. 

Захист було призначено на 11 вересня 

1989 року.  

А в червні Юрій Васильович оголосив, що 

написав заяву про вихід з рядів КПРС. Це 

був поступок чесної і сміливої людини. У 

мене пробігли мурашки  по спині.  

- Не хвилюйся, - сказав мій вчитель, - 

це не вплине на твій захист. 

У вересні прикладу Юрія Васильовича 

послідувало багато викладачів факультету. 

Але саме Юрій Васильович був першим. 

Так склалось, що 8-10 вересня в Києві 

відбувся установчий з’їзд народного руху. 

Хобзей П.К. був членом делегації Львівської 

області на цьому з’їзді. 

В понеділок відбувся захист. Банкети 

після захисту були заборонені, і ми в тісному 

колі зібрались на квартирі родичів. Перші 

дві-три години нашої зустрічі ми слухали 

розповідь Хобзея П.К. про з’їзд і записи 

основних виступів на з’їзді, потім їх 

обговорювали. Козаченко Ю.В. брав активну 

участь у обговоренні, висловлював свої 

передбачення. Найбільший інтерес визвала 

доповідь Л.М. Кравчука.  Роз’їхались  далеко 

за північ. 

В січні 1990 року я отримав 

підтвердження з Москви.  

В подальшому наші зустрічі носили 

робочий характер. Обговорювали шляхи моїх 

подальших досліджень, спільні статті. В 1992 

році я вперше виступив в якості офіційного 

опонента на захисті однієї з дисертацій учнів 
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Юрія Васильовича Козаченка. З того часу я 

багато разів був опонентом на захистах його 

учнів.   

Г. Сливка була першою ластівкою з 

Ужгородського університету, потім була А. 

Тегза. Так формувалась ужгородська школа 

Юрія Васильовича.  

В 1997 році за підтримки Юрія 

Васильовича вступив до докторантури КНУ 

імені Тараса Шевченка. 

Але плідної співпраці не вийшло. Я 

поміняв місце роботи і докторську 

дисертацію  захистив лише в 2015 році. 

Пам’ятаю 2000 рік, Козаченку Ю.В.  60 

років. Святкували на факультеті. Юрій 

Васильович був ровесником механіко-

математичного факультету. До дня  

факультету (13 грудня) була випущена 

ювілейна медаль. Він першим її отримав.  

Запам’яталась поведінка мами Юрія 

Васильовича. Вона прийшла в супроводі 

Людмили Федорівни, дружини Юрія 

Васильовича, сіла на призначене для неї 

місце, дістала із сумочки дзеркало, 

подивилась в нього, спитала – як я виглядаю? 

Коли отримала позитивну відповідь, 

почала розпитувати про гостей. Леді! 

В 2008 році  ми мали їхати з Юрієм 

Васильовичем до Умані, де  проходила 

конференція пам’яті Гіхмана І.І. (90 років від 

дня народження) і відкривався пам’ятний 

знак. Ми вже сіли в маршрутку, коли 

зателефонували Юрію Васильовичу – 

померла мама. До Умані він не поїхав. 

Пам’ятаю нашу поїздку до Львова осінню 

2000 року,  на конференцію присвячену 70-

річчю академіка  Скорохода А.В. 

Ми разом відвідали львівську оперу, 

декілька музеїв. Юрій Васильович багато 

розповідав, він цікавився живописом, 

скульптурою. З багатьма митцями він був 

знайомий особисто. Він любив образотворче 

мистецтво, розумівся на картинах, 

скульптурі, літературі. 

Юрій Васильович цікавився і цінував 

творчість Іоана Георга Пінзеля. У 1759-61 

роках, для оздоблення собору Святого Юра у 

Львові І.Г. Пінзель виконує монументальні 

статуї святих Атанасія, Леона, кінну статую 

святого Юра. До нашого часу вціліли  фігури 

святих Миколая, Августина, Домініка, 

виконані Пінзелем. Пінзель виконав статую 

Матері Божої з дитятком в орторіумі 

кляшторному за великим вівтарем у соборі 

Святого Юра. Про все це розповідав Юрій 

Васильович, коли ми відвідали Національний 

музей. А потім і сам собор Святого Юра.  

У Львові плідно працював С. Банах,  ми 

відвідали  будинок № 27 на проспекті 

Шевченка,  де колись містилася 

«Шотландська кав'ярня» (Kawiarnia Szkocka), 

де збиралися львівські математики на чолі з 

Стефаном Банахом. 

Юрій Васильович добре знав історію 

української літератури. Його розповіді 

сильно вплинули на мої погляди на 

українську літературу. Я зацікавився творами  

Пантелеймона Куліша, Івана Нечуй-

Левицького.  

Свого часу Юрій Васильович розповів 

історію Григора Тютюнника та Віктора 

Близнеця. Так, я заново пізнавав українську 

літературу. 

Початок 2000 –х років був плідний в 

роботі Юрія Васильовича, формувалась 

ужгородська школа. Разом з Булдигіним В.В. 

він керував науковим семінаром з теорії 

випадкових процесів у НТТУ «КПІ імені 

Ігоря Сікорського».  

Цей період – це окрема сторінка в 

науковій біографії Козаченка Ю.В. 

Вдячний долі що звела мене з 

Козаченком Ю.В., людиною, що зіграла 

велику роль в моєму житті. 

Вічна пам'ять. 
 

 

 

Надійшла до редколегії 28.09.20 
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Ми вивчаємо суми однаково розподiлених випадкових величин, iндекси яких належать мно-
жинам з певної сiм’ї A в Rd, d > 1. Для таких сум доведено так звану рiвномiрну у класi
множин теорему про пiдсилений закон великих чисел без жодного обмеження на A у випад-
ку попарно незалежних випадкових величин зi скiнченим математичним сподiванням. Вiдома
теорема Басса–Пайка є аналогом отриманого результату, в якiй використовується певне до-
даткове обмеження на границi множин, а також припущення про незалежнiсть у сукупностi
вiдповiдних випадкових величин. За рахунок цих додаткових припущень результат Басса–Пайка
є бiльш точним, але результат, отриманий у цiй роботi, справджується для бiльш ширококо-
го класу випадкових величин та сiм’ї A. В роботi також показано, що запропонований пiдхiд
є оптимальним для iнших нормувань, якi задовольняють умову Мартiкайнена–Петрова. Ми
наводимо також низку прикладiв та контрприкладiв, якi пояснюють суть умови Басса–Пайка
стосовно сiм’ї A. Наведено зв’язок отриманого результату та пiдсиленого закону великих чи-
сел для пiдпослiдовностей.

Ключовi слова: суми випадкових величин, рiвномiрнi у класi множин граничнi теореми, пiд-
силений закон великих чисел.

We study the sums of identically distributed random variables whose indices belong to certain sets
of a given family A in Rd, d > 1. We prove that sums over scaling sets S(kA) possess a kind of the
uniform in A strong law of large numbers without any assumption on the class A in the case of pairwise
independent random variables with finite mean. The well known theorem due to R. Bass and R. Pyke
is a counterpart of our result proved under a certain extra metric assumption on the boundaries of
the sets of A and with an additional assumption that the underlying random variables are mutually
independent. These assumptions allow to obtain a slightly better result than in our case. As shown
in the paper, the approach proposed here is optimal for a wide class of other normalization sequences
satisfying the Martikainen–Petrov condition and other families A. In a number of examples we discuss
the necessity of the Bass–Pyke conditions. We also provide a relationship between the uniform strong
law of large numbers and the one for subsequences.

Key Words: sums of random variables, uniform in a family of sets limit results, strong law of large
numbers.
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1 Вступ

В роботi [1] С. Чатерджi сформулював наступне
емпiричне правило: якщо певна асимптотична
властивiсть справджується для будь-якої по-
слiдовностi незалежних однаково розподiлених
випадкових величин зi скiнченим математи-
чним сподiванням, то з будь-якої послiдовно-
стi випадкових величин (Xn) (як завгодно за-
лежних ), для яких

sup
n>1

E |Xn| < ∞

можна вибрати таку пiдпослiдовнiсть (Xnk
),

що зазначена властивiсть виконується для
пiдпослiдовнiстi (Xnk

).
Це правило пiзнiше отримало назву прин-

ципу пiдпослiдовностей й було пiдтверджено
рiзними авторами для багатьох граничних тео-
рем теорiї ймовiрностей, включно з пiдсиленим
законом великих чисел [2], центральною грани-
чною теоремою [3], законом повторного логари-
фму [4] тощо.

Подiбний унiверсальний закон Чатерджi
привернув значну увагу до вивчення граничних
закономiрностей у теорiї ймовiрностей, якi ви-
конуються для пiдпослiдовностей. Наприклад,
так звана повна збiжнiсть для пiдпослiдовно-
стей дослiджувалась у роботi [5], а умови для
скiнченостi

E sup
k>1

∣∣∣∣Snk

nk

∣∣∣∣
для сум незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин — в [6].

В цiй роботi ми розглядаємо бiльш загальну
постановку, частковим випадком якої є пiдсиле-
ний закон великих чисел для сум незалежних
однаково розподiлених величин для пiдпослi-
довностей. Для такої постановки ми доводимо
так звану теорему Марцинкевича–Зiгмунда.

Роботу побудовано наступним чином. В
роздiлi 2 ми наводимо кiлька загальних при-
кладiв та означень, якi пояснюють постановку
задачi про рiвномiрнi у класi множин граничнi
теореми та її зв’язок з граничними теоремами
для пiдпослiдовностей. Основнi результати ро-
боти (теореми 2 та 3) та їх доведення наведено у
роздiлi 3. У роздiлi 4 наведено кiлька прикладiв
та контрприкладiв, якi пояснюють необхiднiсть
умов, за яких виконується основний результат.
У роздiлi 5 ми коротко обговорюємо можливi
узагальнення отриманого результату.

2 Мотивацiя

Iснує кiлька пояснень мотивацiї авторiв вивча-
ти рiвномiрнi у класi множин граничнi теореми
теорiї ймовiрностей (див. [7]–[8], а також [9]–
[10]). Нижче ми наводимо ще одне пояснення,
яке виявляє тiсний зв’язок мiж нашою задачею
та граничними теоремами для пiдпослiдовно-
стей. Спочатку ми обговоримо кiлька загаль-
них прикладiв, якi допомагають краще зрозу-
мiти постановку задачi, яка вивчається в цiй
роботi.

Нехай d > 1, а A ⊂ Rd. Позначимо через
tA — масштабовану множину,

tA = {tx : x ∈ A} .

Тут i всюди нижче в цiй роботi пiд tx ми ро-
зумiємо вектор (tx1, . . . , txd) для t ∈ R та x =
(x1, . . . , xd) ∈ Rd.

Означення 1. З кожною пiдмножиною A ⊂ N
пов’яжемо набiр пiдмножин

s(A)
def
= {kA ∩ N, k ∈ N}.

У подальшому через 1, k ми позначаємо вiд-
рiзок {1, . . . , k} ряду натуральних чисел, 1, k =
{1, . . . , k}.

Приклад 1. Нехай d = 1 та A = (0, 1]. Тодi s(A)
складається з вiдрiзкiв 1, k, k ∈ N. З iншого бо-
ку, якщо A = (0, 2], то s(A) складається з вiд-
рiзкiв 1, (2k), k ∈ N.

В кожному з цих випадкiв, ми можемо за-
писати

s(A) = {1, nk, k ∈ N} (1)

для вiдповiдної пiдпослiдовностi (nk).

Приклад 2. Варто вiдзначити, що не для до-
вiльної пiдпослiдовностi (nk) iснує iнтервал ви-
ду A = (0, a) або A = (0, a] , для якого ви-
конується (1). Наприклад, саме такою є пiдпо-
слiдовнiсть, першими членами якої є n1 = 2,
n2 = 4, n3 = 7. З iншого боку, спiввiдношен-
ня (1) для такої пiдпослiдовностi виконується
для A = (0, 2] ∪

{
7
3

}
.

Означення 2. Нехай d > 1, а A — довiльна сiм’я
пiдмножин з Rd. З сiм’єю A пов’яжемо набiр
пiдмножин

s(A) =
∪
A∈A

s(A). (2)

Зрозумiло, що s(A) може мiстити набагато
бiльше рiзноманiтних множин, нiж у випадках,
розглянутих у прикладах1–2.
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2.1 Суми випадкових величин у мно-
жинах та класичнi граничнi тео-
реми

Розглянемо сiм’ю однаково розподiлених ви-
падкових величин {X(n)}, iндексованих еле-
ментами цiлочисельної решiтки Nd,

Nd = {x ∈ Rd : x = (x1, . . . , xd), x1, . . . , xd ∈ N}.

Ми будемо вивчати суми вигляду

S(A) =
∑
j∈A

X(j).

Приклад 3. Нехай d = 1, а множина A така ж,
як i у прикладi 1. Тодi S(kA), k ∈ N, — це зви-
чайнi частковi суми випадкових величин, якi у
класичних граничних теоремах теорiї ймовiрно-
стей позначаються St, t ∈ N. В рамках такого
пiдходу пiдсилений закон великих чисел у ви-
падку незалежних випадкових величин з скiн-
ченим математичним сподiванням µ = EX1 мо-
жна записати наступним чином

lim
k→∞

S(kA)

k
= µ майже напевно. (3)

Як ми бачили у прикладах 1 та 2, пiдсилений
закон великих чисел

lim
k→∞

Snk

nk
= µ майже напевно

можна записати аналогiчно для певного класу
пiдпослiдовностей (nk).

Зважаючи на означення 2, у роботi [11] по-
ставлено питання про знаходження умов для
виконання рiвномiрного у класi пiдмножин Rd

пiдсиленого закону великих чисел, а саме для

lim
n→∞

∣∣∣∣S(nA)

nd
− µ |A|

∣∣∣∣ = 0 майже напевно,

(4)
де |A| — це мiра Лебега множини A.

2.2 Рiвномiрний у класi множин пiд-
силений закон великих чисел

Для будь-якої пiдмножини A ⊂ Rd позначимо
через ∂A — межу множини A, а через A(δ) —
δ-окiл множини A,

A(δ)
def
= {x ∈ Rd : ρ(x, ∂A) < δ},

де ρ — евклiдова вiдстань в Rd.

Нехай A — довiльний клас пiдмножин з Rd,
A def

= {A : A ∈ Rd}. Позначимо

r(δ) = sup
A∈A

|A(δ)| .

Слiдуючи роботi [11], у подальшому будемо
припускати, що виконано умову

lim
δ→0

r(δ) = 0. (5)

Теорема 1 (Басс, Пайк [11]). Нехай {X(n)}
незалежнi однаково розподiленi випадковi ве-
личини, iндексованi елементами цiлочисельної
решiтки Nd, d > 1, якi мають скiнчене мате-
матичне сподiвання µ.

Нехай A — довiльний клас вимiрних пiд-
множин з [0, 1]d.

Якщо виконано умову (5), то виконано рiв-
номiрний вiдносно сiм’ї A пiдсилений закон ве-
ликих чисел (4).

Теорему 1 узагальнено у роботах [7], [8], [9]–
[10] на випадок випадкових мiр замiсть S(nA).

Зауваження 1. В теоремi 1 можна дозво-
лити рiзну швидкiсть зростання множини A
для рiзних координат, замiнивши операцiю nA
на n ·A, n ∈ Nd, де n · x для n ∈ Nd та x ∈ Rd

означає вектор з координатами

(n1x1, . . . , ndxd).

В такому випадку замiсть теореми Кол-
могорова про пiдсилений закон великих чи-
сел для звичайних сум необхiдно використа-
ти пiдсилений закон великих чисел Смай-
за для кратних сум (див. [12]). При цьому
до умови iснування математичного сподiва-
ння треба додати умову iснування моменту
E |X(n)|

(
log+ |X(n)|

)d−1.

3 Основнi результати

Теорема 2. Нехай {X(k)} попарно незалежнi
однаково розподiленi випадковi величини, iнде-
ксованi елементами цiлочисельної решiтки Nd,
d > 1, якi мають скiнчене математичне спо-
дiвання. Нехай A — довiльний клас пiдмножин
з Rd. Тодi

lim sup
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd

∣∣∣∣ 6 κ майже напевно,

(6)
де

κ = E |X|,
а X — це копiя X(k).
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Зауваження 2. На вiдмiну вiд теореми 1, де
випадковi величини є незалежними у сукупно-
стi, твердження теореми 2 виконується для
попарно незалежних випадкових величин.

Зауваження 3. Ще однiєю вiдмiннiстю те-
ореми 2 вiд теореми 1 є вiдсутнiсть жодно-
го обмеження на сiм’ю A. Платою за таке
узагальнення є менш iнформативний резуль-
тат (6) замiсть (4).

У наступному результатi ми розглядаємо
рiвномiрний пiдсилений закон великих чисел
для iнших нормалiзуючих послiдовностей. Вiд-
значимо, що нормування, яке використовується
в теоремi 2, не задовольняє умовi (8) у теоре-
мi 3.

Теорема 3. Нехай {X(k)} однаково розподiле-
нi випадковi величини, iндексованi елемента-
ми цiлочисельної решiтки Nd, d > 1. Нехай
A — довiльний клас пiдмножин з Rd. Нехай
{an} — неспадна послiдовнiсть додатних чи-
сел, для якої

n

an
→ 0, n → ∞, (7)

∞∑
k=n

1

ak
= O

(
n

an

)
. (8)

Якщо
∞∑
n=1

P (|X1| > an) < ∞, (9)

то

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

an

∣∣∣∣ = 0 майже напевно.

(10)

Зауваження 4. На перший погляд може зда-
тися, що з огляду на умову (7), пiдсилений за-
кон великих чисел (10) є наслiдком (4). Про-
те це не так навiть у випадку незалежних у
сукупностi випадкових величин X(k), оскiль-
ки умова (9) є менш обмежливою, нiж умова
iснування першого моменту, яка є необхiдною
для теореми 1. Для пiдтвердження цього ви-
сновку ми наводимо один з можливих наслiдкiв
теореми (3) для an = nd/p, 0 < p < 1, у якому
використовується моментна умова (11) за-
мiсть iснування першого моменту.

Наслiдок 1. Нехай {X(k)} однаково розподi-
ленi випадковi величини, iндексованi елемента-
ми цiлочисельної решiтки Nd, d > 1. Нехай
A — довiльний клас пiдмножин з Rd. Якщо
0 < p < 1 та додатково виконано умову

E |X|1/p < ∞, (11)

де X — це копiя X(k), то

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣S(nA)

nd/p

∣∣∣∣ = 0 майже напевно.

(12)

Зауваження 5. Умова (8) є аналогом вiдомої
умови Феллера для пiдсиленого закону великих
чисел

∞∑
k=n

1

a2k
= O

(
n

a2n

)
.

Вперше умова (8) з’явилась у роботi [13].
Нижче ми наводимо вiдповiдний результат
з [13] (див. теорему 4). Зауважимо також, що
умова (9) є необхiдною для пiдсиленого закону
великих чисел.

3.1 Доведення

3.1.1 Доведення теореми 2

Нехай I = [0, 1]d. Зрозумiло, що

|S(nA)| 6
∑
j∈nI

|X(j)| (13)

для будь-якого A ⊂ I. З пiдсиленого закону ве-
ликих чисел Етемадi [15] випливає, що

lim
n→∞

1

nd

∑
j∈nI

|X(j)| = κ майже напевно.

Поєднуючи цi два результати, отримуємо (6).

3.1.2 Доведення теореми 3

Пiдсилений закон великих чисел (10) випливає
з нерiвностi (13) та

lim
n→∞

1

and

∑
j∈nI

|X(j)| = 0 майже напевно,

що є наслiдком теореми 4.
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3.2 ПЗВЧ для сум однаково розподi-
лених випадкових величин

Для зручностi наведемо необхiдне у доведен-
нi теореми 3 твердження про пiдсилений закон
великих чисел. На вiдмiну вiд пiдсиленого за-
кону великих чисел Колмогорова цей резуль-
тат справджується без припущення про незале-
жнiсть випадкових величин.

Теорема 4 (Мартiкайнен, Петров [13]). Нехай
{Xn} — послiдовнiсть однаково розподiлених
випадкових величин. Нехай {an} — неспадна
послiдовнiсть додатних чисел, для якої вико-
нана умова (8). Якщо додатково виконано умо-
ву (9), то

Sn

an
→ 0 майже напевно, (14)

де S1 = X1,

Sn = X1 + · · ·+Xn, n > 2.

4 Приклади та контрприклади

Для t = (t1, . . . , td), s = (s1, . . . , sd), t, s ∈ Rd,
позначатимемо

|t| =
d∏

i=1

ti, [t, s] = [t1, s1]× . . .× [td, sd],

t+ s = (t1 + s1, . . . , td + sd).

Для A ⊂ Rd i t ∈ Rd
+ позначимо t · A =

{(t1x1, . . . , tdxd) : x = (x1, . . . , xd) ∈ A}.
Покладемо також I = (0,1], де 0 =

(0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1).
Для m > 1 i k ∈ Nd позначимо

Cm(k) =
1

m
(k − 1,k].

Крiм того, нехай

A′
m =

∪
Cm(k)⊆A

Cm(k),

A′′
m =

∪
Cm(k)∩A̸=∅

Cm(k)

для A ⊂ Rd.
У статтi [10] доводиться наступне твердже-

ння:

Теорема 5 (Клесов, Молчанов [10]). Нехай ξ
— випадковий заряд, визначений на обмеже-
них борелевських пiдмножинах Rd

+, такий, що
для кожної обмеженої борелевської множини
A iснує E |ξ(A)|.

Нехай A — деяка сукупнiсть борелевських
пiдмножин I.

Припустимо, що виконуються двi умови:
(Z1) Майже напевно виконується

lim
|t|→∞

ξ(t · I)− E [ξ(t · I)]
|t|

= 0 (15)

(Z2) Iснує така випадкова мiра η, що
η(A) > |ξ(A)| для кожної обмеженої борелев-
ської множини A, i виконується

lim
|t|→∞

η(t · I)− E [η(t · I)]
|t|

= 0 м. н., (16)

lim
m→∞

lim sup
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣E [η(t · (A′′
m \A′

m))]

|t|

∣∣∣∣ = 0.

(17)
Тодi
(Z3) Майже напевно виконується

lim
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣ξ(t ·A)− E [ξ(t ·A)]
|t|

∣∣∣∣ = 0. (18)

Стосовно теореми 5 виникає питання: для
яких d ∈ N i A умова (Z2) не є суттєвою, тоб-
то у якому випадку для кожного випадкового
заряду ξ, що задовольняє (Z1), виконується та-
кож (Z3)?

Нехай α — заряд, заданий на обмежених бо-
релевських пiдмножинах Rd

+. Позначимо:
(Z4)

lim
|t|→∞

α(tI)

|t|
= 0, (19)

(Z5)

lim
|t|→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tA)|t|

∣∣∣∣ = 0. (20)

Тодi для d ∈ N i A твердження

∀ ξ : (Z1) ⇒ (Z3)

є рiвносильним твердженню

∀α : (Z4) ⇒ (Z5).

Дiйсно, нехай iснує заряд α, для якого ви-
конується (Z4), але не виконується (Z5). Вiзьме-

мо Ω = {0, 1}, P ({0}) = P ({1}) = 1

2
, ξ = α при

ω = 0, ξ = −α при ω = 1. Тодi ξ є випадковим
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зарядом, E[ξ] = 0, i для ξ буде виконуватись
(Z1), але не (Z3).

Нехай iснує ξ, для якого виконується (Z1),
але не (Z3). Тодi ∃ω ∈ Ω, для якого виконується
(15), але не (18). Вiзьмемо α = ξ(ω)−E [ξ]. Тодi
α — це заряд, i для нього виконується (Z4), але
не (Z5).

Наведемо три приклади: в одному з них
умова (Z2) є зайвою, а у iнших двох вона є не-
обхiдною.

Приклад 1. d = 1, A - множина всiх об’єд-
нань скiнченної кiлькостi вiдкритих злiва пiв-
iнтервалiв, що належать I. Тодi умова (Z2) є
необхiдною.

Доведення: Покладемо в непарнi натураль-
нi числа заряд 1, а в парнi натуральнi числа
заряд (−1) (вiдповiдно, α(A) — це кiлькiсть не-
парних натуральних точок, якi належать A, мi-
нус кiлькiсть парних натуральних точок, якi
належать A).

Для цього α(A) виконується (Z4), але не
виконується (Z5), оскiльки supA∈A |α(tA)| >
|t| − 1

2
(ми обираємо таке A ∈ A, щоб tA з цi-

лих точок вiд 1 до [t] мiстило непарнi i тiльки
непарнi).

Приклад 2. d = 1, A - множина всiх вiдкри-
тих злiва пiвiнтервалiв, що належать I. Тодi
умова (Z2) є зайвою.

Доведення: Позначимо f(x) = α((0, x]). То-

дi (Z4) рiвносильно
|f(x)|
x

→ 0, x → ∞. Вiзьме-
мо N,M > 0 так, щоб M > |f(x)|, ∀x 6 N ;
x > |f(x)|, ∀x > N .

Позначимо через D множину {(0, x], x ∈ I}.
Оскiльки ∀A ∈ A ∃D1, D2 ∈ D : A = D1 \D2,
то

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tA)t

∣∣∣∣ 6 2 sup
D∈D

∣∣∣∣α(tD)

t

∣∣∣∣ = 2 sup
0<x6t

|f(x)|
t

6 2 sup
0<x6

√
t

|f(x)|
t

+ 2 sup√
t<x6t

|f(x)|
t

6 2max{
√
t,M}

t
+ 2 sup√

t<x6t

|f(x)|
x

→ 0, t → ∞.

Отже, для α виконується (Z5).

Приклад 3. d = 2, A = {An}, где An =(
0,

(
1

n
, 1

)]
, n ∈ N. Тодi умова (Z2) є необхi-

дною.

Доведення: Задамо функцiю g наступним

чином: g
(
n,

1

n

)
= n, g

(
n+ 1,

1

n

)
= (−2n− 1),

g

(
n+ 2,

1

n

)
= n + 1, n ∈ N. Позначимо че-

рез V множину точок, на яких g задана. Нехай
α(A) =

∑
x∈V

∩
A g(x).

Покажемо, що для цього заряду α викону-
ється (Z4) i не виконується (Z5).

Так як α(tnAn) = α((0, (n2, 1
n2 )]) =

g

(
n2,

1

n2

)
= n2, (Z5) не виконується, оскiль-

ки при tn = (n3, 1
n2 ) |tn| = n → ∞, n → ∞,

i

lim
n→∞

sup
A∈A

∣∣∣∣α(tnA)|tn|

∣∣∣∣ = lim
n→∞

sup
m∈N

∣∣∣∣α(tnAm)

|tn|

∣∣∣∣
> lim

n→∞

∣∣∣∣α(tnAn)

|tn|

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣n2

n

∣∣∣∣ = +∞.

Доведемо, що (Z4) виконується. Достатньо
довести, що α(tI) обмежена на {|t| > 3}.
Оскiльки {t = (x, y) |x < 3} мiстить всього
3 точки з V , то достатньо довести, що якщо
|t| = xy > 3 i x > 3, то α(tI) = 0.

Нехай m = [x] > 3, xy > 3, s — мiнiмальне
натуральне число, для якого виконується 1

s 6 y.
Тодi α(tI) = α((m, 1s )I), причому s 6 m−1 (iна-

кше s > m i
3s− 3

s− 1
> m+ 1

s− 1
> xy > 3, проти-

рiччя). Отже,

α(tI) = α((m,
1

s
)I) = gm,m + gm,m−1 + gm−1,m−1

+
m−2∑
k=s

(gk,k + gk+1,k + gk+2,k) = 0,

де gi,j = g
(
i, 1j

)
.

Позначимо через C сукупнiсть множин(
0,

j

m

]
⊂ I, де j ∈ Nd, m ∈ N.

Як i вище, через |A| позначатимемо мiру
Лебега множини A ⊂ Rd.

У статтi [8] доводиться наступне тверджен-
ня:

44



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Теорема 6 (Богданський, Клесов [8]). Нехай ξ
i A є такими ж, як i в теоремi 5, причому A
задовольняє умову (5).

Припустимо, що додатково виконуються
двi умови:

(Z6) Iснує випадкова величина µ, така, що
майже напевно ∀B ∈ C виконується

ξ(nB)

nd
→ µ · |B|, n → ∞. (21)

(Z7) Iснує випадкова мiра η, визначена
на обмежених борелевських пiдмножинах Rd

+,
така, що η(A) > |ξ(A)| для кожної обмеженої
борелевської множини A, i випадкова величина
λ, така, що майже напевно ∀B ∈ C виконує-
ться

η(nB)

nd
→ λ · |B|, n → ∞. (22)

Тодi
(Z8) Майже напевно виконується

sup
A∈A

∣∣∣∣ξ(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣ → 0, n → ∞. (23)

Чи є умова (Z7) необхiдною для теореми 6?

Приклад 4. Контрприклад, що показує необ-
хiднiсть умови (Z7).

Нехай d = 1, µ ≡ 1, A =

{(
0,

1√
2

]}
, ξ не

залежить вiд ω. Задамо невипадковий заряд ξ
наступним чином:

Dk =
{n

k

}
n>1

;

An =

(
n√
2
− an,

n√
2
+ an

)
, де an > 0 пiдi-

бранi так, щоб ∀m 6 n множини An i Dm не
перетинались;

A = ∪n∈NAn.
Помiтимо, що ∀m ∈ N множини A i Dm ма-

ють лише скiнченну кiлькiсть спiльних точок.
Покладемо h(x) = 1, якщо x /∈ A;

h

(
n√
2

)
= 2, n ∈ N; функцiя h є лiнiйною на(

n√
2
− an,

n√
2

)
i
(

n√
2
,
n√
2
+ an

)
.

Покладемо f(x) = xh(x); тодi f — неперерв-
на функцiя [0,+∞) → R з f(0) = 0, i iснує заряд
ξ, такий, що ξ((0, x]) = f(x), ∀x > 0.

Для цього ξ (Z6) виконується, а (Z8) не ви-
конується.

5 Заключнi зауваження

Зважаючи на принцип пiдпослiдовностей Ча-
терджi та зв’язок мiж граничними теоремами
для пiдпослiдовностей та для S(nA), можна по-
ставити задачу про рiвномiрну у класi множин
швидкiсть збiжностi випадкових рядiв.

Припустимо, що ряд
∑

Xn збiгається май-
же напевно. Його хвiст позначимо через

ζn =
∑
k>n

Xk.

Якщо невипадкова послiдовнiсть (bn) спадає до
нуля, bn → 0, причому

ζn
bn

→ 0 майже напевно,

то швидкiсть збiжностi ряду
∑

Xn можна оха-
рактеризувати як o(bn). Питання швидкостi збi-
жностi для нерiвномiрної постановки вивчалось
в [16]–[17]. Наскiльки вiдомо авторам, це питан-
ня для рiвномiрної постановки ще не дослiдже-
но.

Схожу задачу можна поставити й для гра-
ничних теорем для процесiв вiдновлення. Таку
задачу розглянуто в [8], але її можна узагаль-
нити з використанням загальних методiв дослi-
дження асимптотичних квазi-обернених фун-
кцiй (див. [18]–[19]).
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У цiй роботi ми продовжуємо вивчати властивостi строго φ-субгауссового процесу ква-
зiдробового ефекту X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, породженого функцiєю вiдгуку g та строго

φ-субгауссовим випадковим процесом ξ = (ξ(t), t ∈ R) з некорельованими приростами, таким
що E(ξ(t) − ξ(s))2 = t − s, t > s ∈ R. Отримано оцiнки для ймовiрностi виходу траєкторiї
сепарабельного строго φ-субгауссового процесу квазiдробового ефекту за криву, задану деякою
неперервною функцiєю. Такi оцiнки можуть бути застосованi при дослiдженнi процесiв дро-
бового ефекту, якi виникають у задачах фiнансової математики, теорiї телекомунiкацiйних
мереж тощо.

Ключовi слова: процеси дробового ефекту, φ-субгауссовi процеси.

In this paper, we continue to study the properties of a separable strictly φ-sub-Gaussian quasi shot
noise process X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, generated by the response function g and the strictly

φ-sub-Gaussian process ξ = (ξ(t), t ∈ R) with uncorrelated increments, such that E(ξ(t)−ξ(s))2 = t−s,
t > s ∈ R. We consider the problem of estimating the probability of exceeding some level by such a
process on the interval [a; b], a, b ∈ R. The level is given by a continuous function f = {f(t), t ∈ [a; b]},
which satisfies some given conditions. In order to solve this problem, we apply the theorems obtained
for random processes from a class V (φ,ψ), which generalizes the class of φ-sub-Gaussian processes.
As a result, several estimates for probability of exceeding the curve f by sample pathes of a separable
strictly φ-sub-Gaussian quasi shot noise process are obtained. Such estimates can be used in the study
of shot noise processes that arise in the problems of financial mathematics, telecommunication networks
theory, and other applications.

Key Words: shot noise processes, φ-sub-Gaussian processes.
Статтю представила д.ф.-м.н. Розора I.В.

Присвячуємо цю роботу пам’ятi
нашого наукового керiвника професора
Юрiя Васильовича Козаченка, якому ми
безмежно вдячнi за все, чому вiн нас
навчив. Вiн завжди був для нас взiр-
цем людяностi, iнтелiгентностi, педа-
гогiчної майстерностi, чуйного i шано-
бливого ставлення до своїх учнiв, обiзна-
ностi i щирої зацiкавленостi не тiльки

в математицi, а й у лiтературi, iсто-
рiї, мистецтвi. Свiтла i вiчна пам’ять
дорогому Вчителю i видатнiй Людинi!

1 Вступ

Один з напрямкiв наукової роботи Юрiя Ва-
сильовича Козаченка присвячений дослiджен-
ню випадкових процесiв дробового ефекту, якi

c⃝ О.I. Василик, Р.Є. Ямненко, Т.О. Яневич, 2020
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ще називають дробовими процесами. Зокрема,
Ю.В. Козаченко та I.В. Дарiйчук дослiджува-
ли властивостi Θ-передгауссових процесiв дро-
бового ефекту та запропонували методи моде-
лювання таких процесiв [4, 6, 7]. У цiй роботi ми
продовжуємо вивчати дробовi процеси, а саме
дослiджуємо властивостi сепарабельних строго
φ-субгауссових процесiв квазiдробового ефекту.
Вперше такi процеси розглядалися у роботi [14],
де, зокрема, дослiджувалися умови їх вибiр-
кової неперевностi. Оцiнки розподiлiв супрему-
мiв сепарабельних строго φ-субгауссових про-
цесiв квазiдробового ефекту отримано у робо-
тах [1, 2]. Задачi оцiнювання ймовiрностi вихо-
ду траєкторiї φ-субгауссового випадкового про-
цесу за криву розглядалися у роботах [3, 10, 15].

Процеси дробового ефекту є математични-
ми моделями рiзних явищ i дослiджуються вiд
початку ХХ столiття. Зараз процеси дробового
ефекту застосовуються у фiзицi, страхуваннi,
фiнансовiй математицi, теорiї телекомунiкацiй-
них мереж тощо [9, 12, 13].

У класичнiй моделi дробового ефекту при-
пускається, що в деяку систему надходять iм-
пульси згiдно зi стандартним пуассонiвським
процесом, величини реакцiї (вiдгуку) на iм-
пульс є незалежними однаково розподiлени-
ми випадковими величинами, незалежними вiд
пуассонiвського процесу надходження iмпуль-
сiв, а пiсля моменту iмпульсу реакцiя «зату-
хає» згiдно з експоненцiальним законом розпо-
дiлу. Але iз часом з’явилося дуже багато ва-
рiацiй цiєї моделi. У данiй роботi розглядає-
ться випадок, коли ξ = (ξ(t), t ∈ R) є стро-
го φ-субгауссовим випадковим процесом iз не-
корельованими приростами, таким що E(ξ(t)−
ξ(s))2 = t − s, t > s ∈ R. Породжений ним
процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u) називатимемо

строго φ-субгауссовим процесом квазiдробово-
го ефекту.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У роздiлi 2 наведено основнi поняття та
деякi необхiднi результати щодо випадкових ве-
личин та процесiв iз простору Subφ(Ω), якi да-
лi застосовуються для дослiдження властиво-
стей процесiв квазiдробового ефекту. У роздi-
лi 3 наведено означення строго φ-субгауссового
процесу квазiдробового ефекту та обгрунтова-
но iснування таких процесiв. Основнi результа-
ти наведено у роздiлi 4, а саме, отримано оцiн-
ки для ймовiрностi виходу траєкторiї строго

φ-субгауссового процесу квазiдробового ефекту
за криву, задану деякою неперервною функцi-
єю.

2 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
[3, 5, 8] та результати, отриманi для φ-субгаус-
сових випадкових величин та процесiв [3, 10].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлича, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x→ ∞.

Означення 2.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлича. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

φ(x)
x2

= C > 0. Можливо,
що C = +∞.

У книзi [11] мiститься детальна iнформацiя
щодо N-функцiй Орлича та їх властивостей.

Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний
простiр.

Означення 2.3. Нехай φ— N-функцiя Орли-
ча, для якої виконується умова Q. Випад-
кова величина ξ належить простору Subφ(Ω)
(простору φ-субгауссових випадкових величин),
якщо Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та
iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R вико-
нується нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 2.1. [5] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)— деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
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ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя HT (ε) := lnNT (ε), ε > 0,
де NT (ε)— це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 2.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 2.6. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subφ(Ω) називається строго φ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubφ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τφ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (2.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.

Означення 2.7. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
φ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubφ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го φ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Означення 2.8. Нехай φ ≺ ψ – двi N -функцiї
Орлiча. Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}
належить класу V (φ,ψ), якщо для всiх t ∈ T
процес X(t) належить простору Subψ(Ω) та для
всiх s, t ∈ T прирости (X(t) − X(s)) належать
простору Subφ(Ω).

Нехай (T, ρ) – псевдометричний (метри-
чний) сепарабельний простiр з псевдометрикою
(метрикою) ρ.

Припустимо, що для сепарабельного випад-
кового процесу X = {X(t), t ∈ T} з класу
V (φ,ψ) iснує така неперервна монотонно зро-
стаюча функцiя σ = {σ(h), h > 0}, що σ(h) → 0,
коли h→ 0, та має мiсце нерiвнiсть

sup
ρ(t,s)≤h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h). (2.3)

Нехай B – компактна множина, B ⊂ T ,
γ(u) = τψ(X(u)) < ∞, β > 0 – деяке число,

таке що β ≤ σ

(
inf
s∈B

sup
t∈B

ρ(t, s)

)
.

Наступнi двi теореми мiстять оцiнки ймо-
вiрностi виходу траєкторiї випадкового процесу
iз класу V (φ,ψ) за криву [3, 10].

Теорема 2.2. Нехай для випадкового процесу
X(t) = (X(t), t ∈ B) iз класу V (φ,ψ) викону-
ється умова ( 2.3), i нехай f = {f(t), t ∈ B}
– неперервна функцiя, така що |f(u)− f(v)| ≤
δ(ρ(u, v)), де δ = {δ(s), s > 0} – деяка моно-
тонно зростаюча невiд’ємна функцiя, а r =
{r(u) : u ≥ 1} – така неперервна функцiя, що
r(u) > 0 при u > 1, r(1) = 0, а функцiя
s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, опукла. Тодi при вико-
наннi умови

Jr(β) =

β∫
0

r(NB(σ(−1)(u)))

φ(−1)(HB(σ(−1)(u)))
du <∞ (2.4)

процес Xf (t) = X(t) − f(t) обмежений з ймо-
вiрнiстю одиниця, та для всiх p ∈ (0; 1) i x > 0
виконуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(X(t)− f(t)) > x

}
≤ Zr(p, β, x), (2.5)

P

{
inf
t∈B

(X(t)− f(t)) < −x
}

≤ Zr(p, β, x), (2.6)

P

{
sup
t∈B

|X(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Zr(p, β, x), (2.7)

де

Zr(p, β, x) = inf
λ>0

exp

{
W (λ, p, β) + pφ

(
λβ

1− p

)
+

+λ

( ∞∑
k=2

δ
(
σ(−1)

(
βpk−1

))
− x

)}
×

×
(
r(−1)

(
λ

p(1− p)
Jr(βp

2)

))2

,

W (λ, p, β) = inf
v≥(1−p)−1

(
1

v
HB(σ(−1)(βp))+

+ sup
u∈B

(
ψ(λγ(u)v)

v
− λf(u)

))
.
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Теорема 2.3. Нехай для випадкового процесу
X(t) = (X(t), t ∈ B) iз класу V (φ,ψ) викону-
ється умова ( 2.3), i нехай f = {f(t), t ∈ B}
– неперервна функцiя, така що |f(u)− f(v)| ≤
δ(ρ(u, v)), де δ = {δ(s), s > 0} – деяка монотон-
но зростаюча невiд’ємна функцiя. Нехай та-
кож r = {r(u) : u ≥ 1} – така неперервна фун-
кцiя, що r(u) > 0 при u > 1, r(1) = 0, а функцiя
s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, опукла, причому викону-
ється умова

Ir(β) =

β∫
0

r(N(σ(−1)(u)))du <∞. (2.8)

Тодi процес Xf (t) = X(t) − f(t) обмежений з
ймовiрнiстю одиниця, та для всiх p ∈ (0; 1) i
x > 0 виконуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(X(t)− f(t)) > x

}
≤ Ur(p, β, x), (2.9)

P

{
inf
t∈B

(X(t)− f(t)) < −x
}

≤ Ur(p, β, x),(2.10)

P

{
sup
t∈B

|X(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Ur(p, β, x),(2.11)

де

Ur(p, β, x) = inf
λ>0

exp

{
θψ(λ, p) + pφ

(
λβ

1− p

)
+

+λ

( ∞∑
k=2

δ(σ(−1)(βpk−1))− x

)}
r(−1)

(
Ir(βp)

βp

)
,

θψ(λ, p) = sup
u∈T

(
(1− p)ψ

(
λγ(u)

1− p

)
− λf(u)

)
.

3 Строго φ-субгауссовi процеси квазi-
дробового ефекту

Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)— дiйснозначний цен-
трований випадковий процес з некорельовани-
ми приростами, визначений на стандартному
ймовiрнiсному просторi, та

E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R.

Нехай g = (g(t, u), t, u ∈ R)— дiйснозначна
функцiя, яка задовольняє умову:∫ +∞

−∞
g2(t, u)du <∞, t ∈ R. (3.1)

Означення 3.1. Будемо називати процес

X(t) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)dξ(u), t ∈ R, (3.2)

процесом дробового ефекту, породженим про-
цесом ξ та функцiєю вiдгуку g, де iнтеграл у
(3.2) визначений у середньому квадратичному.

Коварiацiйна функцiя процесу X має ви-
гляд

EX(t)X(s) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)g(s, u)du, t, s ∈ R.

У наступнiй лемi з роботи [14] доведено, що
строго φ-субгауссовi процеси вигляду (3.2) iсну-
ють, а також виведено оцiнки для норми такого
процесу та норми його приростiв.

Лема 3.1. Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)— строго φ-
субгауссовий випадковий процес iз некорельова-
ними приростами та E(ξ(t) − ξ(s))2 = t − s,
t > s ∈ R. Тодi процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u),

t ∈ R, теж є строго φ-субгауссовим процесом
та для довiльних t, s ∈ R

τφ(X(t)) ≤ cξ

(∫ +∞

−∞
g2(t, u)du

)1/2

, (3.3)

τφ(X(t)−X(s)) ≤

cξ

(∫ +∞

−∞
(g(t, u)− g(s, u))2du

)1/2

,(3.4)

де cξ — визначальна стала процесу ξ.

Означення 3.2. Будемо називати процес
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u) строго φ-субгауссовим

процесом квазiдробового ефекту, якщо ξ є стро-
го φ-субгауссовим випадковим процесом.

4 Оцiнювання ймовiрностi виходу трає-
кторiї строго φ-субгауссового процесу
квазiдробового ефекту за криву

Нехай X = {X(t), t ∈ R} – сепарабельний стро-
го φ-субгауссовий процес квазiдробового ефе-
кту. Припустимо, що iснують такi функцiї κ =
(κ(h), h ≥ 0) та k = (k(u), u ∈ R), що

|g(t, u)− g(s, u)| ≤ κ(t− s)k(u), t, s, u ∈ R,
(4.1)

причому функцiя κ є такою невiд’ємною непе-
рервною монотонно зростаючою функцiєю, що
κ(h) → 0 при h→ 0, та функцiя k є невiд’ємною
неперервною функцiєю, яка задовольняє умову∫
R k

2(u)du <∞.
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Теорема 4.1. Нехай X = {X(t), t ∈ R} – се-
парабельний строго φ-субгауссовий процес ква-
зiдробового ефекту з функцiєю вiдгуку g, яка
задовольняє умову ( 4.1). Нехай f = {f(t), t ∈
[a; b], a, b ∈ R} – неперервна функцiя, така що
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), де δ = {δ(s), s > 0}
– деяка монотонно зростаюча невiд’ємна фун-
кцiя, а r = {r(u) : u ≥ 1} – така неперервна
функцiя, що r(u) > 0 при u > 1, r(1) = 0, а
функцiя s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, – опукла. Тодi
при виконаннi умови

J∗
r (β) =

β∫
0

r
(

b−a
2κ(−1)(cu)

+ 1
)

φ(−1)
(
ln
(

b−a
2κ(−1)(cu)

+ 1
))du <∞

(4.2)
процес Xf (t) = X(t)−f(t), t ∈ [a; b], обмежений
з ймовiрнiстю одиниця та для всiх p ∈ (0; 1) i
x > 0 справедливi такi оцiнки ймовiрностi ви-
ходу траєкторiї процесу X за криву f на вiд-
рiзку [a; b]:

P

{
sup
t∈[a;b]

(X(t)− f(t)) > x

}
≤ Z∗

r (p, β, x),(4.3)

P

{
inf
t∈[a;b]

(X(t)− f(t)) < −x
}

≤ Z∗
r (p, β, x),(4.4)

P

{
sup
t∈[a;b]

|X(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Z∗

r (p, β, x),(4.5)

де β > 0 – деяке число, таке що

β ≤ c−1κ

(
inf

s∈[a;b]
sup
t∈[a;b]

|t− s|

)
,

Z∗
r (p, β, x) = inf

λ>0
exp

{
W ∗(λ, p, β) + pφ

(
λβ

1− p

)

+λ

( ∞∑
k=2

δ
(
κ(−1)

(
cβpk−1

))
− x

)}
×

×
(
r(−1)

(
λJ∗

r (βp
2)

p(1− p)

))2

,

W ∗(λ, p, β) = inf
v≥(1−p)−1

(
1

v
ln

(
b− a

2κ(−1)(cβp)
+ 1

)

+ sup
u∈[a;b]

(
φ(λγ(u)v)

v
− λf(u)

))

та c =
(
cξ

(∫ +∞
−∞ k2(u)du

)1/2)−1

.

Доведення. Передусiм зауважимо, що строго
φ-субгауссовий процес квазiдробового ефекту
X = {X(t), t ∈ R} належить класу V (φ,φ), то-
му для його дослiдження можна застосовувати
результати, отриманi для випадкових процесiв
з класiв V (φ,ψ).

Якщо виконується умова (4.1) для функцiї
вiдгуку g, то з леми 3.1 випливає, що для t, s ∈
[a, b]

τφ(X(t)−X(s)) ≤

≤ cξ

(∫ +∞

−∞
(g(t, u)− g(s, u))2du

)1/2

≤

≤ cξ

(∫ +∞

−∞
(κ(t− s)k(u))2du

)1/2

=

= cξκ(t− s)

(∫ +∞

−∞
k2(u)du

)1/2

,

де, згiдно з умовою (4.1), функцiя κ =
(κ(h), h ≥ 0) є невiд’ємною неперервною мо-
нотонно зростаючою функцiєю, κ(h) → 0 при
h → 0, а функцiя k = (k(u), u ∈ R) є невiд’-
ємною i задовольняє умову

∫
R k

2(u)du <∞. Це
означає, що iснує неперервна монотонно зроста-
юча функцiя

σ(h) = cξκ(h)
(∫ +∞

−∞
k2(u)du

)1/2

, h ≥ 0,

така, що σ(h) → 0 при h → 0, та для якої
виконується умова (2.3) у випадку B = [a, b],
ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ [a; b]:

sup
|t−s|≤h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h).

Тодi матимемо: σ(−1)(u) = κ(−1)(cu),

NB(σ
(−1)(u)) ≤ b− a

2σ(−1)(u)
+ 1 =

b− a

2κ(−1)(cu)
+ 1,

HB(σ(−1)(u)) ≤ ln

(
b− a

2κ(−1)(cu)
+ 1

)
.

Функцiя r(ev)

φ(−1)(v)
є неперервною монотонно

зростаючою функцiєю, тому
β∫

0

r(NB(σ(−1)(u)))

φ(−1)(HB(σ(−1)(u)))
du ≤

≤
β∫

0

r
(

b−a
2κ(−1)(cu)

+ 1
)

φ(−1)
(
ln
(

b−a
2κ(−1)(cu)

+ 1
))du

i з виконання умови (4.6) випливає виконання
умови (2.8).
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Отже, якщо виконуються умови теоре-
ми 4.1, то процес X задовольняє умови теоре-
ми 2.2 i для нього мають мiсце наведенi в нiй
оцiнки. При цьому для функцiй у оцiнках (2.9)–
(2.11) з урахуванням отриманих вище нерiвно-
стей i того, що ψ = φ, справедливi такi спiввiд-
ношення:

W (λ, p, β) ≤ inf
v≥(1−p)−1

(
1

v
ln

(
b− a

2κ(−1)(cβp)
+ 1

)
+

+ sup
u∈[a;b]

(
φ(λγ(u)v)

v
− λf(u)

))
=:W ∗(λ, p, β),

i, вiдповiдно,

Zr(p, β, x) ≤ inf
λ>0

exp

{
W ∗(λ, p, β) + pφ

(
λβ

1− p

)
+

+λ

( ∞∑
k=2

δ
(
κ(−1)

(
cβpk−1

))
− x

)}
×

×
(
r(−1)

(
λ

p(1− p)
J∗
r (βp

2)

))2

=: Z∗
r (p, β, x).

Звiдси отримуємо оцiнки (4.7)–(4.9).
Теорему доведено.

Використовуючи аналогiчний пiдхiд до до-
ведення теореми 4.1, iз теореми 2.3 отримуємо
наступний набiр оцiнок.

Теорема 4.2. Нехай X = {X(t), t ∈ R} – се-
парабельний строго φ-субгауссовий процес ква-
зiдробового ефекту з функцiєю вiдгуку g, яка
задовольняє умову ( 4.1). Нехай f = {f(t), t ∈
[a; b], a, b ∈ R} – неперервна функцiя, така що
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), де δ = {δ(s), s > 0}
– деяка монотонно зростаюча невiд’ємна фун-
кцiя. Нехай також r = {r(u) : u ≥ 1} – така
неперервна функцiя, що r(u) > 0 при u > 1,
r(1) = 0, а функцiя s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, –
опукла, та

I∗r (β) =

β∫
0

r

(
b− a

2κ(−1)(cu)
+ 1

)
du <∞. (4.6)

Тодi процес Xf (t) = X(t) − f(t), t ∈ [a; b],
обмежений з ймовiрнiстю одиниця та для всiх
p ∈ (0; 1) i x > 0 справедливi такi оцiнки ймо-
вiрностi виходу траєкторiї процесу X за криву
f на вiдрiзку [a; b]:

P

{
sup
t∈[a;b]

(X(t)− f(t)) > x

}
≤ U∗

r (p, β, x),(4.7)

P

{
inf
t∈[a;b]

(X(t)− f(t)) < −x
}

≤ U∗
r (p, β, x),(4.8)

P

{
sup
t∈[a;b]

|X(t)− f(t)| > x

}
≤ 2U∗

r (p, β, x),(4.9)

де β > 0 – деяке число, таке що

β ≤ c−1κ

(
inf

s∈[a;b]
sup
t∈[a;b]

|t− s|

)
,

U∗
r (p, β, x) = inf

λ>0
exp

{
θφ(λ, p) + pφ

(
λβ

1− p

)
+

+λ

( ∞∑
k=2

δ(κ(−1)(cβpk−1))− x

)}
r(−1)

(
I∗r (βp)

βp

)
,

θφ(λ, p) = sup
u∈[a;b]

(
(1− p)φ

(
λγ(u)

1− p

)
− λf(u)

)

та c =
(
cξ

(∫ +∞
−∞ k2(u)du

)1/2)−1

.

Висновки

У роботi отримано оцiнки ймовiрностi ви-
ходу траєкторiї сепарабельного строго φ-
субгауссового процесу квазiдробового ефекту,
визначеного на вiдрiзку, за криву, задану де-
якою неперервною функцiєю. Такi оцiнки мо-
жуть бути застосованi при дослiдженнi проце-
сiв дробового ефекту, якi виникають у задачах
фiнансової математики, теорiї телекомунiкацiй-
них мереж тощо.
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Анотацiя.
Установлюється загальна гранична теорема для часу першого перетину рiвня регенеруючим

процесом. Доведення грунтується на однiй важливiй лемi для деяких випадкових сум. Наводя-
ться приклади застосувань до задач теорiї масового обслуговування та теорiї надiйностi.

Ключовi слова: Регенеруючi процеси, випадковi суми, системи масового обслуговування .

Abstract.
The current work continues the author’s investigation in the field of extreme values analysis. The

investigation is concerned with the first passage time of a level u for a wide class of regenerative random
processes. The common statement of the problem in most of works in the field under consideration dealt
with cases when time of observation, t, and u tend to infinity. Alternatively, we investigate the case when
t tends to infinity, whereas u is a fixed number. We establish a general limit theorem for the first passage
time of a level u by a regenerative process. This topic is closely associated with the asymptotic behavior
of extreme values of regenerative processes. In proving the main result, we establish an important
lemma concerning the asymptotic behavior of probabilities for a class of random sums, which may be of
independent interest. Necessity of the study of such sums occurs in many areas: mathematical reliability
theory, queuing theory, some statistical physics problems. In addition, the work provides examples of
applications of the obtained general results to some problems, which arise in applied areas: model of
counters of type Geiger-Muller, estimation of the reliability of a redundant system with recovery, the
problem of the first passage time of a level u by queue length in the queuing system M/M/1.

Key Words: regenerative processes, random sums, queuing systems.

Статтю представив д.ф.-м.н. Моклячук М.П.

1 Вступ. Основна теорема

Розглянемо регенеруючий випадковий
процес (в.п.) X(t), t > 0,

X(t) = ξk(t− Sk−1), при t ∈ [Sk−1, Sk),

де Sk = T1 + . . . + Tk, k > 1, S0 = 0,
£k = (Tk, ξk(t)), k > 1, нескiнченна по-
слiдовнiсть незалежних циклiв, однаково роз-
подiлених з циклом £ = (T, ξ(t)) [1]. Точки Sk

називають моментами регенерацiї, а промiжок

[Sk−1, Sk) – k - м перiодом регенерацiї. Регене-
руючий в.п. досить популярний i важливий об’-
єкт теорiї ймовiрностей (див., наприклад, [1],
[2], гл.11, §8, ).

На в.п. ξi(t) будемо накладати умову сепа-
рабельностi. Тодi можна розглянути наступнi
величини:

X̄(t) = sup
06s<t

X(s), t > 0,

c© О.К.Закусило, I.К. Мацак, 2020
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Zk = sup
Sk−16s<Sk

X(s), k = 1, 2, . . . .

Iз означення зрозумiло, що (Zk) - це послi-
довнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин (н.о.р.в.в.). Будемо вважати,
що Zk майже напевне (м.н.) скiнчена в.в., для
якої

0 < q(u) = qX(u) = P(Z1 > u) < 1. (1)

Позначимо через T(u) момент першого пе-
ретину процесом X(t) рiвня u, тобто

T(u) = TX(u) = inf(t > 0 : X(t) > u).

I нехай PT(u)(t) = P(T(u) > t). Нас буде цiкави-
ти асимптотична поведiнка ймовiрностi PT(u)(t)
при великих t. В силу iмплiкацiї

∀t > 0 {X̄(t) 6 u} ⇔ {T(u) > t}, (2)

наша задача близька до задачi про асимптоти-
ку ймовiрностi P(X̄(t) 6 u).

Таким чином ясно, що ця тематика тiсно
пов’язана з асимптотикою екстремальних зна-
чень вiдповiдних процесiв (див. [3], [4], [5], [6]
та лiтературу там). При цьому звичайно при-
пускається, що змiннi t та u вiдповiдним чином
необмежено зростають. Вiдмiннiсть даної робо-
ти полягає в тому, що ми дослiджуємо випадок
коли t →∞, а u - фiксоване число.

Щоб сформулювати теорему, введемо деякi
необхiднi позначення та умови. Нехай T̂ - це або
час досягнення рiвня u на одному циклi реге-
нерацiї, або тривалiсть циклу, якщо на ньому
рiвень u не досягається. Покладемо

FT (t) = P(T < t), FT̂ (t) = P(T̂ < t),

FT,u(t) = P(T1 < t, Z1 < u),

κ > 0 - корiнь рiвняння
∫ ∞

0
exp(κt)dFT,u(t) = 1, (3)

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFT,u(t) < ∞, (4)

β =
∫ ∞

0
(1− FT̂ (t)) exp(κt)dt < ∞. (5)

Теорема 1. Нехай X(t), t > 0, регенеруючий
випадковий процес, розподiл FT,u(t) не є ари-
фметичним, u - фiксоване число, для якого
виконується умова ( 1). Припустимо, що iснує
κ > 0 - корiнь рiвняння ( 3) i виконуються умо-
ви ( 4), ( 5).

Тодi

lim
t→∞PT(u)(t) exp(κt) =

β

α
, (6)

причому β∗ 6 β 6 β∗, де

β∗ =
q(u)
κ

, β∗ =
∫ ∞

0
(1− FT (t)) exp(κt)dt < ∞.

Зауваження 1. Припустимо, що випадко-
вий процес X(t), t > 0, задовольняє умови тео-
реми 1. Тодi наслiдком iмплiкацiї (2) та (6) буде
така асимптотична рiвнiсть:

lim
t→∞P(X̄(t) 6 u) exp(κt) =

β

α
. (7)

Доведення теореми 1 буде грунтуватися на
твердженнi про асимптотику ймовiрностей для
одного класу випадкових сум, яке можливо має
i самостiйний iнтерес. Необхiднiсть дослiджен-
ня подiбних сум виникає у багатьох областях
(математична теорiя надiйностi, теорiя масово-
го обслуговування, деякi статистичнi задачi фi-
зики) (див. [7], [8], [9], [10],[11], [12] ).

Окрiм того, у роботi наводиться ряд при-
кладiв застосувань отриманих загальних ре-
зультатiв про час першого перетину рiвня до
деяких випадкових процесiв, якi виникають в
прикладних задачах.

2 Одна лема для випадкових сум

Нехай ζ та ε випадковi величини такi, що

P(ε = 1) = q, P(ε = 0) = 1− q, 0 < q < 1,

P(ζ > 0) = 1, P(ζ = 0) < 1.

В загальному випадку в.в. ζ та ε залежнi мiж
собою.

Розглянемо послiдовнiсть (ζn, εn) незале-
жних копiй пари (ζ, ε) . Далi визначимо випад-
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кову суму Sν :

Sν =
ν∑

i=1

ζi, (8)

де
ν = min(n > 1 : εn = 1).

Добре вiдомо, що ν має геометричний розподiл

P(ν = n) = q(1− q)n−1, n > 1,

Якщо в.в. ζ та ε незалежнi, то Sν назива-
ють геометричною сумою. Основнi результати
для геометричних сум та вiдповiдну бiблiогра-
фiю можна знайти в книжцi [9]. Найбiльш вiдо-
мий результат тут - це теорема Реньї:

lim
q→0

P(qSν < t) = 1− exp(− t

a
). (9)

де a = Eζ.
Вiдомо [12], що при широких умовах рiв-

нiсть (9) залишиться вiрною i для загальних
сум виду (8)(достатньо, щоб в.в. ζ була рiвно-
мiрно iнтегровною по q ).

Далi будемо вважати, що в.в. Sν задається
рiвнiстю (8) i покладемо

Fζ(t) = P(ζ < t), Fζ,0(t) = P(ζ < t, ε = 0),
FS(t) = P(Sν < t), PS(t) = 1− FS(t).

У наступнiй лемi установлюється асимптотика
ймовiрностi PS(t), коли величина q фiксова-
на, а t →∞.

Лема 1. Нехай розподiл Fζ,0(t) не є арифмети-
чним, q фiксоване число, 0 < q < 1. Якщо iснує
κ > 0 таке, що

∫ ∞

0
exp(κt)dFζ,0(t) = 1, (10)

i

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ,0(t) < ∞, (11)

β =
∫ ∞

0
(1− Fζ(t)) exp(κt)dt < ∞, (12)

то

lim
t→∞PS(t) exp(κt) =

β

α
. (13)

Доведення леми 1. У роботi [12] установлено,
що функцiя PS(t) задовольняє таке iнтегральне
рiвняння

PS(t) = 1− Fζ(t) +
∫ t

0
PS(t− y)dFζ,0(y). (14)

Подальше доведення, окрiм рiвностi (14),
буде спиратися на вiдомi мiркування (див. [2],
гл.11, §6), якi використовувались при дослi-
дженнi асимптотики процесiв вiдновлення з
обривами.

Домножимо праву i лiву частини рiвностi
(14) на exp(κt). Тодi отримаємо наступне рiв-
няння вiдновлення

Z(t) = z(t) +
∫ t

0
Z(t− y)dF̃ (y), (15)

де

Z(t) = PS(t) exp(κt), z(t) = (1−Fζ(t)) exp(κt),

F̃ (t) =
∫ t

0
exp(κy)dFζ,0(y).

За умовою (12) функцiя z(t) iнтегровна на
(0,∞), а функцiя z(t) exp(−κt) очевидно не зро-
стаюча. Тому z(t) безпосередньо iнтегровна за
Рiманом ([13], гл.6, §4, твердження 6.4.1). Звiд-
си та рiвностi (15) за теоремою вiдновлення
(альтернативна форма, див.[2], гл.11, §1) має-
мо: при t →∞

PS(t) exp(κt) = Z(t) → 1
α

∫ ∞

0
z(t)dt =

β

α
,

що еквiвалентно (13).

Припустимо, що в.в. ζ та ε незалежнi, тобто
Sν - геометрична сума. Тодi
Fζ,0(t) = (1 − q)Fζ(t), κ > 0, визначається iз
рiвностi

∫ ∞

0
exp(κt)dFζ(t) =

1
1− q

, (16)

β =
∫ ∞

0
(1− Fζ(t)) exp(κt)dt =

1
κ

(−1 +
1

1− q
) =

q

κ(1− q)
.

Таким чином iз леми 1 маємо наступний
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Наслiдок 1. Нехай у випадку геометричних
сум Sν розподiл Fζ(t) не є арифметичним, q
фiксоване число, 0 < q < 1. Якщо iснує κ > 0
корiнь рiвняння ( 16) i

∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ(t) < ∞,

то
lim

x→∞PS(t) exp(κt) =

=
q

κ(1− q)2
∫∞
0 t exp(κt)dFζ(t)

. (17)

Наслiдок 1 - це вiдомий результат
H.Cramér (див. [9], гл.4).

Зауваження 2. Припустимо, що в.в. ζ iз
наслiдку 1 задовольняє такi умови:

∃s0, 0 < s0 6 ∞, таке, що

∀s ∈ (0, s0) E exp(sζ) < ∞, (18)

при s ↑ s0 E exp(sζ) ↑ ∞. (19)

Тодi iснує iснує κ > 0 корiнь рiвняння (16)
[3].

Вiдзначимо тут також наступну просту ле-
му для геометричних сум, яка буде нам потрi-
бна при доведеннi теореми 1.

Лема 2. Нехай в.в. ζ та ε незалежнi, Sν - гео-
метрична сума, визначена рiвнiстю ( 8). Тодi

P(
ν−1∑

k=1

ζk > t) = (1− q)P(Sν > t). (20)

( доведення леми 3 наводиться в [14] ).

3 Доведення теореми 1

Покладемо

εk(u) = I(Zk > u),

ν(u) = min(k > 1 : εk(u) = 1),

де через I(A) позначаємо iндикатор подiї A.
I нехай

T̂k =
{

ηk, при εk(u) = 1,
Tk, у противному випадку,

}

тут ηk - це час до перетину рiвня u на k - му
циклi при умовi, що такий перетин вiдбудеться,
тобто

ηk = inf(t > 0 : ξk(t) > u/εk(u) = 1).

Фактично, (T̂k) - це послiдовнiсть незалежних
копiй в.в. T̂ , яка була введена вище.

Тодi маємо наступне зображення

T(u) =
ν(u)∑

k=1

T̂k. (21)

Причому за побудовою в.в. T̂k

P(T̂k < t, εk(u) = 0) =

P(Tk < t, εk(u) = 0) = FT,u(t).

Таким чином у вiдповiдностi з лемою 1 iз
рiвностi (21) одержуємо:
при t →∞

PT(u)(t) exp(κt) → β

α
,

де κ, β та α визначенi в теоремi 1.
Окрiм того очевидно, що T̂k 6 Tk май-

же напевно (м.н.). А отже β 6 β∗.
Залишається установити оцiнку знизу

q

κ
= β∗ 6 β. (22)

Почнемо iз очевидної нерiвностi
ν(u)−1∑

k=1

T̂k 6 T(u) м.н. (23)

Далi введемо н.о.р.в.в. (T ∗k ), якi не залежать вiд
ν(u) i задовольняють рiвностi

P(T ∗k < t) = P(Tk < t/εk = 0) =
1

1− q
FT,u(t).

Щоб оцiнити випадкову суму злiва в (23),
представимо її геометричною сумою(правда без
одного доданка)

ν(u)−1∑

k=1

T̂k =
ν(u)−1∑

k=1

Tk
d=

ν(u)−1∑

k=1

T ∗k , (24)

позначення ξ1
d= ξ2 означає, що в.в. ξ1, ξ2

мають однаковий розподiл.

60



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Збираючи разом рiвнiсть (24), наслiдок 1 та
лему 2, одержимо

lim
t→∞P(

ν(u)−1∑

k=1

T̂k > t) exp(κt) =

= lim
t→∞(1− q)P(

ν(u)∑

k=1

T ∗k > t) exp(κt) =
q

κα
.

Остання рiвнiсть та нерiвнiсть (23) i дають оцiн-
ку (22). ¤

4 Приклади

Приклад 1. (Лiчильник Гейгера-Мюллера ).
Такий лiчильник використовується для пiдра-
хунку космiчних частинок, якi надiйшли в де-
яку область простору. Вiн дiє наступним чином
([1], [2], гл.11, §5 ): пiсля надходження частин-
ки в лiчильник вiдбувається розряд на протязi
випадкового часу η. Пiд час розряду лiчильник
не регiструє новi частинки, якi надходять.

Позначимо через T час, на протязi яко-
го лiчильник не втратить жодної частинки,
PT(t) = P(T > t). Вважаємо, що в момент
t0 = 0 лiчильник порожнiй, а t1, t2, . . . , tk, . . .
моменти надходження частинок, τk = tk+1 −
tk, k > 0.

Звичайно припускається, що частинки
утворюють пуассонiвський потiк з деяким пара-
метром λ, тобто P(τk < t) = 1−exp(−λt), t >
0.

Нехай ηk− це тривалiсть розряду частинки,
яка надiйшла в лiчильник в момент tk, (τk) та
(ηk) незалежнi випадковi послiдовностi,

P(ηk 6 t) = G(t), k > 1, G(+0) = 0,

i

εk = I(τk < ηk), k > 1, ν = min(k > 1 : εk = 1).
(25)

Тодi має мiсце таке зображення

T = τ0 + Sν , Sν =
ν∑

i=1

τi. (26)

Спочатку, спираючись на рiвностi (26) та
лему 1, знайдемо асимптотику ймовiрностi
PS(t). Покладемо

ζi = τi, i > 1, Fζ(t) = 1− exp(−λt),

q = P(τ1 < η1) =
∫ ∞

0
(1− exp(−λt))dG(t),

Fζ,0(t) = P(τ1 < t, τ1 > η1) =

= λ

∫ t

0
G(x) exp(−λx)dx.

Таким чином рiвняння (14) для даного прикла-
ду матиме вигляд

PS(t) = exp(−λt)+λ

∫ t

0
PS(t−x)G(x) exp(−λx)dx.

(27)
Важливий параметр κ знаходимо iз рiвностi

λ

∫ ∞

0
G(t) exp(−(λ− κ)t)dt = 1. (28)

Вiдзначимо, що iнтеграл злiва в (28) при κ = 0
менший за 1, а при κ ↑ λ неперервно зро-
стає до ∞. Тому корiнь κ рiвняння (28) iснує i
0 < κ < λ.

Далi за формулами (11) та (12) знаходимо
параметри α та β:

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFζ,0(t) =

= λ

∫ ∞

0
t exp(−(λ− κ)t)G(t)d(t) < ∞,(29)

β =
∫ ∞

0
exp(−λt) exp(κt)dt =

1
λ− κ

. (30)

Щоб отримати асимптотику PS(t) застосу-
ємо лему 1

lim
t→∞PS(t) exp(κt) =

β

α
=

1
α(λ− κ)

, (31)

де α визначено формулою (29).
На наступному кроцi грунтуючись на спiв-

вiдношеннi (31), виведемо асимптотику ймовiр-
ностi PT(t).

Iз рiвностей (26) зрозумiло, що подiя {T >
t} вiдбувається, коли

{τ0 > t} або {τ0 = x 6 t}
⋂
{Sν > t− x}.

Пiдсумовуючи за всiма можливими x, одер-
жимо
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PT(t) = exp(−λt) + λ

∫ ∞

0
PS(t− x) exp(−λx)I(x 6 t)dx.

Так само, як i вище у лемi 1, домножимо останню рiвнiсть на exp(κt)

PT(t) exp(κt) = exp(−(λ− κ)t) + λ

∫ ∞

0
PS(t− x) exp(κ(t− x)) exp(−(λ− κ)x)I(x 6 t)dx. (32)

Очевидно, що exp(−(λ − κ)t) → 0 при
t →∞. А отже залишається знайти асимптоти-
ку iнтегралу в (32).

Згiдно рiвностi (31)

sup
t>0

PS(t) exp(κt) = C < ∞.

Тому i весь пiдiнтегральний вираз в (32) обме-
жений iнтегровною функцiєю
Cλ exp(−(λ−κ)x), тобто можна застосувати те-
орему Лебега про перехiд до границi пiд iнте-
гралом.

Ще раз скориставшись рiвнiстю (31), одер-
жимо: ∀x > 0, при t →∞

PS(t− x) exp(κ(t− x))I(x 6 t) → 1
α(λ− κ)

.

Тому за теоремою Лебега

lim
t→∞PT(t) exp(κt) =

=
λ

α(λ− κ)

∫ ∞

0
exp(−(λ− κ)x)dx =

λ

α(λ− κ)2
.

(33)
Приклад 2. (Дубльована система ). Оцiнка

надiйностi резервованої системи з вiдновленням
- це одна з найбiльш важливих задач матема-
тичної теорiї надiйностi (див., наприклад, [8],
[15]).

Розглянемо простий випадок резервування
— дублювання, коли до робочого (основного)
елемента приєднують один резервний, який у
випадку вiдмови робочого елемента замiнює йо-
го. Елемент, який вiдмовив вiдновлюється, при-
чому пiсля ремонту його характеристики еквi-
валентнi початковим.

Припустимо, що в системi є одна ремонтна
одиниця. Окрiм того вважаємо, що резервний
елемент пiд час перебування в резервi не може
вiдмовити("холодний"резерв) . Дубльована си-
стема перебуває в робочому станi, коли працює
хоча б один елемент, а її вiдмова наступає, коли
обидва елементи не справнi.

Будемо припускати, що час безвiдмовної
роботи основного елемента τ має експоненцiй-
ний розподiл:

P(τ < t) = F (t) = 1− e−λt, (34)

а η — час вiдновлення(ремонту) має довiльний
розподiл, G(t) = P(η < t), G(0+) = 0. Зви-
чайно вважається, що τ та η н.в.в.

Нехай (τk) та (ηk) послiдовностi не-
залежних копiй в.в. τ та η вiдповiдно.

В.в. (εk) та ν вводяться так само, як i у по-
передньому прикладi, за формулами (25). Тодi

q = P(εk = 1) = P(τk < ηk) = 1−
∫ ∞

0
e−λxdG(x).

Далi через ξ(t) позначаємо число несправних
елементiв системи в момент часу t, ξ(0) = 0
майже напевне (м.н.),

PT(t) = P(T > t), T = inf(t > 0 : ξ(t) = 2),

тобто тут T - це час до першої вiдмови дубльо-
ваної системи.

Б.В.Гнєденко ( [7], [8]) знайшов iнтеграль-
не рiвняння, якому задовольняє функцiя PT(t)
i вивiв формулу для перетворення Лапласа цiєї
функцiї. На жаль при загальних припушеннях
вiдносно розподiлу G(t) явний вигляд функцiї
PT(t) не знаходиться. Але грунтуючись на ле-
мi 1 неважко знайти асимптотику функцiї PT(t)
при t →∞.

Дiйсно, для в.в. T вiдоме таке зображення

T = τ0 + τ1 + . . . + τν

(див. [8], гл.6, §2).
Фактично ми маємо зображення еквiвален-

тне (26). А отже, так само як i у попередньому
прикладi, функцiя PT(t) задовольняє асимпто-
тичну рiвнiсть (33), в якiй κ - це корiнь рiвнян-
ня (28), а параметр α знаходимо за формулою
(29).
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Зауваження 3. У випадку, коли F (t) до-
вiльна неперервна функцiя розподiлу, мiркува-
ння, наведенi вище, дозволяють зробити висно-
вок:
PT(t) задовольняє асимптотичну рiвнiсть (13),
якщо

(i) iснує κ > 0 корiнь рiвняння
∫ ∞

0
exp(κt)G(t)dF (t) = 1, (35)

(ii)

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)G(t)dF (t) < ∞, (36)

причому параметри κ та α у формулi (13) за-
даються рiвностями (35),(36), а

β =
1
κ

(∫ ∞

0
exp(κt)dF (t)− 1

)
.

Приклад 3. (Система масового обслугову-
вання M/M/1 ) .

Розглянемо одноканальну систему масово-
го обслуговування (СМО) , на яку поступає пу-
ассонiвський потiк заявок з iнтенсивнiстю λ, а
час обслуговування η має експоненцiйний роз-
подiл

G(x) = P(η < x) = 1− exp(−µx), x > 0.

Тобто в загальноприйнятих позначеннях - це
СМО типу M/M/1 (див. [11], [16]).

Нехай t1, . . . , tn, . . . - випадковi моменти
надходження заявок в СМО. Тодi
τn = tn − tn−1, n > 1, - н.о.р.в.в. з функцiєю
розподiлу

F (x) = P(τn < x) = 1− e−λx, x > 0.

На параметри λ та µ накладемо умову

ρ =
λ

µ
< 1. (37)

Пiд довжиною черги тут i далi будемо розумi-
ти загальне число заявок, якi знаходяться на
обслуговуваннi або чекають його. I позначаємо
через Q(t) довжину черги в момент часу t.

Казатимемо, що в момент t СМО знаходи-
ться в станi k, якщо Q(t) = k.

Нехай в момент S0 = 0 система порожня,
а S1 - це момент звiльнення системи пiсля 1-го
перiоду зайнятостi. Вiдповiдно Sk - це момент

звiльнення системи пiсля k-го перiоду зайнято-
стi.

За умови (37) Q(t) регенеруючий процес з
моментами регенерацiї S0, S1, . . . [3], [11].

Нехай

T(u) = TQ(u) = inf(t > 0 : Q(t) > u).

Щоб застосувати теорему 1 для знаходження
асмптотики PT(u)(t) необхiдно обчислити пара-
метри κ, α, β, якi задаються формулами (3)
- (5).

Зауваження 4. Наша задача тiсно пов’я-
зана з класичною задачею про обмежене випад-
кове блукання з поглинаючими екранами x = 0
та x = u, та ймовiрностями переходiв вверх
p = λ/(λ + µ) та вниз 1 − p = µ/(λ + µ) ( [17],
гл.14). Так, наприклад, якщо вибрати початко-
вий стан z = 1, то ймовiрнiсть того, що вкладе-
ний ланцюг Маркова СМО на n- у кроцi попаде
в точку x = 0 i при цьому не досягне рiвня u,
дорiвнює ймовiрностi поглинання в точцi x = 0
такого випадкового блукання, яке також стар-
тує iз точки z = 1.

Тому спочатку нагадаємо деякi вiдомi ре-
зультати для такого випадкового блукання. По-
значимо через p

(n)
1,0 та p

(n)
1,u ймовiрностi того,

що обмежене випадкове блукання, стартуючи з
точки z = 1, закiнчиться на n- у кроцi погли-
нанням у точцi x = 0 та x = u вiдповiдно. I
нехай

P1,0(s) =
∞∑

n=0

p
(n)
1,0sn, P1,u(s) =

∞∑

n=0

p
(n)
1,usn −

твiрнi функцiї розподiлiв (p(n)
1,0 ) та (p(n)

1,u).
Вiдомо, що при умовi 2

√
p(1− p) s 6 1

P1,0(s) =
1− p

p

hu−1
1 (s)− hu−1

2 (s)
hu

1(s)− hu
2(s)

, (38)

P1,u(s) =
h1(s)− h2(s)
hu

1(s)− hu
2(s)

, (39)

де

h1(s) =
1 + (1− 4p(1− p)s2)1/2

2ps
,

h2(s) =
1− (1− 4p(1− p)s2)1/2

2ps
.

Насправдi функцiї P1,0(s) та P1,u(s) зображу-
ються, як вiдношення деяких многочленiв (ко-
рiнь (1−4p(1−p)s2)1/2 cкорочується). Причому
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для 2
√

p(1− p) s > 1 формули (38),(39) пе-
репишуться у виглядi

P1,0(s) = (
1− p

p
)1/2 sin(u− 1)ϕ

sinuϕ
, (40)

P1,u(s) = (
p

1− p
)1/2 sinϕ

sinuϕ
, (41)

де змiннi ϕ та s пов’язанi рiвнiстю
1

cosϕ
= 2

√
p(1− p) s.

(див. [17], гл.14, §4, 5).
Далi, повторюючи мiркування iз [17], отри-

маємо: при u > 2 найменший корiнь знамен-
никiв в (40), (41), який не є корнем чисельникiв,
задається рiвнiстю

s∗ =
1

2
√

p(1− p) cos π
u

.

Звiдси та рiвностей (38) - (41) випливають спiв-
вiдношення:

0 < s < s∗ ⇒ P1,0(s) < ∞, P1,u(s) < ∞,

s ↑ s∗ ⇒ P1,0(s) ↑ ∞, P1,u(s) ↑ ∞. (42)

Повернемось до задачi знаходження пара-
метрiв κ, α, β у випадку СМО
M/M/1. Обчислимо значення iнтегралу

J(γ) =
∫ ∞

0
exp(γt)dFT,u(t), γ > 0.

Нехай τ1 - момент надходження першої заяв-
ки в СМО, T b

1 - це або час досягнення проце-
сом Q(t) точки x = u на першому циклi регене-
рацiї при умовi, що вiн стартує iз точки z = 1 i
ε1 = 1, або тривалiсть першого перiоду зайня-
тостi, якщо ε1 = 0. Ясно, що

T̂1 = τ1 + T b
1 , I(ε1 = 0) = I( sup

06s<T1

Q(s) < u).

Тодi, скориставшись незалежнiстю в.в. τ1 вiд ε1
та T b

1 , отримаємо

J(γ) = E exp(γ(τ1 + T b
1 ))I(ε1 = 0) = E exp(γτ1)E exp(γT b

1 )I(ε1 = 0) = J1(γ)J2(γ). (43)

Перший спiвмножник в (43) рахується про-
сто

J1(γ) = E exp(γτ1) =
λ

λ− γ
. (44)

Щоб знайти J2(γ), позначимо через ν1 мi-
нiмальний час переходу вкладеного ланцюга
Маркова СМО iз стану x = 1 в один iз ста-
нiв x = 0 чи x = u i представимо в.в. T b

1

наступним чином:

T b
1 =

ν1∑

k=1

τ̃k,

де τ̃k - це час сидiння процесу Q(t) на k- у кроцi
в деякому станi ik. Вiдзначимо, що в.в. τ̃k не за-
лежить вiд вкладеного ланцюга Маркова i має
експоненцiйний розподiл з параметром (λ + µ).

Звiдси, враховуючи зауваження 4, маємо

J2(γ) = E exp(γ
ν1∑

k=1

τ̃k)I(ε1 = 0) =
∑

n>1

p
(n)
1,0E exp(γ

n∑

k=1

τ̃k)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0 (E exp(γτ̃k))n =

∑

n>1

p
(n)
1,0 (

λ + µ

λ + µ− γ
)n = P1,0(sγ), (45)

де sγ = λ+µ
λ+µ−γ .

Тобто, згiдно (43)-(45)

J(γ) =
λ

λ− γ
P1,0(sγ). (46)

Очевидно, що функцiя J1(γ) монотонно зро-
стає i неперервна на iнтервалi [0, λ). Причому

J1(γ) ↑ ∞ коли γ ↑ λ.

Подiбне зауваження стосується i функцiї
J2(γ). Дiйсно, iз (42), (45) випливає, що J2(γ) ↑
∞ при sγ ↑ s∗ або, що еквiвалентно, при γ ↑
γ∗ = (λ + µ)(1− 2

√
p(1− p)) cos π

u .

Таким чином iнтеграл J(γ) на iнтервалi
(0,min(λ, γ∗)) монотонно i неперевно зростає до
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нескiнченостi. Причому (див. [3], [6])

J(0) = 1− q(u) < 1, q(u) = (
1
ρ
− 1)

ρn

1− ρn
.

А отже, корiнь κ рiвняння

J(κ) =
λ

λ− κ
P1,0(sκ) = 1 (47)

iснує, κ ∈ (0, min(λ, γ∗)), i його можна знайти,
скориставшись формулами (38), (40) та, напри-
клад, простим методом дiлення вiдрiзка навпiл.

Перейдемо до обчислення параметра α.

α =
∫ ∞

0
t exp(κt)dFT,u(t) = E(τ1 + T b

1 ) exp(κ(τ1 + T b
1 ))I(ε1 = 0)

= Eτ1 exp(κτ1)E exp(κT b
1 )I(ε1 = 0) + ET b

1 exp(κT b
1 )I(ε1 = 0)E exp(κτ1). (48)

Просто знаходиться

E exp(κτ1) =
λ

λ− κ
, Eτ1 exp(κτ1) =

λ

(λ− κ)2
.

Наступна формула установлена вище (див.

рiвностi (45))

E exp(κT b
1 )I(ε1 = 0) = P1,0(sκ).

Ще раз скористаємось зауваженням 4, отрима-
ємо

ET b
1 exp(κT b

1 )I(ε1 = 0) = E(
ν1∑

k=1

τ̃k) exp(κ
ν1∑

k=1

τ̃k)I(ε1 = 0)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0E(

n∑

k=1

τ̃k) exp(κ
n∑

k=1

τ̃k) =
∑

n>1

p
(n)
1,0nE(τ̃1) exp(κτ̃1)E exp(κ

n∑

k=2

τ̃k)

=
∑

n>1

p
(n)
1,0n

λ + µ

(λ + µ− κ)2
(

λ + µ

λ + µ− κ
)n−1 =

λ + µ

(λ + µ− κ)2
P
′
1,0(sκ)

(очевидно, що усi ряди в останнiх рiвностях збiгаються).

Збираючи отриманi формули разом iз (48) будемо мати

α =
λ

λ− κ
(

1
λ− κ

P1,0(sκ) +
λ + µ

(λ + µ− κ)2
P
′
1,0(sκ)). (49)

Залишається знайти параметр β. Маємо

β =
∫ ∞

0
(1− FT̂ (t)) exp(κt)dt =

1
κ

(1− FT̂ (t)) exp(κt))|∞0 +
1
κ

∫ ∞

0
exp(κt)dFT̂ (t). (50)

Спочатку установимо, що при t →∞

(1− FT̂ (t)) exp(κt) → 0. (51)

Виберемо γ так, щоб виконувались умови

γ = κ + δ, δ > 0, γ ∈ (0, min(λ, γ∗)).

Очевидно, що

1− FT̂ (t) 6 exp(−γt)E exp(γT̂1).

А отже, щоб установити (51), досить перевiрити
обмеженiсть величини E exp(γT̂1).

Мiркування тут такi самi, як i у випадку
рiвностi (45):
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∫ ∞

0
exp(γt)dFT̂ (t) = E exp(γT̂1) = E exp(γT̂1)I(ε1 = 0) + E exp(γT̂1)I(ε1 = 1)

=
λ

λ− γ
(
∑

n>1

p
(n)
1,0E exp(γ

n∑

k=1

τ̃k) +
∑

n>1

p
(n)
1,uE exp(γ

n∑

k=1

τ̃k))

=
λ

λ− γ
(P1,0(sγ) + P1,u(sγ)) < ∞. (52)

Остання нерiвнiсть в (52) випливає iз спiв-
iдношень (42) та умови γ ∈ (0, min(λ, γ∗)).

Отже перший доданок в правiй частинi рiв-

ностi (50) дорiвнює −1/κ.
Аналогiчно (52) оцiнюємо другий доданок

в правiй частинi рiвностi (50).

1
κ

∫ ∞

0
exp(κt)dFT̂ (t) =

1
κ
E exp(κT̂1) =

λ

κ(λ− κ)
(P1,0(sκ) + P1,u(sκ)). (53)

Iз рiвностей (47),(50),(53) знаходимо пара-
метр β :

β =
λ

κ(λ− κ)
P1,u(sκ). (54)

Таким чином для СМО M/M/1 за умови
(37) функцiя PT(u)(t) задовольняє рiвнiсть (6),
причому параметр κ, знаходиться iз рiвностi
(47), а параметри α та β задаються форму-
лами (49), (54) вiдповiдно.
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Мiнiмаксно-робастнi задачi оцiнювання
послiдовностей з перiодично
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Minimax-robust estimation problems for
sequences with periodically stationary
increments observed with noise
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Дослiджується задача оптимального оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих зна-
чень стохастичної послiдовностi з перiодично стацiонарними приростами на основi спостере-
жень послiдовностi зi стацiонарним шумом. Для послiдовностей з вiдомими спектральними
щiльностями отримано формули для обчислення значень середньоквадратичних похибок та спе-
ктральних характеристик оптимальних оцiнок функцiоналiв. Формули, що визначають най-
менш сприятливi спектральнi щiльностi та мiнiмаксно-робастнi спектральнi характеристики
оптимальних лiнiйних оцiнок функцiоналiв пропонуються у випадку, коли спектральнi щiльно-
стi послiдовностей точно невiдомi, а вказанi множини допустимих спектральних щiльностей.
Ключовi слова: перiодично стацiонарнi прирости, мiнiмаксно-робастна оцiнка, найменш сприя-
тлива спектральна щiльнiсть, мiнiмаксно-робастнi спектральнi характеристики.

The problem of optimal estimation of linear functionals constructed from the unobserved values
of a stochastic sequence with periodically stationary increments based on observations of the sequence
with stationary noise is considered. For sequences with known spectral densities, we obtain formulas for
calculating values of the mean square errors and the spectral characteristics of the optimal estimates of
the functionals. Formulas that determine the least favorable spectral densities and the minimax-robust
spectral characteristics of the optimal linear estimates of functionals are proposed in the case where
spectral densities of the sequence are not exactly known while some sets of admissible spectral densities
are specified.
Key Words: periodically stationary increments, minimax-robust estimate, least favorable spectral densi-
ty, minimax-robust spectral characteristics.

Introduction

The non-stationary and long memory time seri-
es models are of constant interest of researchers
in the past decade (see, for example, papers by
Dudek, Hurd and Wojtowicz [5], Johansen and Ni-
elsen [12], Reisen et al. [38]). These models are
used when analyzing data which arise in different
field of economics, finance, climatology, air polluti-
on, signal processing.

Since the first edition of the book by Box
and Jenkins (1970), autoregressive moving average
(ARMA) models integrated of order d are a
standard tool for time series analysis. These

models are described by the equation

ψ(B)(1−B)dxt = θ(B)εt. (1)

where εt, t ∈ Z, are zero mean i.i.d. random vari-
ables, ψ(z), θ(z) are polynomials of p and q degrees
respectively with roots outside the unit circle. This
integrated ARIMA model is generalized by adding
a seasonal component. A new model is described
by the equation (see new edition of the book by
Box and Jenkins [3] for details)

Ψ(Bs)(1−Bs)Dxt = Θ(Bs)εt, (2)

where Ψ(z) and Θ(z) are polynomials of degrees
of P and Q respectively which have roots outside
the unit circle.

c© M. M. Luz, M. P. Moklyachuk, 2020
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When the ARIMA sequence determined by
equation (1) is inserted into (2) instead of εt, we
have a general multiplicative model

Ψ(Bs)ψ(B)(1−B)d(1−Bs)Dxt = Θ(Bs)θ(B)εt
(3)

with parameters (p, d, q) × (P,D,Q)s, d,D ∈ N∗,
called SARIMA (p, d, q)× (P,D,Q)s model.

A good performance is shown by models whi-
ch include a fractional integration, that is when
parameters d and D are fractional. We refer to the
paper by Porter-Hudak [37] who studied a seasonal
ARFIMA model and applied it to the monetary
aggregates used by U.S. Federal Reserve.

Another type of non-stationarity is descri-
bed by periodically correlated, or cyclostationary,
processes introduced by Gladyshev [8]. These
processes are widely used in signal processing and
communications (see Napolitano [35] for a review
of recent works on cyclostationarity and its appli-
cations). Periodic time series may be considered as
an extension of a SARIMA model (see Lund [19]
for a test assessing if a PARMAmodel is preferable
to a SARMA one) and are suitable for forecasti-
ng stream flows with quarterly, monthly or weekly
cycles (see Osborn [36]). Baek, Davis and Pi-
piras [1] introduced a periodic dynamic factor
model (PDFM) with periodic vector autoregressi-
ve (PVAR) factors, in contrast to seasonal VARI-
MA factors. Basawa, Lund and Shao [2] investi-
gated first-order seasonal autoregressive processes
with periodically varying parameters.

The models mentioned above are used in esti-
mation of model’s parameters and forecast issues.
Note, that direct application of the developed
results to real data may lead to significant
increasing of values of errors of estimates due
to the presence of outliers, measurement errors,
incomplete information about the spectral, or
model, structure etc. This is a reason of increasing
interest to robust methods of estimation that are
reasonable in such cases. For example, Reisen et al.
[39] proposed a semiparametric robust estimator
for the fractional parameters in the SARFIMA
model and illustrated its application to forecasti-
ng of sulfur dioxide SO2 pollutant concentrations.
Solci et al. [41] proposed robust estimates of peri-
odic autoregressive (PAR) model.

Robust approaches are successfully applied to
the problem of estimation of linear functionals
from unobserved values of stochastic processes.
The paper by Grenander [9] should be marked

as the first one where the minimax extrapolation
problem for stationary processes was formulated
as a game of two players and solved. Hosoya
[11], Kassam [14], Kassam and Poor [15], Franke
[6], Vastola and Poor [42], Moklyachuk [24] –
[29], Liu et al. [18] studied minimax extrapolati-
on (forecasting), interpolation (missing values
estimation) and filtering (smoothing) problems
for the stationary sequences and processes.
Recent results of minimax extrapolation problems
for stationary vector processes and periodically
correlated processes belong to Moklyachuk and
Masyutka [31, 32], Moklyachuk and Golichenko
(Dubovets’ka) [4, 30] respectively. Processes wi-
th stationary increments are investigated by
Luz and Moklyachuk [20]–[22]. We also menti-
on works by Moklyachuk and Sidei [33, 34],
Masyutka, Moklyachuk and Sidei [23], where the
minimax estimates of stationary processes from
observations with missed values are investigated.
Moklyachuk and Kozak [17] studied the problem
of interpolation of stochastic sequences with peri-
odically stationary increments.

In this article we present results of investi-
gation of the estimation problem for stochastic
sequences with periodically stationary increments.
In Section 1 we give definition of stochastic
sequences ξ(m) with periodically stationary
(periodically correlated) increments. These non-
stationary stochastic sequences combine periodic
structure of covariation functions of sequences
as well as the integrating one. The section also
contains a short review of the spectral theory
of vector-valued stationary increment sequences.
Section 2 deals with the classical estimation
problem for linear functionals in the case where
spectral structure of the sequences ξ(m) and η(m)
are exactly known. Estimates are obtained by
representing the sequence ξ(m) with periodically
stationary increments as a vector sequence ~ξ(m)
with stationary increments and applying the Hi-
lbert space projection technique. In Section 3,
we derive the minimax-robust estimates in the
case, where spectral densities of sequences are
not exactly known while some sets of admissi-
ble spectral densities are specified. In Subsecti-
on 3.1 we describe relations which determine the
least favourable spectral densities and the mini-
max spectral characteristics of the optimal esti-
mates of linear functionals for some sets of admi-
ssible spectral densities which are generalizations
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of the corresponding sets of admissible spectral
densities described in a survey article by Kassam
and Poor [15] for the case of stationary stochastic
processes.

1 Stochastic sequences with periodically
stationary increments

In this section, we present a brief review of the
spectral theory of stochastic sequences with peri-
odically stationary nth increments.

Consider a stochastic sequence {ξ(m),m ∈
Z}. By Bµ denote a backward shift operator with
the step µ ∈ Z, such that Bµξ(m) = ξ(m − µ);
B := B1. Recall the following definition [22, 43].

Definition 1.1. For a given stochastic sequence
{ξ(m),m ∈ Z}, the sequence

ξ(n)(m,µ) = (1−Bµ)nξ(m) =

=

n∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)
ξ(m− lµ), (4)

where
(
n
l

)
= n!

l!(n−l)! , is called stochastic nth
increment sequence with step µ ∈ Z.

The stochastic nth increment sequence
ξ(n)(m,µ) satisfies the following relations:

ξ(n)(m,−µ) = (−1)nξ(n)(m+ nµ, µ),

ξ(n)(m, kµ) =

(k−1)n∑
l=0

Alξ
(n)(m− lµ, µ), k ∈ N,

where coefficients {Al, l = 0, 1, 2, . . . , (k−1)n} are
determined by the representation

(1 + x+ . . .+ xk−1)n =

(k−1)n∑
l=0

Alx
l.

Definition 1.2. The stochastic nth increment
sequence ξ(n)(m,µ) generated by stochastic
sequence {ξ(m),m ∈ Z} is wide sense stationary
if the mathematical expectations

Eξ(n)(m0, µ) = c(n)(µ),

Eξ(n)(m0 +m,µ1)ξ
(n)(m0, µ2) = D(n)(m,µ1, µ2)

exist for all m0, µ,m, µ1, µ2 and do not depend
on m0. The function c(n)(µ) is called the mean
value of the nth increment sequence ξ(n)(m,µ)
and the function D(n)(m,µ1, µ2) is called the

structural function of the stationary nth increment
sequence (or structural function of nth order of the
stochastic sequence {ξ(m),m ∈ Z}).
The stochastic sequence {ξ(m),m ∈ Z} which
determines the stationary nth increment sequence
ξ(n)(m,µ) by formula (4) is called the stochastic
sequence with stationary nth increments (or
integrated sequence of order n)

Theorem 1.1. The mean value c(n)(µ) and
the structural function D(n)(m,µ1, µ2) of the
stochastic stationary nth increment sequence
ξ(n)(m,µ) can be represented in the forms

c(n)(µ) = cµn, (5)

D(n)(m;µ1, µ2) =∫ π

−π
eiλm(1− e−iµ1λ)n(1− eiµ2λ)n

1

λ2n
dF (λ), (6)

where c is a constant, F (λ) is a left-continuous
nondecreasing bounded function such that
F (−π) = 0. The constant c and the function F (λ)
are determined uniquely by the increment sequence
ξ(n)(m,µ).
On the other hand, a function c(n)(µ) which
has form (5) with a constant c and a function
D(n)(m;µ1, µ2) which has form (6) with a functi-
on F (λ) which satisfies the indicated conditions
are the mean value and the structural function of
a stationary nth increment sequence ξ(n)(m,µ).

Note that we will call by spectral function and
spectral density of the stochastic sequence with
stationary increments the spectral function and
the spectral density of the corresponding stati-
onary increment sequence.

Making use of representation (6) and the
Karhunen theorem [13, 7] one can obtain the
spectral representation of the stationary nth
increment sequence ξ(n)(m,µ):

ξ(n)(m,µ) =

∫ π

−π
eimλ(1− e−iµλ)n

1

(iλ)n
dZξ(n)(λ),

(7)
where Zη(n)(λ) is a stochastic process with
uncorrelated increments on [−π, π) connected wi-
th the spectral function F (λ) by the relation
(−π 6 λ1 < λ2 < π)

E|Zξ(n)(λ2)− Zξ(n)(λ1)|
2 = F (λ2)− F (λ1) <∞.
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Definition 1.3. A stochastic sequence {ξ(m),m ∈
Z} is called stochastic sequence with periodically
stationary (periodically correlated) increments wi-
th period T if the nth increment sequence

ξ(n)(m,µT ) = (1−BµT )nξ(m)

is stationary.

It follows from Definition 1.3 that the
sequence

ξp(m) = ξ(mT+p−1), p = 1, 2, . . . , T ;m ∈ Z (8)

forms a vector-valued sequence ~ξ(m) =
{ξp(m)}p=1,2,...,T ,m ∈ Z with stationary nth
increments. Really, for all p = 1, 2, . . . , T ,

ξ(n)p (m,µ) =
n∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)
ξp(m− lµ) =

=
n∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)
ξ((m− lµ)T + p− 1) =

= ξ(n)(mT + p− 1, µT ),

where ξ(n)p (m,µ) is the nth increment of the p-th
component of the vector-valued sequence ~ξ(m).

Theorem 1.2. The structural function
D(n)(m,µ1, µ2) of the vector-valued stochastic
stationary nth increment sequence ~ξ(n)(m,µ) can
be represented in the form

D(n)(m;µ1, µ2) =

=

∫ π

−π
eiλm(1− e−iµ1λ)n(1− eiµ2λ)n

1

λ2n
dF (λ),

(9)

where F (λ) is the matrix-valued spectral function
of the stationary stochastic sequence ~ξ(n)(m,µ).
The stationary nth increment sequence ~ξ(n)(m,µ)
admits the spectral representation

~ξ(n)(m,µ) =

∫ π

−π
eimλ(1− e−iµλ)n

1

(iλ)n
d~Zξ(n)(λ),

(10)
where d~Zξ(n)(λ) = {Zp(λ)}Tp=1 is a (vector-valued)
stochastic process with uncorrelated increments on
[−π, π) connected with the spectral function F (λ)
by the relation

E(Zp(λ2)− Zp(λ1))(Zq(λ2)− Zq(λ1)) =

= Fpq(λ2)− Fpq(λ1),−π 6 λ1 < λ2 < π.

2 Hilbert space projection method of esti-
mation

Consider a vector-valued stochastic sequence with
stationary nth increments ~ξ(m) constructed from
the sequence ξ(m) with the help of transformati-
on (8). Let the stationary nth increment sequence
~ξ(n)(m,µ) = {ξ(n)p (m,µ)}Tp=1 has an absolutely
continuous spectral function F (λ) and the spectral
density f(λ) = {fij(λ)}Ti,j=1.

Let ~η(m) = {ηp(m)}Tp=1 be an uncorrelated
with the sequence ξ(m) stationary stochastic
sequence with absolutely continuous spectral
function G(λ) and spectral density g(λ) =
{gij(λ)}Ti,j=1.

We will assume that the mean values of
the increment sequence ~ξ(n)(m,µ) and stationary
sequence ~η(m) equal to 0. We will also consider
the increment step µ > 0.

Consider the problem of mean square optimal
linear estimation of the functional

AN~ξ =
N∑
k=0

(~a(k))>~ξ(k) (11)

which depend on the unobserved values of the
stochastic sequence ~ξ(k) = {ξp(k)}Tp=1 with stati-
onary nth increments. Estimates are based on
observations of the sequence ~ζ(m) = ~ξ(m) + ~η(m)
at points of the set Z \ {0, 1, 2 . . . , N}.

Assume that spectral densities f(λ) and g(λ)
satisfy the minimality condition∫ π

−π
Tr
[

λ2n

|1− eiλµ|2n
(f(λ) + λ2ng(λ))−1

]
dλ <∞.

(12)
This is the necessary and sufficient condition
under which the mean square errors of the opti-
mal estimates of the functional AN~ξ is not equal
to 0.

The classical Hilbert space estimation techni-
que proposed by Kolmogorov [16] can be described
as a 3-stage procedure: (i) define a target element
of the space H = L2(Ω,F ,P) to be estimated, (ii)
define a subspace of H generated by observations,
(iii) find an estimate of the target element as an
orthogonal projection on the defined subspace.

Stage i. The functional AN~ξ does not belong
to the space H. With the help of the followi-
ng lemma we describe representations of the
functional as a sum of a functional with finite
second moments belonging to H and a functional
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depending on observed values of the sequence ~ζ(k)
(“initial values”).

Lemma 2.1. The functional AN~ζ admits the
representation

AN~ξ = AN~ζ −AN~η = HN
~ξ − VN~ζ, (13)

where
HN

~ξ := BN~ζ −AN~η,

AN~ζ =
N∑
k=0

(~a(k))>~ζ(k), AN~η =
N∑
k=0

(~a(k))>~η(k),

BN~ζ =
N∑
k=0

(~bN (k))>~ζ(n)(k, µ),

VN~ζ =

−1∑
k=−µn

(~vN (k))>~ζ(k),

the coefficients ~vN (k)) = {vN,p(k)}Tp=1, k =

−1,−2, . . . ,−µn and ~bN (k)) = {bN,p(k)}Tp=1, k =
0, 1, . . . , N are calculated by the formulas

vN,p(k) =

min
{[

N−k
µ

]
,n
}∑

l=
[
− k
µ

]′ (−1)l
(
n

l

)
bN,p(lµ+ k),

k = −1,−2, . . . ,−µn, (14)

bN,p(k) =
N∑

m=k

ap(m)dµ(m− k) = (Dµ
NaN,p)k,

k = 0, 1, . . . , N, (15)

coefficients {dµ(k) : k > 0} are determined by the
relationship

∞∑
k=0

dµ(k)xk =

 ∞∑
j=0

xµj

n

,

Dµ
N is a linear transformation determined by a

matrix with the entries (Dµ
N )k,j = dµ(j − k) if

0 6 k 6 j 6 N , and (Dµ
N )k,j = 0 if 0 6

j < k 6 N ; Dµ
NaN = {Dµ

NaN,p}Tp=1, aN,p =

(ap(0), ap(1), ap(2), . . . , ap(N))>, p = 1, 2, . . . , T .

The functional HN
~ξ from representation (13)

has finite variance and the functional VN~ζ depends
on the known observations of the stochastic
sequence ~ζ(k) at points k = −µn,−µn +
1, . . . ,−1. Therefore, estimates ÂN~ξ and ĤN

~ξ of

the functionals AN~ξ and HN
~ξ and the mean-

square errors ∆(f, g; ÂN~ξ) = E|AN~ξ − ÂN~ξ|2 and
∆(f, g; ĤN

~ξ) = E|HN
~ξ − ĤN

~ξ|2 of the estimates
ÂN~ξ and ĤN

~ξ satisfy the following relations

ÂN~ξ = ĤN
~ξ − VN~ζ, (16)

∆(f, g; ÂN~ξ) = E|AN~ξ − ÂN~ξ|2 =

= E|HN
~ξ − ĤN

~ξ|2 = ∆(f, g; ĤN
~ξ).

Therefore, the estimation problem for the functi-
onal AN~ξ is equivalent to the estimation problem
for the functional HN

~ξ. This problem can be
solved by applying the Hilbert space projection
method proposed by Kolmogorov [16].

The stationary stochastic sequence ~η(m)
admits the spectral representation

~η(m) =

∫ π

−π
eiλmd~Zη(λ),

where ~Zη(λ) is a random process with uncorrelated
increments on [−π, π) corresponding to the
spectral function G(λ). The random processes
~Zη(λ) and ~Zη(n)(λ) are connected by the relation
d~Zη(n)(λ) = (iλ)nd~Zη(λ), λ ∈ [−π, π), obtained
in [20]. The spectral density p(λ) of the sequence
~ζ(m) is determined by spectral densities f(λ) and
g(λ) by the relation

p(λ) = f(λ) + λ2ng(λ).

With the help of the spectral representations
of stochastic sequences involved we can write the
following spectral representation of the functional

HN
~ξ =∫ π

−π

(
~Bµ,N (eiλ)

)> (1− e−iλµ)n

(iλ)n
d~Zξ(n)+η(n)(λ)−

−
∫ π

−π

(
~AN (eiλ)

)>
d~Zη(λ),

where

~Bµ,N (eiλ) =
N∑
k=0

~bµ,N (k)eiλk =

=

N∑
k=0

(Dµ
NaN )ke

iλk, ~AN (eiλ) =

N∑
k=0

~a(k)eiλk.

At stage ii, we deal with the following notati-
ons. Denote by H0−(ξ

(n)
µ + η

(n)
µ ) the closed li-

near subspace generated by values {ξ(n)p (k, µ) +

η
(n)
p (k, µ) : p = 1, . . . , T ; k = −1,−2,−3, . . . } in
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the Hilbert space H = L2(Ω,F ,P) of random
variables γ with zero mean value, Eγ = 0, fini-
te variance, E|γ|2 < ∞, and the inner product
(γ1; γ2) = Eγ1γ2.

Denote by HN+(ξ
(n)
−µ + η

(n)
−µ) the closed linear

subspace of the Hilbert space H = L2(Ω,F ,P)

generated by elements {ξ(n)p (k,−µ) + η
(n)
p (k,−µ) :

p = 1, . . . , T ; k > N + 1}.
The equality ξ

(n)
p (k,−µ) = (−1)nξ

(n)
p (k +

µn, µ) implies

HN+(ξ
(n)
−µ + η

(n)
−µ) = H(N+µn)+(ξ(n)µ + η(n)µ ).

Denote by L0−
2 (f(λ) + λ2ng(λ)) and

LN+
2 (f(λ) + λ2ng(λ)) the closed linear subspaces

of the Hilbert space L2(f(λ) + λ2ng(λ)) of
vector-valued functions with the inner product
〈g1; g2〉 =

∫ π
−π(g1(λ))>(f(λ) + λ2ng(λ))g2(λ)dλ

which is generated by the functions

eiλk(1− e−iλµ)n
1

(iλ)n
δl, δl = {δlp}Tp=1,

l = 1, . . . , T ; k 6 −1, ; k > N + 1,

respectively, where δlp are Kronecker symbols.
The representation

~ξ(n)(k, µ) + ~η(n)(k, µ) =

=

∫ π

−π
eiλk(1− e−iλµ)n

1

(iλ)n
d~Zξ(n)+η(n)(λ)

yields a one to one correspondence between
elements eiλk(1− e−iλµ)n(iλ)−n of the space

L0−
2 (f(λ) + λ2ng(λ))⊕ LN+

2 (f(λ) + λ2ng(λ))

and elements ~ξ(n)(k, µ) + ~η(n)(k, µ) of the space

H0−(ξ(n)µ + η(n)µ )⊕HN+(ξ
(n)
−µ + η

(n)
−µ) =

= H0−(ξ(n)µ + η(n)µ )⊕H(N+µn)+(ξ(n)µ + η(n)µ ).

Relation (16) implies that every linear esti-
mate Â~ξ of the functional A~ξ can be represented
in the form

ÂN~ξ =

∫ π

−π
(~hµ,N (λ))>d~Zξ(n)+η(n)(λ)−

−
−1∑

k=−µn
(~vµ(k))>(~ξ(k) + ~η(k)), (17)

where ~hµ,N (λ) = {hp(λ)}Tp=1 is the spectral
characteristic of the optimal estimate ĤN

~ξ.

At stage iii, we find the mean square
optimal estimate ĤN

~ξ as a projection of the
element HN

~ξ on the subspace H0−(ξ
(n)
µ + η

(n)
µ )⊕

H(N+µn)+(ξ
(n)
µ +η

(n)
µ ). This projection is determi-

ned by two conditions:
1) ĤN

~ξ ∈ H0−(ξ
(n)
µ +η

(n)
µ )⊕H(N+µn)+(ξ

(n)
µ +

η
(n)
µ );

2) (HN
~ξ − ĤN

~ξ) ⊥ H0−(ξ
(n)
µ + η

(n)
µ ) ⊕

H(N+µn)+(ξ
(n)
µ + η

(n)
µ ).

The second condition implies the following
relation which holds true for all k 6 −1 and
k > N + µn+ 1∫ π

−π

[(
~Bµ,N (eiλ)

(1− e−iλµ)n

(iλ)n
−~hµ,N (λ)

)>
p(λ)−

−( ~AN (eiλ)>g(λ)(−iλ)n
]

(1− eiλµ)n

(−iλ)n
e−iλkdλ = 0.

This relation allows us to derive the spectral
characteristic ~hµ,N (λ) of the estimate ĤN

~ξ whi-
ch can be represented in the form

(~hµ,N (λ))> = ( ~Bµ,N (eiλ))>
(1− e−iλµ)n

(iλ)n
−

− ~AN (eiλ)>g(λ)(−iλ)n(p(λ))−1−

−
(−iλ)n(~Cµ,N (eiλ))>

(1− eiλµ)n
(p(λ))−1, (18)

~Cµ,N (eiλ) =

N+µN∑
k=0

~cµ,N (k)eikλ,

~cµ,N (k) = {cµ,N,p(k)}Tp=1, k = 0, 1, . . . , N+µn, are
unknown coefficients to be found.

It follows from condition 1) that the following
equations should be satisfied for 0 6 j 6 N + µn∫ π

−π

[
( ~Bµ,N (eiλ))>−

− ( ~AN (eiλ)>g(λ)
(λ)2n

(1− e−iλµ)n
(p(λ))−1−

−
λ2n(~Cµ,N (eiλ))>

(1− e−iλµ)n(1− eiλµ)n
(p(λ))−1

]
e−ijλdλ = 0.

(19)

Define for 0 6 k, j 6 N the Fourier coeffici-
ents of the corresponding functions

Tµk,j =
1

2π

∫ π

−π
eiλ(j−k)

λ2ng(λ)

|1− eiλµ|2n
(p(λ))−1dλ;

Pµk,j =
1

2π

∫ π

−π
eiλ(j−k)

λ2n

|1− eiλµ|2n
(p(λ))−1dλ;
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Qk,j =
1

2π

∫ π

−π
eiλ(j−k)f(λ)g(λ)(p(λ))−1dλ.

Making use of the defined Fourier coefficients,
relation (19) can be presented as a system of N +
µn+ 1 linear equations determining the unknown
coefficients ~cµ,N (k), 0 6 k 6 N + µn.

~bµ,N (j)−
N+µn∑
m=0

Tµj,m~aµ,N (m) =

N+µn∑
k=0

Pµj,k~cµ,N (k),

0 6 j 6 N, (20)

−
N+µn∑
m=0

Tµj,m~aµ,N (m) =

N+µn∑
k=0

Pµj,k~cµ,N (k),

N + 1 6 j 6 N + µn, (21)

where coefficients {~aµ,N (m) : 0 6 m 6 N + µn}
are calculated by the formula

~aµ,N (m) =

min
{[

m
µ

]
,n
}∑

l=max

{[
m−N
µ

]′
,0

}(−1)l
(
n

l

)
~a(m−µl),

0 6 m 6 N + µn, (22)

Denote by [Dµ
NaN ]+µn a vector of dimension (N+

µn + 1)T which is constructed by adding (µn)T
zeros to the vector Dµ

NaN of dimension (N + 1)T .
Making use of this definition the system (20) –
(21) can be represented in the matrix form:

[Dµ
NaN ]+µn −Tµ

Na
µ
N = Pµ

Nc
µ
N ,

aµN = ((~aµ,N (0))>, (~aµ,N (1))>,

. . . , (~aµ,N (N + µn))>)>

cµN = ((~cµ,N (0))>, (~cµ,N (1))>,

. . . , (~cµ,N (N + µn))>)>

are vectors of dimension (N + µn+ 1)T ; Pµ
N and

Tµ
N are matrices of dimension (N+µn+1)T×(N+

µn + 1)T with T × T matrix elements (Pµ
N )j,k =

Pµj,k and (Tµ
N )j,k = Tµj,k, 0 6 j, k 6 N + µn.

Thus, the coefficients ~cµ,N (k), 0 6 k 6 N +
µn, are determined by the formula 0 6 k 6 N+µn

~cµ,N (k) =
(
(Pµ

N )−1[Dµ
NaN ]+µn − (Pµ

N )−1Tµ
Na

µ
N

)
k
,

where
(
(Pµ

N )−1[Dµ
NaN ]+µn − (Pµ

N )−1Tµ
Na

µ
N

)
k
,

0 6 k 6 N + µn, is the kth element of the vector
(Pµ

N )−1[Dµ
NaN ]+µn − (Pµ

N )−1Tµ
Na

µ
N .

The existence of the inverse matrix (Pµ
N )−1

was shown in [22] under condition (12).
The spectral characteristic ~hµ,N (λ) of the esti-

mate ĤNξ of the functional HNξ is calculated by
formula (18), where

~Cµ,N (eiλ) =

N+µn∑
k=0

(
(Pµ

N )−1[Dµ
NaN ]+µn−

− (Pµ
N )−1Tµ

Na
µ
N

)
k

eiλk. (23)

The value of the mean-square errors of the
estimates ÂN~ξ and ĤN

~ξ can be calculated by the
formula

∆(f, g; Â~ξ) = ∆(f, g; Ĥ~ξ) = E|H~ξ − Ĥ~ξ|2 =

=
1

2π

∫ π

−π

λ2n

|1− eiλµ|2n
[
(1− eiλµ)n( ~AN (eiλ))>g(λ) + (~Cµ,N (eiλ))>

]
×

×(p(λ))−1 f(λ) (p(λ))−1
[
(1− e−iλµ)n ~AN (e−iλ)g(λ) + (~Cµ,N (e−iλ))

]
dλ+

+
1

2π

∫ π

−π

1

|1− eiλµ|2n
[
(1− eiλµ)n( ~AN (eiλ))>f(λ)− (λ)2n(~Cµ,N (eiλ))>

]
×

×(p(λ))−1 g(λ) (p(λ))−1
[
(1− e−iλµ)n ~AN (e−iλ)f(λ)− (λ)2n(~Cµ,N (e−iλ))

]
dλ =

=
〈
[Dµ

NaN ]+µn −Tµ
Na

µ
N , (P

µ
N )−1[Dµ

NaN ]+µn − (Pµ
N )−1Tµ

Na
µ
N

〉
+ 〈QNaN ,aN 〉, (24)

where QN is a matrix of the dimension (N +
1)T × (N + 1)T with the T × T matrix elements
(QN )j,k = Qj,k, 0 6 j, k 6 N

Theorem 2.1. Let {~ξ(m),m ∈ Z} be a
stochastic sequence which defines the stationary
nth increment sequence ~ξ(n)(m,µ) with the
absolutely continuous spectral function F (λ) whi-
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ch has spectral density f(λ). Let {~η(m),m ∈ Z} be
an uncorrelated with the sequence ~ξ(m) stationary
stochastic sequence with an absolutely continuous
spectral function G(λ) which has spectral density
g(λ). Let the minimality condition ( 12) be satisfi-
ed. The optimal linear estimate ÂN~ξ of the functi-
onal AN~ξ which depends on the unknown values of
elements ~ξ(k), k = 0, 1, 2, . . . , N , from observati-
ons of the sequence ~ξ(m)+~η(m) at points of the set
Z \ {0, 1, 2, . . . , N} is calculated by formula ( 17).
The spectral characteristic ~hµ,N (λ) of the optimal
estimate ÂN~ξ is calculated by formulas ( 18), ( 23).
The value of the mean-square error ∆(f, g; ÂN~ξ)
is calculated by formula ( 24).

Corollary 2.1. The spectral characteristic ~hµ,N (λ)

(18) admits the representation ~hµ,N (λ) =
~h1µ,N (λ)− ~h2µ,N (λ), where

(~h1µ(λ))> =

= ( ~Bµ,N (eiλ))>
(1− e−iλµ)n

(iλ)n
− (−iλ)n

(1− eiλµ)n
×

×

(
N+µn∑
k=0

(
(Pµ

N )−1[Dµ
NaN ]+µn

)
k
eiλk

)>
(p(λ))−1,

(25)

(~h2µ,N (λ))> =

= ( ~AN (eiλ))>(−iλ)ng(λ)(p(λ))−1− (−iλ)n

(1− eiλµ)n
×

×

(
N+µn∑
k=0

(
(Pµ

N )−1Tµ
Na

µ
N

)
k
eiλk

)>
(p(λ))−1.

(26)

Here ~h1µ,N (λ) and ~h2µ,N (λ) are spectral characteri-
stics of the optimal estimates B̂N~ζ and ÂN~η of
the functionals BN~ζ and AN~η respectively based
on observations ~ξ(k) + ~η(k) at points of the set
Z \ {0, 1, 2, . . . , N}.

2.1 Estimation of stochastic sequences
with periodically stationary
increment

Consider the problem of mean square optimal li-
near estimation of the functional

AMϑ =

N∑
k=0

a(ϑ)(k)ϑ(k) (27)

which depend on unobserved values of the
stochastic sequence ϑ(m) with periodically stati-
onary increments. Estimates are based on
observations of the sequence ζ(m) = ϑ(m) + η(m)
at points of the set Z \ {0, 1, 2, . . . , N}.

The functional AMϑ can be represented in the
form

AMϑ =
M∑
k=0

a(ϑ)(k)ϑ(k) =

=

N∑
m=0

T∑
p=1

a(ϑ)(mT + p− 1)ϑ(mT + p− 1) =

=
N∑
m=0

T∑
p=1

ap(m)ξp(m) =

=
N∑
m=0

(~a(m))>~ξ(m) = AN~ξ,

where N = [MT ], the sequence ~ξ(m) is determined
by the formula

~ξ(m) = (ξ1(m), ξ2(m), . . . , ξT (m))>,

ξp(m) = ϑ(mT + p− 1); p = 1, 2, . . . , T ; (28)

(~a(m))> = (a1(m), a2(m), . . . , aT (m))>, ap(m) =

aϑ(mT + p− 1); 0 6 m 6 N ;mT + p− 1 6M ;

ap(N) = 0;M +1 6 NT +p−1 6 (N +1)T −1.
(29)

Making use of the introduced notations and
statements of Theorem 2.1 we can claim that the
following theorem holds true.

Theorem 2.2. Let a stochastic sequence ϑ(k)
with periodically stationary increments generate
by formula (28) a vector-valued stochastic
sequence ~ξ(m) which determine a stationary
stochastic nth increment sequence ~ξ(n)(m,µ)
with the spectral density matrix f(λ) =
{fij(λ)}Ti,j=1. Let {~η(m),m ∈ Z}, ~η(m) =

(η1(m), η2(m), . . . , ηT (m))>, ηp(m) = η(mT +
p − 1); p = 1, 2, . . . , T, be uncorrelated with the
sequence ~ξ(m) stationary stochastic sequence with
an absolutely continuous spectral function G(λ)
which has spectral density g(λ). Let the mini-
mality condition ( 12) be satisfied. Let coeffi-
cients ~a(k), k > 0 be determined by formula
(29). The optimal linear estimate ÂMζ of the
functional AMζ = AN~ξ based on observations

75



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

of the sequence ζ(m) = ϑ(m) + η(m) at poi-
nts of the set Z \ {0, 1, 2, . . . , N} is calculated
by formula ( 17). The spectral characteristic
~hµ,N (λ) = {hµ,N,p(λ)}Tp=1 and the value of the
mean square error ∆(f ; ÂMζ) are calculated by
formulas ( 18), ( 23) and (24) respectively.

3 Minimax-robust method of estimation

The values of the mean square errors and the
spectral characteristics of the optimal estimate of
the functional AN~ξ depending on the unobserved
values of a stochastic sequence ~ξ(m) which
determine a stationary stochastic nth increment
sequence ~ξ(n)(m,µ) with the spectral density
matrix f(λ) based on observations of the sequence
~ξ(m) + ~η(m) at points Z \ {0, 1, 2, . . . , N} can be
calculated by formulas (18), (23), (24) respecti-
vely, under the condition that spectral densities
f(λ) and g(λ) of stochastic sequences ~ξ(m) and
~η(m) are exactly known.

In practical cases, however, spectral densities
of sequences usually are not exactly known. If in
such cases a set D = Df×Dg of admissible spectral
densities is defined, the minimax-robust approach
to estimation of linear functionals depending on
unobserved values of stochastic sequences wi-
th stationary increments may be applied. This
method consists in finding an estimate that mi-
nimizes the maximal values of the mean square
errors for all spectral densities from a given class
D = Df × Dg of admissible spectral densities si-
multaneously.

To formalize this approach we present the
following definitions.

Definition 3.1. For a given class of spectral densi-
tiesD = Df×Dg the spectral densities f0(λ) ∈ Df ,
g0(λ) ∈ Dg are called least favorable in the class D
for the optimal linear estimation of the functional
AN~ξ if the following relation holds true:

∆(f0, g0) = ∆(h(f0, g0); f0, g0) =

= max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h(f, g); f, g).

Definition 3.2. For a given class of spectral densi-
ties D = Df ×Dg the spectral characteristic h0(λ)
of the optimal linear estimate of the functional
AN~ξ is called minimax-robust if there are satisfied
the conditions

h0(λ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈Df×Dg

L0−
2 (f(λ) + λ2ng(λ)),

min
h∈HD

max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h; f, g) = max
(f,g)∈Df×Dg

∆(h0; f, g).

Taking into account the introduced definiti-
ons and the derived relations we can verify that
the following lemma holds true.

Lemma 3.1. The spectral densities f0 ∈ Df , g0 ∈
Dg which satisfy the minimality condition (12) are
least favorable in the class D = Df × Dg for the
optimal linear estimation of the functional AN~ξ
based on observations of the sequence ξ(m)+η(m)
at points m ∈ Z \ {0, 1, 2, . . . , N} if the matrices
(Pµ

N )0, (Tµ
N )0, (QN )0 whose elements are defined

by the Fourier coefficients of the functions

λ2ng0(λ)

|1− eiλµ|2n
(p0(λ))−1,

λ2n

|1− eiλµ|2n
(p0(λ))−1,

f0(λ)g0(λ)(p0(λ))−1

determine a solution of the constraint optimisation
problem

max
(f,g)∈Df×Dg

(〈
[Dµ

NaN ]+µn −Tµ
Naµ, (P

µ
N )−1×

×[Dµ
NaN ]+µn−(Pµ

N )−1Tµ
Na

µ
N

〉
+〈QNaN ,aN 〉

)
=〈

[Dµ
NaN ]+µn − (Tµ

N )0aµN , ((P
µ
N )0)−1[Dµ

NaN ]+µn

− ((Pµ
N )0)−1(Tµ

N )0aµN

〉
+ 〈Q0

NaN ,aN 〉. (30)

The minimax spectral characteristic h0 =
hµ,N (f0, g0) is calculated by formula (18) if
hµ,N (f0, g0) ∈ HD.

For more detailed analysis of properties of
the least favorable spectral densities and minimax-
robust spectral characteristics we observe that the
minimax spectral characteristic h0 and the least
favourable spectral densities (f0, g0) form a saddle
point of the function ∆(h; f, g) on the set HD×D.

The saddle point inequalities

∆(h; f0, g0) > ∆(h0; f0, g0) > ∆(h0; f, g)

∀f ∈ Df ,∀g ∈ Dg,∀h ∈ HD hold true if
h0 = hµ,N (f0, g0) and hµ,N (f0, g0) ∈ HD, where
(f0, g0) is a solution of the constraint optimisation
problem

∆̃(f, g) = −∆(hµ,N (f0, g0); f, g)→ inf, (f, g) ∈ D,
(31)

where the functional ∆(hµ,N (f0, g0); f, g) is
calculated by the formula
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∆(hµ,N (f0, g0); f, g) =

=
1

2π

∫ π

−π

λ2n

|1− eiλµ|2n
[
(1− eiλµ)n( ~AN (eiλ))>g0(λ) + (~C0

µ,N (eiλ))>
]
×

× (p0(λ))−1 f(λ) (p0(λ))−1
[
(1− e−iλµ)n ~AN (e−iλ)g0(λ) + ~C0

µ,N (e−iλ)
]
dλ+

+
1

2π

∫ π

−π

1

|1− eiλµ|2n
[
(1− eiλµ)n( ~AN (eiλ))>f0(λ)− (λ)2n(~C0

µ,N (eiλ))>
]
×

× (p0(λ))−1 g(λ) (p0(λ))−1
[
(1− e−iλµ)n ~AN (e−iλ)f0(λ)− (λ)2n ~C0

µ,N (e−iλ)
]
dλ,

where
~C0
µ,N (eiλ) =

∞∑
k=0

(((Pµ
N )0)−1[Dµ

NaN ]+µn − ((Pµ
N )0)−1(Tµ

N )0aµN )ke
ikλ.

The constrained optimisation problem (31)
is equivalent to the unconstrained optimisation
problem

∆D(f, g) = ∆̃(f, g)+δ(f, g|Df ×Dg)→ inf, (32)

where δ(f, g|Df ×Dg) is the indicator function of
the set D = Df × Dg. Solution (f0, g0) to this
unconstrained optimisation problem is characteri-
zed by the condition 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), where
∂∆D(f0, g0) is the subdifferential of the functi-
onal ∆D(f, g) at point (f0, g0) ∈ D = Df ×
Dg. This condition makes it possible to find the
least favourable spectral densities in some special
classes of spectral densities D = Df ×Dg.

The form of the functional ∆(hµ,N (f0, g0); f, g)
is convenient for application the Lagrange method
of indefinite multipliers for finding solution to
the problem (32). Making use of the method of
Lagrange multipliers and the form of subdifferenti-
als of the indicator functions δ(f, g|Df × Dg) of
the set Df × Dg of spectral densities we describe
relations that determine least favourable spectral
densities in some special classes of spectral densi-
ties (see [29, 22] for additional details).

3.1 Least favorable spectral density in
classes D0 ×D1δ

Consider the problem of optimal linear esti-
mation of the functional AN~ξ which depends
on unobserved values of a sequence ~ξ(m) with
stationary increments based on observations of
the sequence ~ξ(m) + ~η(m) at points of the set
Z \ {0, 1, 2, . . . , N} under the condition that the
sets of admissible spectral densities Dkf0,Dk1δ, k =

1, 2, 3, 4 are defined as follows:

D1
f0 =

{
f

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

|1− eiλµ|2n

|λ|2n
f(λ)dλ = P

}
,

D2
f0 =

{
f

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

|1− eiλµ|2n

|λ|2n
Tr [f(λ)]dλ = p

}
,

D3
f0 =

{
f

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

|1− eiλµ|2n

|λ|2n
fkk(λ)dλ = pk

}
,

D4
f0 =

{
f

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

|1− eiλµ|2n

|λ|2n
〈B1, f(λ)〉 dλ = p

}
,

D1
1δ =

{
g

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
|Tr(g(λ)− g1(λ))| dλ 6 δ

}
,

D2
1δ =

{
g

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

∣∣gkk(λ)− g1kk(λ)
∣∣ dλ 6 δk

}
,

D3
1δ =

{
g

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
|〈B2, g(λ)− g1(λ)〉| dλ 6 δ

}
,

D4
1δ =

{
g

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

∣∣gij(λ)− g1ij(λ)
∣∣ dλ 6 δji

}
.

Here g1(λ) is a fixed spectral density, p, pk, k =
1, T , δ, δk, k = 1, T , δji , i, j = 1, T , are gi-
ven numbers, P,B1, B2 are given positive-definite
Hermitian matrices.

From the condition 0 ∈ ∂∆D(f0, g0) we find
the following equations which determine the least
favourable spectral densities for these given sets of
admissible spectral densities. Define

Cf0µ,N (eiλ) = (1− eiλµ)n ~AN (eiλ)g0(λ) + ~C0
µ,N (eiλ)

Cg0µ,N (eiλ) = (1− eiλµ)n ~AN (eiλ)f0(λ)−(λ)2n ~C0
µ,N (eiλ)

For the first set of admissible spectral densities
D1
f0 ×D1

1δ we have equations

77



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

(
Cf0µ,N (eiλ)

)(
Cf0µ,N (eiλ)

)∗
=

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
× ~αf · ~α∗f

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
, (33)

(
Cg0µ,N (eiλ)

)(
Cg0µ,N (eiλ)

)∗
=

= β2γ2(λ)|1− eiλµ|2n
(
p0(λ)

)2
, (34)

1

2π

∫ π

−π
|Tr (g0(λ)− g1(λ))| dλ = δ, (35)

where ~αf , β2, are Lagrange multipliers, the functi-
on |γ2(λ)| 6 1 and

γ2(λ) = sign (Tr (g0(λ)− g1(λ))).

For the second set of admissible spectral densi-
ties D2

f0 ×D2
1δ we have equations(

Cf0µ,N (eiλ)
)(

Cf0µ,N (eiλ)
)∗

=

= α2
f

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
(p0(λ))

)2

, (36)

(
Cg0µ,N (eiλ)

)(
Cg0µ,N (eiλ)

)∗
=
(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
×
{
β2kγ

2
k(λ)δkl

}T
k,l=1

(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
, (37)

1

2π

∫ π

−π

∣∣g0kk(λ)− g1kk(λ)
∣∣ dλ = δk, (38)

where α2
f , β

2
k are Lagrange multipliers, the functi-

ons
∣∣γ2k(λ)

∣∣ 6 1 and

γ2k(λ) = sign (g0kk(λ)− g1kk(λ)) : k = 1, T .

For the third set of admissible spectral densi-
ties D3

f0 ×D3
1δ we have equations

(
Cf0µ,N (eiλ)

)(
Cf0µ,N (eiλ)

)∗
=

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
×
{
α2
fkδkl

}T
k,l=1

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
, (39)

(
Cg0µ,N (eiλ)

)(
Cg0µ,N (eiλ)

)∗
= β2γ′2(λ)

×
(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
B>2

(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
,

(40)

1

2π

∫ π

−π
|〈B2, g0(λ)− g1(λ)〉| dλ = δ, (41)

where α2
fk, β

2 are Lagrange multipliers, the functi-
on |γ′2(λ)| 6 1 and

γ′2(λ) = sign 〈B2, g0(λ)− g1(λ)〉 .

For the fourth set of admissible spectral densi-
ties D4

f0 ×D4
1δ we have equations

(
Cf0µ,N (eiλ)

)(
Cf0µ,N (eiλ)

)∗
= α2

f×(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
B>1

(
|1− eiλµ|2n

|λ|2n
p0(λ)

)
,

(42)

(
Cg0µ,N (eiλ)

)(
Cg0µ,N (eiλ)

)∗
=
(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
× {βij(λ)γij(λ)}Ti,j=1

(
|1− eiλµ|np0(λ)

)
, (43)

1

2π

∫ π

−π

∣∣g0ij(λ)− g1ij(λ)
∣∣ dλ = δji , (44)

where α2
f , βij are Lagrange multipliers, the functi-

ons |γij(λ)| 6 1 and

γij(λ) =
g0ij(λ)− g1ij(λ)∣∣∣g0ij(λ)− g1ij(λ)

∣∣∣ : g0ij(λ)− g1ij(λ) 6= 0.

The following theorem holds true.

Theorem 3.1. The least favorable spectral densi-
ties f0(λ), g0(λ) in the classes Dkf0 × Dk1δ, k =
1, 2, 3, 4 for the optimal linear estimation of the
functional AN~ξ from observations of the sequence
~ξ(m)+~η(m) at points of the set Z\{0, 1, 2, . . . , N}
are determined by the minimality condition ( 12),
equations (33)–(35), (36)–(38), (39)–(41), (42)–
(44), respectively, the constrained optimization
problem ( 30), and restrictions on densities from
the corresponding classes Dkf0,Dk1δ, k = 1, 2, 3, 4.
The minimax-robust spectral characteristic of the
optimal estimate of the functional AN~ξ is determi-
ned by the formula ( 18).
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4 Conclusions

In this article, we present results of investigati-
on of stochastic sequences with periodically stati-
onary increments. We give definition of increment
sequence and introduce stochastic sequences wi-
th periodically stationary (periodically correlated,
cyclostationary) increments. These non-stationary
stochastic sequences combine periodic structure
of covariation functions of sequences as well as
integrating one.

We describe methods of solution of the classi-
cal estimation problem for linear functionals
constructed from unobserved values of a sequence
with periodically stationary increments. Estimates
are based on observations of the sequence wi-
th a stationary noise sequence. Estimates are
obtained by representing the sequence under
investigation as a vector-valued sequence with
stationary increments. The problem is investi-
gated in the case of spectral certainty, where
spectral densities of sequences are exactly known.
In this case we propose an approach based on
the Hilbert space projection method. We derive
formulas for calculating the spectral characteri-
stics and the mean-square errors of the opti-
mal estimates of the functionals. In the case of
spectral uncertainty where the spectral densiti-
es are not exactly known while, instead, some

sets of admissible spectral densities are specifi-
ed, the minimax-robust method is applied. We
propose a representation of the mean square error
in the form of a linear functional in L1 space wi-
th respect to spectral densities, which allows us
to solve the corresponding constrained optimizati-
on problem and describe the minimax-robust esti-
mates of the functionals. Formulas that determine
the least favorable spectral densities and minimax-
robust spectral characteristic of the optimal li-
near estimates of the functionals are derived for a
collection of specific classes of admissible spectral
densities.

These least favourable spectral density matri-
ces are solutions of the optimization problem
∆D(f, g) = ∆̃(f, g) + δ(f, g|Df × Dg) → inf,
where δ(f, g|Df ×Dg) is the indicator function of
the set D = Df × Dg. Solution (f0, g0) to this
unconstraint optimisation problem is characteri-
zed by the condition 0 ∈ ∂∆D(f0, g0), where
∂∆D(f0, g0) is the subdifferential of the functi-
onal ∆D(f, g) at point (f0, g0) ∈ D = Df ×
Dg. This condition makes it possible to find the
least favourable spectral densities in some special
classes of spectral densities. These are: classes D0

of densities with the moment restrictions, classes
D1δ which describe the “δ-neighborhood” models
in the space L1 of a fixed bounded spectral density.
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Ñó÷àñíà òåîðiÿ ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i ïðîöåñiâ áóëà ñòâîðåíà íåçàëåæíèìè çó-

ñèëëÿìè êiëüêîõ íàóêîâèõ øêië ó Ôðàíöi¨, ÑØÀ i Óêðà¨íi. Ïðîôåñîð Þ.Â.Êîçà÷åíêà áóâ çàñíîâ-

íèêîì i ëiäåðîì öüîãî íàóêîâîãî íàïðÿìêó âñåñâiòíüîâiäîìî¨ Óêðà¨íñüêî¨ éìîâiðíiñíî¨ øêîëè.

Öÿ çàìiòêà ìiñòèòü êîðîòêèé íàðèñ âíåñêó Þ.Â.Êîçà÷åíêà â òåîðiþ ñóáãàóññîâèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí i ïðîöåñiâ. Ââåäåíî êëàñ ϕ-ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i ïðîäåìîíñòðîâàíî

éîãî îñíîâíó âëàñòèâiñòü. Ïîêàçàíî çàñòîñóâàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ äî ñòîõàñòè÷íî¨ àïðîêñè-

ìàöi¨ òà ìîäåëþâàííÿ. Çîêðåìà, ïðîäåìîíñòðîâàíî ÿê öi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

íàáëèæåííÿ ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ i íàäiéíiñòþ òðà¹êòîðié ϕ-ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöå-

ñiâ. Îáãîâîðåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü äî äâîõ âàæëèâèõ àëãîðèòìiâ ó òåîði¨ ïåðåäà÷i ñèãíàëiâ:

iíòåðïîëÿöi¨ Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà i âåéâåëåò-ðîçêëàäiâ. Òàêîæ âêëþ÷åíi äåÿêi îñîáèñòi ñïî-

ãàäè àâòîðà ïðî Þ.Â.Êîçà÷åíêà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Þ.Â.Êîçà÷åíêî, ñóáãàóññîâèé, ñòîõàñòè÷íà àïðîêñèìàöiÿ, ñòîõàñòè÷íå ìî-

äåëþâàííÿ.

The modern theory of subgaussian random variables and processes was created by independent

e�orts of several research schools from France, USA and Ukraine. Professor Yu.Kozachenko was a

founder and leading �gure of this research direction of the Ukrainian probability school. An outline of

Professor Yu.Kozachenko's contribution to the theory of sub-Gaussian random variables and processes

is presented. The class of ϕ-subgaussian random variables is introduced and its key property is discussed.

Then it is demonstrated how these results can be used in stochastic approximation and modeling. In

particular, applications to approximation of trajectories of ϕ-subgaussian random processes with given

accuracy and reliability are discussed. Two important clases of algorithms from the signal processing

theory, the Shannon sampling method and wavelet decompositions, are used as examples. Some personal

memories of the author about Yu. Kozachenko are included at the end of the paper.

Key Words: Yu.Kozachenko, subgaussian, stochastic approximation, stochastic modelling.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ä.ô.-ì.í. Ìîêëÿ÷óê Ì.Ï.

Íà ñïîãàä ïðî Þðiÿ Âàñèëüîâè÷à Êîçà÷åíêà (1940-2020)

Ïðîôåñîð Þðié Âàñèëüîâè÷ Êîçà÷åíêî -
ÿñêðàâèé ïðåäñòàâíèê âèäàòíî¨ óêðà¨íñüêî¨
iìîâiðíiñíî¨ øêîëè. Ó 1968 ðîöi âií çàõèñòèâ
êàíäèäàòñüêó äèñåðòàöiþ "Ïðî ðiâíîìiðíó çái-
æíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ, ðÿäiâ i âëàñòè-
âîñòi íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ ïîëiâ". Êåðiâíè-
êîì áóâ Ìèõàéëî Éîñèïîâè÷ ßäðåíêî - îäèí iç
çàñíîâíèêiâ öi¹¨ iìîâiðíiñíî¨ øêîëè. Ïiñëÿ çàõè-
ñòó äèñåðòàöi¨ Þðié Âàñèëüîâè÷ âåñü ÷àñ ïðà-
öþâàâ íà ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòå-
òi Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìå-

íi Òàðàñà Øåâ÷åíêà. Ó 1985 ðîöi âií çàõèñòèâ
äîêòîðñüêó äèñåðòàöiþ. Çà áiëüø íiæ 50 ði-
÷íèé ïåðiîä ñâî¨ àêòèâíî¨ íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi
âií ñòâîðèâ ñâîþ âëàñíó íàóêîâó øêîëó, ïîíàä
40 éîãî ó÷íiâ çàõèñòèëè êàíäèäàòñüêi é áëèçüêî
10 äîêòîðñüêi äèñåðòàöi¨. Ïðîôåñîð Êîçà÷åíêî
îòðèìàâ íèçêó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ó
ðiçíèõ îáëàñòÿõ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i
ïîëiâ, ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòècòèêè, ñòîõàñòè÷íîãî
âåéâåëåò àíàëiçó, ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ i
¨õ çàñòîñóâàíü. Éîãî íàóêîâèé äîðîáîê âêëþ÷à¹
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ïîíàä 10 ìîíîãðàôié i 300 ñòàòåé ó ïðîâiäíèõ
ôàõîâèõ âiò÷èçíÿíèõ i ìiæíàðîäíèõ æóðíàëàõ.

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ òåì ó íàóêîâîìó äî-
ðîáêó Þðiÿ Âàñèëüîâè÷à áóâ ðîçâèòîê òåîði¨
ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i ïðîöåñiâ.
Óçàãàëüíåííÿ òåîði¨ ãàóññîâèõ ðîçïîäiëiâ i ñòî-
õàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ îäíi¹þ ç âàæëèâèõ ïðî-
áëåì òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ðîëü ÿêî¨ çðîñòà¹ ç
ðîçâèòêîì ñó÷àñíî¨ íàóêè ïðî äàíi. Ãàóññîâi ìî-
äåëi äóæå ïðèâàáëèâi ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çî-
ðó, îñêiëüêè ÷àñòî äîïóñêàþòü äîñòàòíüî ïðî-
ñòi çîáðàæåííÿ ÷è ðåçóëüòàòè â ÿâíié ôîðìi,
àëå â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ðåàëüíi äàííi íåìî-
æëèâî àäåêâàòíî îïèñàòè çà äîïîìîãîþ òàêèõ
ìîäåëåé. Ïî÷àòîê ñóáãàóññîâèõ äîñëiäæåíü áóâ
ïîêëàäåíèé ó ðîáîòi Êàõàíà [6], ÿêà çàïðîïî-
íîâàëà óçàãàëüíåííÿ, ùî ïîçáóâàþòüñÿ ãàóññî-
âèõ ïðèïóùåíü, àëå ìàþòü âëàñòèâîñòi ïîäi-
áíi äî ãàóññîâèõ. Öÿ ðîáîòà iíiöiþâàëà ïî÷àòîê
äîñëiäæåíü ó öüîìó íàïðÿìêó êiëüêîõ âèçíà-
÷íèõ éìîâiðíiñíèõ ãðóï, ÿêi íåçàëåæíî îòðè-
ìàëè ðÿä ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íà-
ïðèêëàä, ó Ôðàíöi¨ ÿñêðàâèìè ïðåäñòàâíèêà-
ìè öüîãî íàïðÿìêó ¹ Ôåðíiê, Òàëàãðàí i Ëåäó
[5, 14, 15, 16], ó ÑØÀ Äàäëi [4, 3]. Ïðîôåñî-
ðè Êîçà÷åíêî i Áóëäèãií ñòâîðèëè óêðà¨íñüêó
øêîëó. Ïiäõîäè çàçíà÷åíèõ âèùå øêië âiäðiçíÿ-
þòüñÿ i ïðåäñòàâíèêè êîæíî¨ øêîëè âèçíàëè
âíåñîê iíøèõ ãðóï. Ïî÷àòîê ðîçðîáêè öi¹¨ òå-
ìàòèêè â Óêðà¨íi áóëî ïîêëàäåíî ðîáîòîþ [8]
ïðîôåñîðà Êîçà÷åíêî.

Çîêðåìà, âií çàïðîïîíóâàâ i  ðóíòîâíî äî-
ñëiäèâ íàñòóïíå ðîçøèðåííÿ êëàñiâ ãàóññîâèõ i
ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:
Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X íàçèâà¹òüñÿ ϕ-
ñóáãàóññîâîþ, ÿêùî E(X) = 0 i iñíó¹ ñêií÷åííà

ñòàëà a > 0 òàêà, ùî

E exp (tX) 6 exp (ϕ(at))

äëÿ âñiõ t ∈ R.
Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ ùî öå îçíà÷åí-

íÿ ϕ-ñóáãàóñññîâîñòi ïîâ'ÿçàíå ç ìàòåìàòè÷íèì
ñïîäiâàííÿì, àëå ñïðàâæíÿ ñóòü éîãî â òîìó,
ùî âîíî õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó õâîñòiâ ðîçïî-
äiëiâ, à ñàìå,
ßêùî ϕ(·) ¹ N -ôóíêöi¹þ Îðëi÷à [7], òî äëÿ ϕ-
ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X ñïðàâäæó-

¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

P
(
X > x

)
6 exp

(
−ψ

(
x

τϕ(X)

))
, x > 0,

äå τϕ(X) - íîðìà X ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði.

Öåé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹ ùî êëàñè ϕ-
ñóáãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i ïðîöåñiâ
ìîæóòü çíà÷íî âiäðiçíÿòèñü âiä ãàóññîâèõ, àëå
õâîñòè ¨õ ðîçïîäiëiâ àñèìïòîòè÷íî îáìåæåíi
ïîäiáíî äî ãàóññîâèõ, ùî äà¹ çìîãó îòðèìàòè
ðiçíîìàíiòíi íîâi óçàãàëüíåííÿ. Çîêðåìà, âëà-
ñòèâîñòi òðà¹êòîðié òàêèõ ïðîöåñiâ çàëåæàòü
âiä ¨õ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ðåãóëÿðíîñòi. Çìi-
íþþ÷è ôóíêöiþ ϕ(·) ìîæíà îòðèìàòè ðiçíîìà-
íiòíi íîâi êëàñè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Çâè÷àéíî
öi êëàñè íå îáìåæóþòüñÿ ãàóññîâèìè ðîçïîäiëà-
ìè, àëå, íàïðèêëàä, òàêîæ âêëþ÷àþòü âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè ç ñèìåòðèçîâàíèìè ðîçïîäiëàìè
Âåéáóëà, ðîçïîäiëàìè ç îáìåæåíèì íîñi¹ì i áà-
ãàòî iíøèõ.

Ðåçóëüòàòîì áiëüø íiæ 30-ði÷íî¨ ïëiäíî¨
ïðàöi ñòàëî ñòâîðåííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðî-
öåñiâ â ðiçíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ, çîêðåìà,
ïðîñòîðàõ Îðëi÷à. Êëþ÷îâi ðåçóëüòàòè i ïiäõî-
äè ââiéøëè â ìîíîãðàôiþ [1], ÿêà òàêîæ ìiñòèòü
äåòàëüíèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿì-
êó íà ìîìåíò ïóáëiêàöi¨. Öÿ ìîíîãðàôiÿ ñòàëà
îäíèì ç íàéáiëüø öèòîâàíèõ êëàñè÷íèõ äæåðåë
ç òåîði¨ ñóáãàóññîâèõ ïðîöåñiâ i ¨õ ìåòðè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé.

Ó íàñòóïíi ðîêè Þðié Âàñèëüîâè÷ ïðîäîâ-
æóâàâ ðîçâèâàòè öåé íàïðÿìîê i îòðèìàâ ðÿä
íîâèõ ðåçóëüòàòiâ çi ñâî¨ìè ó÷íÿìè, àëå ôîêóñ
äîñëiäæåíü çìiñòèâñÿ äî çàñòîñóâàíü, çîêðåìà
àïðîêñèìàöi¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i ¨õ ìîäåëþ-
âàííÿ. Îñíîâíîþ òåìîþ ñòàëî çàñòîñóâàííÿ çà-
ãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ äî îöiíêè áëèçüêîñòi òðà-
¹êòîðié ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ X(t) i ¨õ àïðî-
êñèìàöié Xn(t). Ó áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ, îñî-
áëèâî â iíæåíåðíèõ íàóêàõ i åêîíîìåòðèöi, êëà-
ñè÷íà ìåòîäîëîãiÿ îöiíêè áëèçüêîñòi ïðîöåñó i
éîãî àïðîêñèìàöi¨ áàçó¹òüñÿ íà ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íîìó âiäõèëåííi supt∈[0,T ]E (X(t)−Xn(t))

2 .
Äëÿ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ öå âiäõèëåííÿ äîñèòü
ïðîñòî îá÷èñëèòè ùî i îáóìîâëþ¹ ïîïóëÿðíiñòü
öüîãî ïiäõîäó. Ïðîòå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ìå-
òðèêà ÷àñòî íåäîñòàòíÿ äëÿ àäåêâàòíîãî îöiíþ-
âàííÿ âiäõèëåíü äëÿ ðåàëüíèõ äàíèõ, îñîáëèâî
ÿêùî ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ïîòî÷êîâó ÷è
ðiâíîìiðíó áëèçüêiñòü. Êëàñè÷íèìè ïðèêëàäà-
ìè ¹ âiäòâîðåííÿ çîáðàæåíü, äå áàæàíî ìàòè
íåâåëèêi âiäõèëåííÿ â êîæíîìó ïiêñåëi åêðàíà
÷è ôîòîãðàôi¨, àáî îòðèìàíå ðàäiîîïðîìiíåííÿ,
ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç ñóìè âñiõ âiäõèëåíü âiä ðå-
êîìåíäîâàíîãî çíà÷åííÿ. Òîìó âèíèêà¹ ïîòðå-
áà ðîçãëÿäàòè iíøi òèïè âiäñòàíåé, íàïðèêëàä,
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supt∈[0,T ] |X(t)−Xn(t)| ÷è
∫ T
0 |X(t)−Xn(t)|p dt.

Ó öèêëi ðîáiò ïðîôåñîð Êîçà÷åíêî ðîçðî-
áèâ ìåòîäîëîãiþ àïðîêñèìàöi¨ é ìîäåëþâàííÿ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ç çàäàíèìè òî÷íiñòþ ε > 0
i íàäiéíiñòþ 1 − δ, 0 < δ < 1, òîáòî îäåðæàííÿ
ðåçóëüòàòiâ âèãëÿäó

P

{∫ T

0
|X(t)−Xn(t)|p dt > ε

}
6 δ i

P

{
sup
t∈[0,T ]

|X(t)−Xn(t)| > ε

}
6 δ.

Íàïðèêëàä, äëÿ àïðîêñèìàöi¨ â Lp([0, T ]) ç
òî÷íiñòþ ε i íàäiéíiñòþ 1− δ ïîòðiáíî íàêëàäà-

òè óìîâè âèãëÿäó

ε > Sn,p ·
(
f
(
p (Sn,p/ε)

1/p
))p

,

exp
{
−ϕ∗

(
(ε/Sn,p)

1/p
)}

6 δ/2,

äå ϕ∗(·) i f(·) - ïåðåòâîðåííÿ Ëåæàíäðà i ùiëü-
íiñòü ôóíêöi¨ ϕ(·) âiäïîâiäíî, à Sn,p - ñòàëà, ÿêà
çàëåæèòü âiä êëàñó ïðîöåñiâ. Îñêiëüêè âñi ñêëà-
äîâi ó òàêèõ ôîðìóëàõ îá÷èñëþþòüñÿ ÿâíî, òî,
íàïðèêëàä, öå äà¹ çìîãó ðîçâ'ÿçóâàòè âàæëèâó
ïðèêëàäíó çàäà÷ó - âèçíà÷åííÿ íåîáõiäíî¨ êiëü-
êîñòi ÷ëåíiâ n ó àïðîêñèìàöiéíèõ ôîðìóëàõ äëÿ
äîñÿãíåííÿ çàäàíèõ òî÷íîñòi i íàäiéíîñòi.

t

0
.0

0
0

.0
4

0
.0

8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Absolute values of aliasing−truncation errors

−
0

.5
0

.0
0

.5

WKS reconstruction

−
0

.5
0

.0
0

.5

X(t)

Ðèñ. 1: Òðà¹êòîðiÿ ïðîöåñó, ¨¨ àïðîêñèìàöiÿ i âiäïîâiäíà àáñîëþòíà ïîìèëêà.

Òàêi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi äëÿ øèðî-
êèõ êëàñiâ ïðîöåñiâ (âêëþ÷àþ÷è íåñòàöiîíàð-
íi ïðîöåñè, âèïàäêîâi ïîëÿ, ôðàêòàëüíi ïðîöå-
ñè, i ò.ï.) i ðiçíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ñõåì. Íà-
ïðèêëàä, äëÿ êëàñè÷íî¨ ñõåìè Êîòåëüíèêîâà-
Øåííîíà [9, 10], ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ïåðå-
äà÷i ðàäiîñèãíàëiâ i çîáðàæåíü ç 50-õ ðîêiâ ìè-
íóëîãî ñòîði÷÷ÿ,

Xn(t) :=

n∑
k=−n

sin
(
ω
(
t− kπ

ω

))
ω
(
t− kπ

ω

) X

(
kπ

ω

)
.

äå ω ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî äiïàçîí äîçâî-
ëåíèõ ÷àñòîò. Ðèñóíîê 1 äåìîñòðó¹ ðåàëiçàöiþ

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X(t), éîãî àïðîêñèìàöiþ
Xn(t) ìåòîäîì Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà òà âiä-
ïîâiäíi àáñîëþòíi çíà÷åííÿ ïîìèëêè àïðîêñè-
ìàöi¨ |X(t)−Xn(t)|.

Iíøèé ïðèêëàä - âåéâåëåò íàáëèæåííÿ ñòî-
õàñòè÷íèõ ñèãíàëiâ [11]

Xn,kn(t) =
∑
|k|6k′0

ξ0kφ0k(t) +
n−1∑
j=0

∑
|k|6kj

ηjkψjk(t) ,

äå kn := (k′0, k0, ..., kn−1),

ξ0k =

∫
R
X(t)φ0k(t) dt, ηjk =

∫
R
X(t)ψjk(t) dt ,

à φ i ψ ïîçíà÷àþòü áàçèñè f òà m âåéâåëåòiâ.
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Påçóëüòàòè ç ìîäåëþâàííÿ é àïðîêñèìàöi¨
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ óâiéøëè ó íîâi ìîíîãðà-
ôi¨ ïðîôåñîðà Êîçà÷åíêà ç éîãî ó÷íÿìè, íàïðè-
êëàä, [2, 12, 13].

Ïiäñóìîâóþ÷è ïîïåðåäí¹, ìîæåìî ñòâåðæó-
âàòè ùî ïðîôåñîðîì Êîçà÷åíêîì áóëà ñòâîðå-
íà ïîòóæíà çàâåðøåíà òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ ó ðiçíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ ç ìåòîäî-
ëîãi¹þ ìîäåëþâàííÿ é àïðîêñèìàöi¨ âàæëèâèõ
äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü êëàñiâ ôóíêöiî-
íàëüíèõ äàíèõ.

Öi, òà iíøi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíüÞðiÿ Âà-
ñèëüîâè÷à áóëè âiäçíà÷åíi áàãàòüìà íàãîðîäà-
ìè, çîêðåìà Äåðæàâíîþ ïðåìi¹þ Óêðà¨íè â ãà-
ëóçi íàóêè i òåõíiêè (2003) i ïðåìi¹þ ÍÀÍÓêðà-
¨íè iìåíi Ì. Ì. Êðèëîâà (2012).

Íà çàâåðøåííÿ äåÿêi îñîáèñòi ñïîãàäè ïðî
Þðiÿ Âàñèëüîâè÷à. Àâòîð öi¹¨ çàìiòêè áóâ çíà-
éîìèé ç íèì ç 1986 ðîêó, ç òîãî ÷àñó ÿê Þðié
Âàñèëüîâè÷ ÷èòàâ éîìó êóðñ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòà-
òèñòèêè. Ìè ïðàöþâàëè áàãàòî ðîêiâ íà îäíié
êàôåäði, áóëè ðàçîì ó ðåäêîëåãié æóðíàëó Òå-
îðiÿ Éìîâiðíîñòåé i Ìàòåìàòè÷íà Ñòàòèñòèêà.
Îòðèìàëè ç íèì êiëüêà ñóìiñíèõ ãðàíòiâ i Þðié
Âàñèëüîâè÷ êiëüêà ðàçiâ ïðè¨çäèâ äî Ìåëüáóð-

íà. ßê ìàòåìàòèê, Þðié Âàñèëüîâè÷, çàâæäè
âðàæàâ ìåíå çíàííÿì äóæå òîíêèõ ðåçóëüòàòiâ.
Áóëî íå îäèí ðàç, êîëè ìè ïèñàëè ñóìiñíi ñòàò-
òi ÷è ìåíi ïðèñèëàëè íà ðåöåíçiþ ðîáîòè éîãî
ó÷íiâ, ùî â äîâåäåííi çíàõîäèëîñü âàæêå ìiñöå
÷è íåòî÷íiñòü. I òóò Þðié Âàñèëüîâè÷ ÿê ç ÿêî-
¨ñü ìàãi÷íî¨ ñêðèíi âèéìàâ êàðêîëîìíó íåðiâ-
íiñòü, ÿêà âèïðàâëÿëà âñå äîâåäåííÿ.

Áóâ ó÷åíèì, ÿêèé äiéñíî ñòàâèâ ìàòåìàòè-
êó ïîíàä óñi îñîáèñòi ïðîáëåìè. Çãàäàâñÿ îäèí ç
éîãî ïðè¨çäiâ äî Ìåëüáóðíà. Îäíîãî äíÿ ìè äî-
ìîâèëèñü çóñòðiòèñü â óíiâåðñèòåòi ùîá îáãîâî-
ðèòè ñóìiñíó ñòàòòþ. �äó÷è ç ãîòåëþ â óíiâåðñè-
òåò Þðié Âàñèëüîâè÷ ïîòðàïèâ ó ñåðéîçíó àâà-
ðiþ. ßêáè çóñòði÷íà ìàøèíà âäàðèëà ìàøèíó
â ÿêié çíàõîäèâñÿ Þðié Âàñèëüîâè÷ íà ïiâ ìå-
òðà ëiâiøå, òî ìîæëèâî âñå çàêií÷èëîñü áè äëÿ
íüîãî i âîäiÿ äóæå ïîãàíî. Ñèòóàöiÿ áóëà ñòðå-
ñîâà, íà ìiñöå àâàði¨ ïðè¨õàëà ïîëÿöiÿ, ó âîäiÿ
ìàøèíè áóâ íåðâîâèé çðèâ. Êîëè íàðåøòi Þðié
Âàñèëüîâè÷ ïðè¨õàâ â óíiâåðñèòåò, íà ìî¨ ñõâè-
ëüîâàíi çàïèòàííÿ ïðî òå ÿê âií ñåáå ïî÷óâà¹
âiäïîâiäü áóëà: "Âñå äîáðå, à îò ùî ÿ Âàì õî÷ó
ñêàçàòè ïðî Òåîðåìó 2 ...".

Ðèñ. 2: Þ.Â.Êîçà÷åíêî ç àâòîðîì ó Ìåëüáóðíi

Îäíà ç îñíîâíèõ îñîáèñòèõ ðèñ Þðiÿ Âà-
ñèëüîâè÷à, ÿêà ìàáóòü i ïðèâàáëþâàëà äî íüî-
ãî òàê áàãàòî ó÷íiâ, áóëà éîãî âiäíîøåííÿ äî
iíøèõ. Äî êîæíîãî âií ãîâîðèâ ÿê äî ðiâíîãî,
íiêîëè íå ïîêàçóâàâ ñâî¹¨ âèùîñòi â çâàííÿõ,
îñâiòi ÷è ïîëîæåííi. Öå ñòâîðþâàëî òàêó àòìî-
ñôåðó ïðîñòîòè é äîñòóïíîñòi â ñïiëêóâàííi, äî
ÿêî¨ òÿãíóëèñü ñòóäåíòè, àñïiðàíòè, êîëåãè. Éî-
ãî ó÷íiâ ìîæíà çíàéòè â óíiâåðñèòåòàõ êîæíîãî

ðåãiîíó Óêðà¨íè. Çäàâàëîñü ùî íà êàôåäði âií
íiêîëè íå áóâà¹ ñàì, âåñü ÷àñ êîëî íüîãî áóëè
éîãî àñïiðàíòè é êîëèøíi ó÷íi. Äëÿ êîæíîãî ó
íüîãî áóëà çàäà÷à i ïëàí ñòàòòi. Âií ùå âñòèãàâ
¨çäèòè â Óæãîðîä, ×åðíiâöi,... ÷èòàòè òàì êóðñè
é ãîòóâàòè êàäðè äëÿ ìiñöåâèõ óíiâåðñèòåòiâ.

Þðié Âàñèëüîâè÷ áóâ â÷èòåëåì ó íàéâèùî-
ìó ðîçóìiííi öüîãî ñëîâà. Ùå îäíà iñòîðiÿ, ÿêó
ÿ ÷àñòî çãàäóþ, òðàïèëàñü â ìî¨ óíiâåðñèòåòñüêi
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ðîêè. Îäèí ç ìî¨õ îäíîêóðñòíèêiâ ìàâ ñêëàäà-
òè iñïèò Þðiþ Âàñèëüîâè÷ó, àëå òàê çàõîïèâñÿ
ìàòåìàòè÷íîþ ëîãiêîþ é îñíîâàìè ìàòåìàòèêè,
ùî ìàéæå íå ãîòóâàâñÿ äî åêçàìåíó. Çâè÷àéíî,
Þðié Âàñèëüîâè÷ öå ìîìåíòàëüíî ç'ÿñóâàâ, àëå
çàìiñòü òîãî ùîá "âëiïèòè"äâiéêó, ïî÷àâ ðîçïè-
òóâàòè ÷èì öåé ñòóäåíò çàéìà¹òüñÿ. Çðîçóìiâ-
øè ùî òîé íå ïðîñòî ïðîãóëþ¹ éîãî ïðåäìåò,
à ñåðéîçíî ïðàöþ¹ íàä iíøèìè ìàòåìàòè÷íèìè
ïðîáëåìàìè, ïîñòàâèâ âiäìiííî.

Íåôîðìàëüíå ñòàâëåííÿ Þðiÿ Âàñèëüîâè-
÷à äî ëþäåé, âìiííÿ äèâèâñÿ â ñóòü i âiäêèíóòè
äðóãîðÿäíå, ÷àñòî áóëî áiëüø äi¹âèì i ïîâ÷àëü-
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У цiй статтi для побудови моделей стохастичних процесiв, що наближає процеси iз зада-
ною надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp ([0, T ]) використано зображення випадкових про-
цесiв у виглядi випадкових рядiв з некорельованими членами, отриманi в роботi Ю. В. Ко-
заченко, I. В. Розора, Є. В. Турчина (2007) [1]. Подiбнi конструкцiї були дослiдженi у книзi
Ю. В. Козаченка та iн. [2] у загальному випадку. Однак виникають додатковi труднощi при
побудовi моделей конкретного процесу, такi як, наприклад, вибiр вiдповiдного базису в L2(R).
У цiй статтi побудованi моделi, якi наближають гауссовий процес зi стiйкою кореляцiйною
фунцiєю ρα(h) = EXα(t+h)Xα(t) = B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0 з параметром α = 2, що є цен-
трованим стацiонарним процесом iз заданою надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp ([0, T ]).
А також знайдено швидкостi збiжностi моделей, сформульовано вiдповiднi теореми. Розгля-
нуто способи зображення та основнi властивостi процесу зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0. У якостi базису в просторi L2(T) використовуються функцiї

Ермiта.
Ключовi слова: кореляцiйна фунцiя, моделювання, модель процесу, точнiсть, надiйнiсть.

In this paper, the representation of random processes in the form of random series with uncorrelated
members obtained in the work by Yu. V. Kozachenko, I.V. Rozora, E.V. Turchina (2007) [1]. Si-
milar constructions were studied in the book by Yu. V. Kozachenko and others. [2] in the general
case. However, there are additional difficulties in construction of models of specific process, such as,
for example, selection of the appropriate basis in L2(R). In this paper, models are constructed that
approximate the Gaussian process with a stable correlation function ρα(h) = EXα(t + h)Xα(t) =
B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0 with parameter α = 2, which is a centered stationary process with a
given reliability and accuracy in the space Lp ([0, T ]). And also the rates of convergence of the models
are found, the corresponding theorems are formulated. Methods of representation and main properties
of the process with a stable correlation function ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 are considered. As a

basis in the space L2(T) Hermitian functions are used.
Key Words: correlation function, simulation, model of the process, accuracy, reliability.

Статтю представила д.ф.-м.н. Розора I.В.

1 Гауссовий процес зi стiйкою кореля-
цiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0

Означення 1.1. [3] Стацiонарний випадковий
процеc X = {X(t), t ∈ [0, T ]} називається гаус-
совим процесом зi стiйкою кореляцiйною фун-
цiєю з параметром α = 2, якщо EX(t) = 0 та

E(X(t+ h)X(t)) = σ2 · exp
{
−ah2

}
,

де σ2 > 0, a > 0 - деякi константи.

Щоб отримати зображення процесу у ви-
глядi ряду некорельованих членiв, потрiбна на-
ступна теорема.

Теорема 1.1 ([1])). Нехай X = {X(t), t ∈
[0, T ]}, EX(t) = 0 є випадковим процесом дру-
гого порядку з кореляцiйною функцiєю R(t, s) =
E(X(t)X(s)). Нехай (Λ, βΛ, µ) – вимiрний про-
стiр з σ-скiнченною мiрою µ, функцiя fi(t, λ),

c⃝ М.Ю. Петранова, 2020
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t ∈ T, i = 1, ..., n належать до L2(Λ, µ),
та {gk(λ), k ∈ R} – ортонормований базис в
L2(Λ, µ). Нехай кореляцiйна функцiя R(t, s) мо-
же бути представлена у формi

R(t, s) =

n∑
i=1

∫
Λ
fi(t, λ) ¯fi(t, λ)dµ(λ).

Тодi процес Z(t) може бути зображенний у ви-
глядi ряду, збiжного у середньоквадратичному

X(t) =
n∑

i=1

∑
k∈N

aik(t)ξik,

де
aik(t) =

∫
Λ
fi(t, λ) ¯gk(λ)dµ(λ),

Eξik = 0, Eξikξ̄jl = δijδkl.

δkl =

{
0, k ̸= l,
1, k = l

– дельта-функцiя Кронекера.

Означення 1.2. [4] Функцiї

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
(1)

називаються функцiями Ермiта, де

Hk(u) = (−1)keu
2/2 dn

dun
e−u2/2 (2)

полiноми Ермiта.

[4] Система функцiй

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
– це повна ортонормальна система, тобто∫ ∞

−∞
gk(u)gm(u) =

{
0, k ̸= m,
1, k = m.

Теорема 1.2. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]} –
гауссовий процес зi стiйкою кореляцiйною фун-
цiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0. Тодi про-

цес X(t) може бути зображенний у виглядi ря-
ду, збiжного у середньоквадратичному

X(t) =

∞∑
k=1

akl(t) · ξk +
∞∑
k=1

ak2(t) · ηk, (3)

де Eξk = Eηk = 0, Eξkξl = δkl, Eηkηl = δkl,
Eξkηl = 0,

ak1(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

(4)

ak2(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du.

(5)

Доведення. Доведення цiєї теореми випливає з
теореми 1.1. В нашому випадку маємо:

R(s, t) = σ2 · exp
{
−a(t− s)2

}
=

= σ2 1√
4πa

∫ ∞

−∞
cos((t− s)x) · exp

{
−u2

4a

}
dx =

=

∫ ∞

−∞

(
σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
cos tx

)
×

×
(

σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
cos sx

)
dx+

+

∫ ∞

−∞

(
σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
sin tx

)
×

×
(

σ

(4πa)1/4
exp

{
−u2

8a

}
sin sx

)
dx.

Тобто, в позначеннях теореми 1.2 n = 2, ak1 i
ak2 визначенi в теоремi.

Далi припускаємо, що X(t) – процес Гаусса.
У цьому випадку всi випадковi величини ξk та
ηk є незалежними.

2 Модель гауссового стацiонарного про-
цесу зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю
ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 в просторi

Lp([0, T ])

Означення 2.1. Модель XN (t) наближає процес
X(t) з надiйнiстю
1 − α, α > 0 та точнiстю β > 0 у просторi
Lp([0, T ]), p > 1, t ∈ [0, T ], якщо

P

{
∥X(t)−XN (t)∥p > β

}
=

= P

{(∫ T

0
|X(t)−XN (t)|pdt

)1/p
> β

}
6 α.

(6)
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Лема 2.1. Нехай X(t) – гауссовий процес
зi стiйкою кореляцiйною фунцiєю ρ2(h) =

B2 exp
{
−d|h|2

}
, d > 0. Якщо XN (t) – модель

цього процесу, тодi має мiсце така оцiнка(
sup

t∈[0,T ]
E(X(t)−XN (t))2

)1/2

6 BN , (7)

де

BN =
σK

(πa)1/4
√
N + 2

×

×

(
2
√
2πa

a
T 2 + 4(2a+ 1)T+

+
2πa

a
(2a2 + 3a+ 1). (8)

Доведення. З теореми 1.2 та означення 1.2 ви-
пливає, що

E (X(t)−XN (t))2 =
∞∑

k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
,

(9)
де

ak1(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

ak2(t) =

∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du,

gk(u) =
Hk(u)√

k!
· 1

4
√
2π

exp

{
−u2

4

}
(див. означен-

ня 1.1). Потрiбно оцiнити |ak1| та |ak2|:

|ak1(t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du
∣∣∣∣ .

Використовуючи iнтегрування частинами, вла-
стивостi полiномiв Ермiта, аналогiчно до мiрку-
вань, проведених в книзi Ю. В. Козаченко та iн.
([2]), отримуємо для |ak1(t)| наступнi спiввiдно-
шеня

|ak1(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · gk(u)du

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a ×

× Hk(u)√
k!

· e−
u2

4 · 1
4
√
2π

du

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a ×

× e−
u2

4

√
k + 1

√
(k + 1)!

· ∂Hk+1(u)

∂u
· du

∣∣∣∣∣.

З нерiвностi Крамера [5] випливає, що для будь-
якого u маємо
|gk(u) 6 K|, де K = 1, 086435. Таким чином,∣∣∣∣∣ 1

4
√
2π

· Hk(u)√
(k + 1)!

exp

{
−u2

4

}∣∣∣∣∣ 6 const.

Тому e−
u2

8a · 1
4
√
2π

· Hk(u)√
(k + 1)!

exp

{
−u2

4

}
→ 0,

коли u → ±∞. Звiдси

|ak1(t)| =

=

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× Hk+1(u)√
k + 1

√
(k + 1)!

∣∣∣∣∣.
За допомогою повторного iнтегрування части-
нами, отримуємо

|ak1(t)| =

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a × u2

4

)
∂u

×

× Hk+1(u)√
k + 1

√
(k + 1)!

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣− 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× 1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

· ∂Hk+2(u)

∂u

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u

×

× 1√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

·Hk+1(u)

∣∣∣∣∞
−∞

+

+
1

4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u2

×

× Hk+2(u)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

du ·Hk+1(u)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
4
√
2π

·
∫ ∞

−∞

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a · u2

4

)
∂u2

×

× Hk+2(u)√
(k + 1)(k + 2)

√
(k + 2)!

du ·Hk+1(u)

∣∣∣∣∣.
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З нерiвностi Крамера [5] ми отримуємо:

|ak1(t)| 6
K√

(k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ ,
(10)

де

Z1(t, u) =

∂2

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
∂u2

−

− u

∂

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
∂u

+

+
u2 − 2

4

(
σ

(4πa)1/4
· cos tu · e−

u2

8a

)
.

Отже

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu · (u2(2a+ 1)2−

− (16a2t2 + 8a2 + 4a))tu×

× sin tu

(
1

2a
+ 1

))
du

∣∣∣∣∣.

Оцiнимо вираз пiд знаком iнтеграла

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ σ

(4πa)1/4

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu×

×
(
u2(2a+ 1)2 − (16a2t2 + 8a2 + 4a)

)
+

+ tu · sin tu
(

1

2a
+ 1

))
du

∣∣∣∣∣ 6

6
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣ σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(
1

16a2
cos tu×

×
(
u2(2a+ 1)2 − (16a2t2 + 8a2 + 4a)

)
+

+ tu · sin tu
(

1

2a
+ 1

))∣∣∣∣∣du 6

6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(∣∣∣∣ 1

16a2

∣∣∣∣| cos tu| · (∣∣u2(2a+ 1)
∣∣+

+
∣∣− (16a2t2 + 8a2 + 4a

∣∣))+
+ |tu| · | sin tu|

∣∣∣∣ 12a + 1

∣∣∣∣
)
du 6

6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· e−

u2

8a

(
1

16a2
·
(
u2(2a+ 1)2+

+
(
16a2t2 + 8a2 + 4a

))
+ t|u|

( 1

2a
+ 1
))

du =

=
(2a+ 1)2

16a2
· σ

(4πa)1/4

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · u2du+

+
(
16a2t2 + 8a2 + 4a

) ∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du+

+ t
( 1

2a
+ 1
)∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · |u|du.

Тепер знайдемо значення наступних iнте-
гралiв:∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du =

=
1√

2π
√
4a

∫ ∞

−∞
e−

u2

2
· 1
4adu

√
2π

√
4a = 2

√
2πa,

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a u2du =

=
1√

2π
√
4a

∫ ∞

−∞
e−

u2

2 u2du
√
2π

√
4a = 4a

√
2π

√
4a =

= 8a
√
2πa,

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a |u|du =

= 2

∫ ∞

−∞
e−

u2

2 udu = 2

∫ ∞

−∞
d

(
e−

u2

8a

)
· 4a = 8a.

Замiнюємо цi значення на початкову нерiв-
нiсть
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∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣∣ 6
6 σ

(4πa)1/4

(
(2a+ 1)2

16a2

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a · u2du+

+
(16a2t2 + 8a2 + 4a)

16a2

∫ ∞

−∞
e−

u2

8a du+

+ t
( 1

2a
+ 1
)∫ ∞

−∞
e−

u2

8a |u|du

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(
(2a+ 1)2

16a2
· 8a

√
2πa+

+

(
16a2t2 + 8a2 + 4a

)
16a2

×

× 2
√
2πa+ t

( 1

2a
+ 1
)
8a

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(√
2πa

2a

(
(2a+ 1)2+

+ (4at2 + 2a+ 1)
)
+ 4t(2a+ 1)

)
=

=
σ

(4πa)1/4

(√
2πa

2a

(
2at2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4t(2a+ 1)

)
,

тодi

|ak1(t)| 6
K√

(k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
Z1(t, u)du

∣∣∣∣∣ 6
6 K√

(k + 1)(k + 2)
· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2at2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4t(2a+ 1)

)
. (11)

I з того, що t ∈ [0, T ], маємо

sup
t∈[0,T ]]

|ak1(t)| 6

6 K√
(k + 1)(k + 2)

· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4T (2a+ 1)

)
. (12)

Аналогiчно, до мiркувань проведених вище,
для функцiї

ak2(t) 6
∫ ∞

−∞

σ

(4πa)1/4
· sin tu · e−

u2

8a · gk(u)du

отримаємо таку оцiнку:

sup
t∈[0,T ]]

|ak2(t)| 6

6 K√
(k + 1)(k + 2)

· σ

(4πa)1/4
×

×

(√
2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+ 4T (2a+ 1)

)
.

(13)

I нарештi, отримуємо оцiнку для
sup

t∈[0,T ]
E
(
X(t)−XN (t)

)2:
sup

t∈[0,T ]
E
(
X(t)−XN (t)

)2 6
6

∞∑
k=N+1

(
K√

(k + 1)(k + 2)

)2

×

× 2

(
σ

(4πa)1/4

(√2πa

a

(
2aT 2 + 2a2 + 3a+ 1

)
+

+ 4T (2a+ 1)
))2

=

=
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
2
√
2πa

a
T 2+ (14)

+ 4(2a+ 1)T +

√
2πa

a

(
2a2 + 3a+ 1

))2

.

(15)

Беремо квадратний корiнь з обох сторiн нерiв-
ностi i отримуємо оцiнку цiєї леми.
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Теорема 2.1. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]}
– гауссовий вимiрний випадковий процес. Тодi

для ε > C
1/2
p , де C =

∫ T

0

(
E(X(t))2

)p/2
dt < ∞,

має мiсце нерiвнiсть

P
{
∥X(t)∥p > ε

}
6 2 exp

{
− ε2

2C2/p

}
. (16)

Доведення. Нерiвнiсть (16) випливає з наслiдку
2.1 з роботи [6].

Лема 2.2. Нехай X(t) = {X(t), t ∈ [0, T ]} –
вимiрний гауссовий процес зi стiйкою кореля-
цiйною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d >

0. Якщо XN (t) – модель цього процессу, тодi
справедлива наступна оцiнка∫ T

0

(
E
(
X(t)−XN (t)

)2)p/2
dt 6 L

p/2
N , (17)

де

LN =
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
8πT

2(2p+1)
p

a(2p+ 1)2/p
+

+
16

√
2πa(2a+ 1)

a
· T

3p+2
p(

3p
2 + 1

)2/p+
+

(
16(2a+ 1)2 +

8π

a
(2a2 + 3a+ 1)

)
×

× T
2(p+1)

p

(p+ 1)2/p
++8(2a+ 1)

√
2πa

a
×

× (2a2 + 3a+ 1)
T

p+2
p(

p
2 + 1

)2/p+
+

2π

a
(2a2 + 3a+ 1)2T 2/p

)
. (18)

Доведення. Застосовуючи оцiнки (9) та (14) з
леми 2.1, отримаємо

E
(
X(t)−XN (t)

)2
=

∞∑
k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
,

∞∑
k=N+1

(
a2k1(t) + a2k2(t)

)
6

6 σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
2
√
2πa

a
t2+

+ 4(2a+ 1)t+

√
2πa

a
(2a2 + 3a+ 1)

)2

.

Отже,(∫ T

0

(
E
(
X(t)−XN (t)

)2)p/2
dt

)2/p

6

6 σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
I1 + I2 + I3 + I4 + I5

)
=

=
σ2K2

(πa)1/2(N + 2)

(
8πT

2(2p+1)
p

a(2p+ 1)2/p
+

+
16

√
2πa(2a+ 1)

a
×

× T
3p+2

p(
3p
2 + 1

)2/p +

(
16(2a+ 1)2+

+
8π

a
(2a2 + 3a+ 1)

)
· T

2(p+1)
p

(p+ 1)2/p
+

+ 8(2a+ 1)

√
2πa · T

p+2
p

a
(p
2 + 1

)2/p (2a2 + 3a+ 1)+

+
2π

a
(2a2 + 3a+ 1)2T 2/p

)
.

де

I1 =

(∫ T

0

(8π
a
t4
)p/2

dt

)2/p

,

I2 =

(∫ T

0

(16√2πa(2a+ 1)

a
t3
)p/2

dt

)2/p

,

I3 =

(∫ T

0

(
(16(2a+1)2+

8π

a
(2a2+3a+1))t2

)p/2
dt

)2/p

,

I4 =

(∫ T

0

(
8(2a+1)

√
2πa

a
(2a2+3a+1)t

)p/2
dt

)2/p

,

I5 =

(∫ T

0

(2π
a
(2a2 + 3a+ 1)2

)p/2
dt

)2/p
)
.

Теорема 2.2. Нехай X(t) = {XN (t), t ∈ [0, T ]}
– вимiрний гауссовий процес зi стiйкою ко-
реляцiйною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
,

d > 0. Модель XN (t) наближає процес X(t) у
просторi Lp([0, T ]) з точнiстю β i надiйнiстю
1− α, 0 < α < 1, якщо N > 0 таке, що

LN 6 β2

p
(19)
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та

LN 6 β2(
2
(
ln 2
)) , (20)

де LN визначається формулою (18).

Доведення. З нерiвностi (16) i леми 2.2, якщо
ε > L

1/p
N p1/2 отримаємо

P

{
|X(t)−XN (t)|p > ε

}
6 2 exp

{
− ε2

2LN

}
.

(21)

Якщо в (21) замiсть ε покласти β, тодi умови
теореми виконуються, якщо

β > L
p/2
N p1/2,

2 exp

{
− β2

2LN

}
6 α,

тобто, якщо виконуються умови (19) i (20), тодi
має мiсце теорема.

3 Висновки

У даннiй роботi побудовано моделi, якi набли-
жають гауссовий процес зi стiйкою кореляцiй-
ною фунцiєю ρ2(h) = B2 exp

{
−d|h|2

}
, d > 0 iз

заданою надiйнiстю 1−α, 0 < α < 1 та точнiстю
β > 0 в просторi Lp([0, T ]), p > 1.

Автор висловлює глибоку подяку сво-
єму керiвнику i наставнику Юрiю Васи-
льовичу Козаченко. З пам’яттю у серцi...
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Вибiркова неперервнiсть з iмовiрнiстю
одиниця для оцiнки iмпульсної
перехiдної функцiї
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Sample continuity with probability one
for the estimator of impulse response
function

Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01033, Kyiv, 64 Volodymyrska st.
e-mail: irozora@bigmir.net

В роботi дослiджується фiзично здiйснима однорiдна лiнiйна система з iмпульсною пере-
хiдною функцiєю. В якостi оцiнки iмпульсної функцiї розглядається сумiсна корелограма мiж
процесами на входi та виходi системи. Знаходяться умови, за яких траєкторiї оцiнки iмпуль-
сної функцiї є рiвномiрно неперервними з iмовiрнiстю одиниця.

Ключовi слова: iмпульсна перехiдна функцiя, лiнiйна однорiдна система, гауссовий процес,
сумiсна корелограма, вибiркова неперервнiсть.

The problem of estimation of a stochastic linear system has been a matter of active research for
the last years. One of the simplest models considers a ‘black box’ with some input and a certain output.
The input may be single or multiple and there is the same choice for the output. This generates a
great amount of models that can be considered. The sphere of applications of these models is very
extensive, ranging from signal processing and automatic control to econometrics (errors-in-variables
models). In this paper a time-invariant continuous linear system is considered with a real-valued impulse
response function. We assume that impulse function is square-integrable. Input signal is supposed to
be Gaussian stationary stochastic process with known spectral density. A sample input–output cross-
correlogram is taken as an estimator of the response function. The conditions on sample continuousness
with probability one for impulse response function are investigated.

Key Words: impulse response function, linear time-invariant system (LTI), Gaussian process, cross-
correlogram, sample continuity.

Статтю представив д.ф.-м.н.Моклячук М.П.

1 Вступ

Задача оцiнювання характеристик лiнiйних си-
стем рiзної фiзичної природи виникає у бага-
тьох галузях, наприклад, у радiофiзицi, сейсмо-
логiї, метеорологiї, теорiї сигналiв та автомати-
чного контролю, теорiї фiльтрацiї, фiнансовiй
математицi тощо. Останнiм чсом цей напрямок
досить активно розвивається.

Деякi методи оцiнювання невiдомих iм-
пульсних перехiдних функцiй лiнiйних систем
та вивчення властивостей вiдповiдних оцiнок
розглядались у роботах В.Булдигiна та його
учнiв. У класi лiнiйних систем важливий пiд-
клас складають неперервнi однорiднi системи.
В якостi оцiнок беруться сумiснi перiодограми
або сумiснi корелограми мiж процесами на вхо-
дi та виходi системи.

Для корелограмної дискретної за ча-
сом оцiнки у роботах В.Булдигiна, В.Зайця,

В.Курочки та Ф.Уцета [3] вивчалися умови
асимптотичної незмiщеностi та конзистентностi
у середньому квадратичному, а також умови
асимптотичної нормальностi як у сенсi збiжно-
стi скiнченновимiрних розподiлiв, так у сенсi
збiжностi вiдповiдних розподiлiв у просторi не-
перервних функцiй.

В працях В.Булдигiна та I.Блажiєвської
[1] встановлюється асимптотична незмiщенiсть
та конзистентнiсть у середньому квадрати-
чному корелограмної iнтегральної оцiнки; з
менш обмежувальними умовами, нiж в статтях
В.Булдигiна i Фу Лi, вивчались питання асим-
птотичної нормальностi оцiнки та похибки оцi-
нювання у просторi неперервних функцiй.

Потрiбно зауважити, що у роботах профе-
сора Булдигiна В. та його учнiв вивчаються
асимптотичнi властивостi оцiнок перехiдної iм-
пульсної функцiї i не придiляється увага зна-

c⃝ I.В. Розора, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/3.10
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ходженню точних оцiнок розподiлiв для супре-
муму похибки оцiнювання. Вперше такi оцiнки
були знайденi в роботi Ю. Козаченка та I. Роз-
ори [4].

У статтях [5, 6] знайденi швидкiсть збiжно-
стi корелограмної оцiнки перехiдної функцiї в
просторах C(T ) i Lp(T ) вiдповiдно.

В данiй роботi розглядається корелограмна
iнтегральна оцiнка iмпульсної перехiдної фун-
кцiї та знаходиться достатнi умови рiвномiрної
неперервностi траєкторiй оцiнок iмпульсної пе-
рехiдної функцiї. Цi результати грунтуються на
теорiї квадратично-гауссових випадових вели-
чин.

2 Корелограми та їх властивостi

Розглянемо фiзично здiйсниму однорiдну си-
стему з iмпульсною перехiдною функцiєю
H(τ), τ ∈ R. Це означає, що дiйснозначна фун-
кцiя H(τ) = 0 при τ < 0, а реакцiя системи
на допустимий вхiдний сигнал X(t), t ∈ R, має
вигляд

Y (t) =

∫ ∞

0
H(τ)X(t− τ)dτ. (1)

При вивченнi таких систем виникає зада-
ча оцiнювання функцiї H за спостереженнями
за реакцiєю системи на вхiдний сигнал. У да-
нiй статтi розглядається корелограмний метод
оцiнювання iмпульсної перехiдної функцiї H за
умови H ∈ L2(R).

Розглянемо дiйснозначний стацiонарний
центрований гауссiвський випадковий процес
X = (X(t), t ∈ R), що збурює систему (1). Не-
хай f = (f(λ), λ ∈ R) — спектральна щiльнiсть
процесу X. Припускаємо, що дана функцiя не-
перервна i задовольняє умовам

sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞;

KX ∈ L1(R),

де KX(t) =
∞∫

−∞
eiλtf(λ)dλ, t ∈ R, — кореляцiй-

на функцiя випадкового процесу X.
Оцiнку для H в точцi τ, τ > 0, визначи-

мо у виглядi сумiсної емпiричної корелограми

мiж вхiдним та вихiдним процесами (див., на-
приклад, [1])

ĤT (τ) =
1

T

∫ T

0
Y (t+ τ)X(t)dt, τ > 0, (2)

де T — довжина iнтервалу усереднення, при
цьому пiдходi до оцiнювання H припускається
також, що X(t) = X∆(t), тобто на вхiд системи
подається сiм’я процесiв, залежних вiд параме-
тра ∆ > 0 та iз певним виглядом спектральної
щiльностi. В подальшому параметр ∆ будемо
опукати.

Припустимо, що H ∈ L2(R).
Через

H∗(λ) =

∫ +∞

−∞
eiλtH(t)dt, λ ∈ R,

позначимо перетворення Фур’є- Планшереля
функцiї H.

Зауваження 1. Iнтеграли в (1) та (2) роз-
глядаються як середньоквадратичнi iнтеграли
Рiмана.

Iнтеграл в (1) iснує тодi i тiльки тодi, ко-
ли iснує iнтеграл Рiмана

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)KX(s− τ)H(s)dsdτ. (3)

Якщо в даному iнтегралi використати
зображення кореляцiйної функцiї через спе-
ктральну щiльнiсть та перетворення Фур’є-
Планшереля для функцiї H(τ), отримаємо

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)K(s− τ)H(s)dsdτ =

=

∫ +∞

−∞
H∗(−λ) ·H∗(λ)f(λ)dλ.

Оскiльки sup
λ∈R

|f(λ)| <∞ i H ∈ L2(R), то iнте-

грал (3) iснує, а отже, i iснує iнтеграл в (1).
Будемо вважати, що iнтеграл (3) iснує

також як iнтеграл Лебега.

Легко пiдрахувати, що математичне сподi-
вання ĤT (τ) дорiвнює

EĤT (τ) =

∫ ∞

0
H(s)KX(τ − s)ds. (4)

Отже, з (4) маємо, що в загальному випадку

EĤT (τ) ̸= H(τ), τ ∈ R.

Це означає, що оцiнка ĤT (τ) є змiщеною.
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В роботах [1], [2] розглядаються послiдов-
ностi коварiацiйних функцiй, якi залежать вiд
параметру ∆, i знаходяться умови, коли оцiнка
ĤT,∆(τ) є асимптотично незмiщеною для H(τ)
при ∆ → ∞. Також показано, що за певних
умов ĤT,∆(τ) → H(τ) з ймовiрнiстю 1 при
∆ → ∞ i T → ∞.

Зауваження 2. З роботи [1] випливає, що всi
потрiбнi умови для асимптотичної незмiще-
ностi та для збiжностi з ймовiрнiстю 1 вико-
нуються для послiдовностi таких спектраль-
них щiльностей

f∆(λ) =
c

2π
exp

{
−λ

2

∆

}
, λ ∈ R, ∆ > 0. (5)

Нехай

ẐT (τ) = ĤT (τ)− EĤT (τ).

В [1] показано, що кореляцяцiйна функцiя
ẐT (τ) має вигляд

EẐT (τ1)ẐT (τ2) =

=
2π

T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
ei(τ1−τ2)λ2 |H∗(λ2)|2+

+ ei(τ1λ1+τ2λ2)H∗(λ1)H
∗(λ2)

)
×

×ΦT (λ2 − λ1)f(λ1)f(λ2)dλ1dλ2, (6)

де ΦT (λ) — ядро Фейєра

ΦT (λ) =
1

2πT

(
sin(Tλ/2)

λ/2

)
.

Нехай S — параметрична множина. Фун-
кцiя ρ(t, s) називається псевдометрикою на S,
якщо вона задовольняє всi аксiоми метрики,
окрiм того, що множина {(t, s) ∈ S×S : ρ(t, s) =
0} може бути бiльшою нiж дiагональ {(t, s) ∈
S × S : t = s}.

Розглянемо функцiю ( див. [2])

gH(τ) =

[∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2 sin2 λτ

2
dλ

]1/2
, τ > 0.

(7)

Оскiльки H ∈ L2(R), то функцiя (7) коректно
визначена та породжує псевдометрику

√
σ(τ1, τ2) =

√
gH(|τ1 − τ2|), τ1, τ2 ∈ R.

Наступна лема дає оцiнку стандартного вiдхи-
лення для приростiв процесу ZT .

Лема 1. [4] Припустимо, що H ∈ L2(R) i
sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞, де f(t) — спектральна щiль-

нiсть процесу X(t). Тодi(
E|ẐT (τ1)− ẐT (τ2)|2

) 1
2 6

6 4
√
π√
T

·sup
t∈R

|f(t)|·||H∗||
1
2
2 ·
√
σ(τ1, τ2), τ1, τ2 > 0.

(8)

Доведемо таку лему.

Лема 2. Нехай ψ(u), u > 0 – така неперервна,
монотонно зростаюча функцiя, ψ(0) = 0, що
функцiя u

ψ(u) є неспадною при u > u0, де стала
u0 > 0. Тодi для всiх u > 0 та v > 0 виконує-
ться наступна нерiвнiсть∣∣∣∣sin uv

∣∣∣∣ 6 ψ(u+ u0)

ψ(v + u0)
. (9)

Доведення. Оскiльки за умовою леми функцiя
ψ(u) є монотонно зростаючою, то при u > v

ψ(u+ u0)

ψ(v + u0)
> 1.

Тому в цьому випадку нерiвнiсть (9) є очеви-
дною. Отже, (9) досить довести у випадку, коли
u < v.

Оскiльки функцiя u
φ(u) є неспадною при u >

u0, то при u < v має мiсце наступна оцiнка

u+ u0
v + u0

6 ψ(u+ u0)

ψ(v + u0)
.

А отже, справедливе й спiввiдношення∣∣sin u
v

∣∣ < u

v
<
u+ u0
v + u0

6 ψ(u+ u0)

ψ(v + u0)
.

Що й доводить твердження леми.

Приклад 1. Легко перевiрити, що умови попе-
редньої леми виконуються для функцiї

ψ(u) = K · uα, u > 0, α ∈ (0, 1],

де K — деяка стала, а значення u0 = 0 .
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Теорема 2.1. Припустимо, що H ∈ L2(R) i
sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞, де f(t) – спектральна щiль-

нiсть процесу X(t). Нехай функцiя ψ(u), u > 0,
задовольняє всi умови леми 2 та збiгається iн-
теграл∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2ψ2

(
λ

2
+ u0

)
dλ <∞.

Тодi(
E|ẐT (τ1)− ẐT (τ2)|2

) 1
2 6 K·ψ− 1

2

(
1

|τ1 − τ2|
+ u0

)
,

(10)
де τ1, τ2 ∈ R, u0 – стала з леми 2, а K

дорiвнює

K = K(T ) =
4
√
π√
T

· sup
t∈R

|f(t)| · ||H∗||
1
2
2×

×
(∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2ψ2

(
λ

2
+ u0

)
dλ

)1/4

. (11)

Доведення. Доведення теореми випливає з (7),
леми 1 i леми 2. Дiйcно, з леми 2 маємо

sin2
λτ

2
6
ψ2
(
λ
2 + u0

)
ψ2
(
1
τ + u0

) .
Тодi iз спiввiдношення (7) та останньої нерiвно-
стi випливає, що

√
σ(τ1, τ2) =

√
gH(|τ1 − τ2|) 6

6 ψ− 1
2

(
1

|τ1 − τ2|
+ u0

)
×

×
(∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2ψ2

(
λ

2
+ u0

)
dλ

)1/4

.

Теорему буде повнiстю доведено, якщо праву
частину нерiвностi пiдставити у (8).

Наслiдок 1. Припустимо, що H ∈ L2(R) i
sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞, де f(t) – спектральна щiль-

нiсть процесу X(t), та∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2λ2αdλ <∞, α ∈ (0, 1].

Тодi(
E|ẐT (τ1)− ẐT (τ2)|2

) 1
2 6 Kα · |τ1 − τ2|

α
2 , (12)

де α ∈ (0, 1],, Kα має вигляд

Kα = Kα(T ) =
22−α/2

√
π√

T
· sup
t∈R

|f(t)|×

×||H∗||
1
2
2 ·
(∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2λ2αdλ

)1/4

. (13)

Доведення. Наслiдок випливає з теореми 2.1 та
прикладу 1.

3 Квадратично-Гауссовi випадковi про-
цеси

В даному роздiлi розглядаються означення та
деякi властивостi квадратично-гауссових ви-
падкових величин i процесiв.

Нехай (Ω, F, P ) — ймовiрнiсний простiр та
(T, ρ)— компактний метричний простiр з метри-
кою ρ.

Означення 3.1. Нехай Ξ = {ξt, t ∈ T} —
сiм’я сумiсно гауссiвських випадкових величин,
Eξt = 0 (наприклад, ξt, t ∈ T, є гауссiвським
випадковим процесом).

Простiр SGΞ(Ω) називається простором
квадратично-гауссових випадкових величин,
якщо кожен елемент η ∈ SGΞ(Ω) можна пред-
ставити у виглядi

η = ξ̄TAξ̄ − Eξ̄TAξ̄, (14)

де ξ̄T = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξk ∈ Ξ, k = 1, . . . , n, A—
дiйснозначна матриця,

або η ∈ SGΞ(Ω) представляється як сере-
дньоквадратична границя послiдовностi випад-
кових величин з (14)

η = l.i.m.n→∞(ξ̄TnAξ̄n − Eξ̄TnAξ̄n).

Означення 3.2. Випадковий процес ξ(t) =
{ξ(t), t ∈ T} називається квадратично-
гауссовим, якщо для кожного t ∈ T випадкова
величина ξ(t) належить простору SGΞ(Ω).

Вiдомо також, що

• SGΞ(Ω) є банаховим простором з нормою
∥ζ∥ =

√
Eζ2;

• SGΞ(Ω) є пiдпростором простору Орлiча,
що породжується функцiєю

U(x) = exp |x| − 1;

• норма ∥ζ∥LU (Ω) на SGΞ(Ω) еквiвалентна
нормi

√
Eζ2.
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Приклад 2. Розглянемо сiм’ю гауссiвських цен-
трованих випадкових процесiв

ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t), t ∈ T. Нехай матриця
A(t) є симетричною. Тодi

X(t) = ξ̄T (t)A(t)ξ̄(t)− Eξ̄T (t)A(t)ξ̄(t),

де ξ̄T (t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)), є
квадратично-гауссовим випадковим процесом.

Загальнi властивостi квадратично-
гауссових випадкових процесiв можна знайти
в роботах [?], [?].

Через N(u) позначимо мiнiмальну кiль-
кiсть замкнених куль радiуса u, що покривають
множину T з метрикою ρ.

Нехай ξ(t) = {ξ(t), t ∈ T}— квадратично-
гауссовий випадковий процес. Припустимо, що
iснує функцiя σ(h), h > 0, яка є монотонно зро-
стаючою, неперервною i σ(h) → 0 при h → 0, а
також

sup
ρ(t,s)6h

(Var(ξ(t)− ξ(s)))
1
2 6 σ(h).

Визначимо деякi сталi:

ε0 = inf
t∈T

sup
s∈T

ρ(t, s), t0 = σ(ε0),

γ0 = sup
t∈T

(Var ξ(t))1/2,

Позначимо C = max{t0, γ0}.
У роботi Козаченка Ю. i Розори I. [7] зна-

йдено умови рiвномiрної вибiркової неперервно-
стi з iмовiрнiстю 1 для квадратичнно-гауссових
випадкових процесiв

Теорема 3.1. Якщо для сепарабельного
квадратично-гауссового процесу
ξ = {ξ(t), t ∈ B} виконуються умови попе-
редньої теореми, то вiн є вибiрково неперерв-
ним з iмовiрнiстю одиниця та для довiльних
p ∈ (0, 1), ε > 0 i x > 0

P

{
sup

ρ(t,s)<ε
|ξ(t)− ξ(s)| > x

}
6

6 2r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N(σ(−1)(u))

)
du

)
×

×

(
1 +

√
2xp(1− p)2

σ(ε)

) 1
2

exp

{
−xp(1− p)2√

2σ(ε)

}
.

(15)

Наслiдок 2. Нехай ξ(t) = {ξ(t), t ∈ [a, b]}—
сепарабельний квадратично-гауссовий випадко-
вий процес. Припустимо, що для нього викону-
ється умова

sup
|t−s|6h

(Var (ξ(t)− ξ(s)))
1
2 6 K · hα, α ∈ (0, 1],

де стала K > 0. Тодi процес X(t) є вибiрко-
во неперервним з iмовiрнiстю одиниця та для
довiльних ε > 0 i x > 0 справджується така
оцiнка

P

 sup
t,s∈[a,b]
|t−s|<ε

|ξ(t)− ξ(s)| > x

 6 21+
2
α (b−a)ε−1×

× min
p∈(0,1)

(1 + √
2xp(1− p)2

Kεα

) 1
2

e
−xp(1−p)2√

2εα p−2/α

 .
(16)

Доведення. Результат теореми випливає з тео-
реми 3.1 при σ(h) = K · hα. Досить тiльки зна-
йти функцiю r(u), для якої виконується умова
теореми, й оцiнити вираз

r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)
.

Очевидно, що обернена функцiя до σ(h) =
K · hα дорiвнює σ(−1)(h) =

(
h
K

)1/α
.

Метрична масивнiсть вiдрiзка [a, b] з метри-
кою ρ(t, s) = |t−s| оцiнюється якN(u) 6 b−a

2u +1.
Отже,

N(σ(−1)(u)) 6
(

b− a

2σ(−1)(u)
+ 1

)
=

=

(
b− a

2

(K
u

)1/α
+ 1

)
.

У якостi функцiї r(u) можна взяти
r(u) = u

α
2 − 1, для якої виконуються

всi умови попередньої теореми. Оскiльки
0 < p < 1 та

t0 = σ( inf
t∈[a,b]

sup
s∈[a,b]

|t− s|) = K

(
b− a

2

)α
,

то b−a
2

(
K
pt0

)1/α
> 1. Тому, за умови 0 < u < t0p

справджується нерiвнiсть

N(σ(−1)(u)) 6 (b− a)
(K
u

)1/α
.
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Оскiльки обернена функцiя до r(u) дорiвнює
r(−1)(u) = (u+ 1)2/α, то

r(−1)

(
1

pσ(ε)

∫ σ(ε)

0
r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)

=
( 1

pKεα

∫ Kεα

0

((b− a

2

(K
u

)1/α
+ 1
)α

2

)
du
)2/α

6
( 1

pKεα

∫ Kεα

0

(
(b− a)

(K
u

)1/α)α
2

du
)2/α

(17)

=
2

2
α (b− a)

εp
1
α

. (18)

Якщо в (15) пiдставити значення функцiї
σ(ε) = Kεα та оцiнку (18), то нерiвнiсть (16)
буде повнiстю доведено.

Якщо ε → 0, то з нерiвностi (16) випливає,
що

P

{
sup

|t−s|<ε
|ξ(t)− ξ(s)| > x

}
→ 0,

тобто при ε→ 0

sup
|t−s|<ε

|ξ(t)− ξ(s)| P→ 0.

Отже, справедлива неперервнiсть за iмовiр-
нiстю. А з монотонностi супремуму випливає i
збiжнiсть з iмовiрнiстю одиниця, тобто

sup
|t−s|<ε

|ξ(t)− ξ(s)| → 0 при ε→ 0м.н.

Таким чином, випадковий процес ξ = {ξ(t), t ∈
B} є вибiрково неперервним з ймовiрнiстю оди-
ниця.

4 Вибiркова неперервнiсть з ймовiрнi-
стю одиниця для оцiнки iмпульсної пе-
рехiдної функцiї

З теорем про рiвномiрну неперервнiсть май-
же напевно траєкторiй квадратично-гауссових
випадкових процесiв можна показати, що при
певних умовах оцiнка (2) iмпульсної перехiдної
функцiї також буде вибiрково непереревною з
ймовiрнiстю одиниця.

Покажемо, що процес ẐT (τ) = ĤT (τ) −
EĤT (τ) є квадратчно-гауссовим. Даний факт
тодi дозволить застосувати результати, що бу-
ли доведенi для квадратично-гауссових випад-
кових процесiв.

Лема 3. Випадковий процес ẐT (τ) = ĤT (τ) −
EĤT (τ), τ > 0, є квадратично-гауссовим.

Доведення. Процес ẐT (τ), τ > 0, можна подати
у виглядi

ẐT (τ) =
1

T

∫ T

0
(Y (t+τ)X(t)−EY (t+τ)X(t))dt.

(19)
Оскiльки кожна iнтегральна сума (19)∑

k

(Y (tk + τ)X(tk)− EY (tk + τ)X(tk)) △ tk

належить простору SGΞ(Ω), а сам процес ẐT (τ)
є границею цих сум в середньому квадратично-
му, то ẐT (τ) є квадратично-гауссовим проце-
сом. Отже, лема повнiстю доведена.

Теорема 4.1. Нехай X = (X(t), t ∈ R) – сепа-
рабельний дiйснозначний стацiонарний гауссо-
вий процес, що збурює систему (1). Вважаємо,
що спектральна щiльнiсть f(t) процесу X(t) є
обмеженою sup

λ∈R
|f(λ)| <∞ i перехiдна функцiя

H ∈ L2(R). Тодi, якщо виконується умова

∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2λ2αdλ <∞, α ∈ (0, 1], (20)

то оцiнка iмпульсної перехiдної функцiї
вигляду (2) є рiвномiрно вибiрково неперервною
на [a, b] з ймовiрнiстю одиниця.

Крiм того, якщо виконується (20), то роз-
подiл модуля неперервностi ẐT = ĤT −EĤT на
вiдрiзку [a, b] оцiнюється

P

 sup
t,s∈[a,b]
|t−s|<ε

|ẐT (t)− ẐT (s)| > x

 6 21+
4
α (b−a)ε−1×

× min
p∈(0,1)

(1 + 2
√
2xp(1− p)2

Kε
α
2

) 1
2

e
− 2xp(1−p)2

√
2ε

α
2 p−4/α

 ,
(21)

де K визначено в (13).

Доведення. З леми 3 випливає, що випадковий
процес ẐT (τ) = ĤT (τ) − EĤT (τ), τ > 0, є
квадратично-гауссовим. З наслiдку 1 випливає,
що за умови (20) має мiсце нерiвнiсть

(
E|ẐT (τ1)− ẐT (τ2)|2

) 1
2 6 Kα · |τ1 − τ2|

α
2 ,
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де α ∈ (0, 1], Kα з (13). Тому для процесу
ẐT (τ) виконується наслiдок 2 про рiвномiрну
вибiркову неперервнiсть з ймовiрнiстю одини-
ця.

5 Висновки

В роботi розглядалась корелограмна iнтеграль-
на оцiнка iмпульсної перехiдної функцiї лiнiйної
однорiдної системи. Знайдено достатнi умови
рiвномiрної вибiркової неперервностi для оцiн-
ки iмпульсної перехiдної функцiї та отримано
розподiл модуля неперервностi для нього.
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В роботi дослiджується розв’язок задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi на площинi,
коли права частина є випадковим полем з простору Орлiча.

Ключовi слова: випадковi процеси з простору Орлiча, рiвняння теплопровiдностi, оцiнка для
розподiлу супремуму розв’язку

The heat equation with random conditions is a classical problem of mathematical physics. Recently,
a number of works appeared, which in many ways investigated this equation according to the type of
random initial conditions. We consider a Cauchy problem for the heat equations with a random right
part. We study the inhomogeneous heat equation on the plane with a random right part. We consider
the right part as a random function of the Orlicz space. The conditions of existence with probability
one classical solution of the problem are investigated. For such a problem has been got the estimation
for the distribution of the supremum solution. Key words: stochastic processes of the Orlicz space, heat
equation, estimation for the distribution of the supremum solution.

Стаття присвячена свiтлiй пам’ятi проф. Козаченко Ю.В.

1 Вступ

Рiвняння теплопровiдностi з випадковими по-
чатковими умовами є класичною задачею мате-
матичної фiзики. Зовсiм недавно, кiлька вчених
дослiджували розв’язок рiвняння теплопровiд-
ностi в залежностi вiд рiзних типiв випадко-
вих умов. Роботи Н.Е. Ратанова та iн. [1], В.А.
Войчiнскi [2], Д. Сургайлiса i В.А. Войчiнскi
[3] мiстять видатнi результати по цiй тематицi.
Зокрема, отриманi граничнi теореми для рiв-
няння теплопровiдностi i пов’язанi з ним че-
рез Хопфа-Коула трансформацiї, так званi рiв-
няння Бюргерса. В працi Ю.В. Козаченка та
Г. М. Леоненко [4] дослiджується задача Кошi
для рiвняння теплопровiдностi, коли початкова
умова є строго субгауссовим випадковим проце-

сом. Лiнiйному рiвнянню теплопровiдностi не-
парного порядку з випадковими початковими
умовами присвячена робота Бегiн I., Козаченка
Ю. та iн. [5]. У роботах Козаченка Ю.В. та Ве-
реш К. Й. [6, 7] обґрунтовано застосування ме-
тоду Фур’є для однорiдного параболiчного рiв-
няння з випадковими початковими умовами з
простору Орлiча, знайдено оцiнки розподiлу су-
премуму розв’язку однорiдного рiвняння тепло-
провiдностi з випадковими початковими умова-
ми з простору Орлiча, неоднорiдного рiвняння
теплопровiдностi з випадковою правою части-
ною iз просторiв Орлiча. У роботах Козаченка
Ю.В. та Сливка-Тилищак Г.I. [8, 9, 10] знайдено
достатнi умови iснування з iмовiрнiстю одиниця
класичного розв’язку задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi на прямiй, коли права части-

c⃝ Г.I. Сливка-Тилищак, М.М. Михасюк, О.О. Погорiляк, 2020

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2020/3.11
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на є випадковим полем з простору Subφ(Ω) та
простору Орлiча, а також знайдено оцiнки для
розподiлу супремуму для вiдповiдних розв’яз-
кiв.

У роботi дослiджується рiвняння теплопро-
вiдностi на площинi, коли права частина є ви-
падковим полем з простору Орлiча. Для даної
задачi отримано умови iснування з iмовiрнiстю
одиниця класичного розв’язку та оцiнки для
розподiлу супремуму розв’язку.

2 Випадковi процеси з простору Орлiча

Означення 2.1. [11] Парна неперервна опукла
функцiя U (x) називається C-функцiєю Орлiча,
якщо U (0) = 0 i U (x) зростає при x > 0.

Означення 2.2. [11] Простором Орлiча LU (Ω)
випадкових величин, породженим С-функцiєю
U (x), називається такий простiр випадкових
величин ξ (ω) = ξ, ω ∈ Ω, якщо для кожної ξ ∈
LU (Ω) iснує така константа rξ, що Eu

(
ξ
rξ

)
<

∞.

Означення 2.3. [11] Процес X = {X (t) , t ∈ T}
належить простору Орлiча LU (Ω), якщо для
всiх t ∈ T випадкова величина X (t) належить
LU (Ω).

Теорема 1. [13] Нехай Rk - k-вимiрний про-
стiр,

d(t, s) = max
16i6k

|ti − si| ,

T = {0 6 ti 6 Ti, i = 1, 2, . . . , k}, Xn =
{Xn(t), t ∈ T}, n = 1, 2, . . . - послiдовнiсть ви-
падкових процесiв, що належать простору Ор-
лiча випадкових величин, де для функцiї u вико-
нується g-умова. Нехай виконуються умови:

1) процеси Xn(t) - сепарабельнi;

2) Xn(t) → X(t) при n → ∞, t ∈ T за ймо-
вiрнiстю;

3) sup
d(t,s)6h

sup
n=1,∞

∥Xn(t)−Xn(s)∥ 6 σ(h), де

σ = {σ(h), h > 0} така неперервна моно-
тонна зростаюча функцiя, що σ(h) → 0
коли h → 0;

4) для деякого ϵ > 0

ϵ∫
0

U (−1)

(
k∏

i=1

(
Ti

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

де σ(−1)(u) – функцiя обернена до σ(u).

Тодi процеси Xn(t) збiгаються за ймовiрнiстю
в просторi C(T ).

Теорема 2 ([6]). Нехай (T, ρ) метричний ком-
пактний простiр, N(u) — метрична масив-
нiсть простору (T, ρ), X = {X(t), t ∈ T}
— сепарабельний випадковий процес iз просто-
ру LU (Ω), де для U виконується умова g. Не-
хай iснує така функцiя σ = σ(h), 0 6 h 6
sup
t,s∈T

ρ(t, s), що σ(h) монотонно зростає, непе-

рервна i така що

sup
ρ(t,s)6h

∥X(t)−X(s)∥LU
6 σ(h).

Якщо для деякого ε виконується умова

ε∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du < ∞,

де

χU (n) =

{
n, n < U(z0);

CUU
(−1)(n), n > U(z0),

CU = k(1 + U(z0))max(1, A), z0, k, A — кон-
станти з означення (??), σ(−1)(h) — функцiя
обернена до σ(h). Тодi з iмовiрнiстю одиниця
випадкова величина sup

t∈T
|X(t)| належить про-

стору LU (Ω) та

∥∥∥∥sup
t∈T

|X(t)|
∥∥∥∥
U

6

∥X(t0)∥U +
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

χU

(
N
(
σ(−1)(u)

))
du =

B(t0, θ),

де t0 — довiльна точка з T , ω0 =
σ(sup

t∈T
ρ(t0, t)), 0 < θ < 1. Крiм того, для

будь-якого ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup
t∈T

|X(t)| > ε

}
6
(
U

(
ε

B(t0, θ)

))−1

.
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3 Рiвняння теплопровiдностi на площи-
нi з випадковою правою частиною

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння тепло-
провiдностi на площинi

∂u(x, y, t)

∂t
= a2

(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2

)
+

ξ(x, y, t), (1)

−∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞, t > 0,

з початковою умовою

u(x, y, 0) = 0, −∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞, .
(2)

Нехай ξ(x, y, t) = {ξ(x, y, t), (x, y) ∈ R2, t >
0} — вибiрково неперервне з iмовiрнiстю оди-
ниця випадкове поле з простору Орлiча, та-
ке що Eξ(x, y, t) = 0, E(ξ(x, y, t))2 < +∞.
B(x, y, t, u, v, s) = Eξ(x, y, t)ξ(u, v, s) — коварi-
ацiйна функцiя випадкового процесу ξ(x, y, t).
Нехай B(x, y, t, u, v, s) неперервна функцiя.

Теорема 3. Нехай iснують iнтеграли:

G(u, v, t) =
1

2π

t∫
0

e−a2(u2+v2)(t−τ)ξ̃(u, v, τ)dτ,

ξ̃(u, v, τ) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ(x, y, τ)dxdy,

i

u(x, y, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

(3)
Якщо iснують наступнi iнтеграли

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

i послiдовностi an, an → ∞, bk, bk → ∞ при
n → ∞ та k → ∞, такi, що для довiльних
A > 0, B > 0 i T > 0 послiдовностi iнтегралiв

+an∫
−an

+bk∫
−bk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv, (4)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv, (5)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv, (6)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv, (7)

+an∫
−an

+bk∫
−bk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv (8)

збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю для
|x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T , тодi функцiя
u(x, y, t) буде класичним розв’язком задачi (1)–
(2).

Доведення. Оскiльки послiдовностi iнтегралiв
(4)–(8) збiгаються рiвномiрно за ймовiрнiстю в
областi |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T , то iсну-
ють пiдпослiдовностi cn, cn → ∞, dk, dk → ∞
при n → ∞ та k → ∞ послiдовностей an i bk
вiдповiдно, такi що послiдовностi iнтегралiв

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,
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+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

збiгаються з ймовiрнiстю одиниця до наступних
iнтегралiв вiдповiдно

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv

рiвномiрно для |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T .
Введемо позначення

unk(x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

(9)
Диференцiюючи (9) за змiнними x, y та t, ми
отримаємо

∂unk(x, t)

∂t
=

−a2
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

(u2 + v2) cosxu cos yvG(u, v, t)dudv+

+
1

2π

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv,

∂2unk(x, t)

∂x2
=

−
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

∂2unk(x, t)

∂y2
=

−
+cn∫

−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Отже,

∂unk(x, t)

∂t
= a2

(
∂2unk(x, t)

∂x2
+

∂2unk(x, t)

∂y2

)
+

+
1

2π

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv,

t > 0 |x| 6 A, |y| 6 B.

Тодi при nk → ∞
∂unk(x,y,t)

∂t збiгається до ∂u(x,y,t)
∂t ,

∂2unk(x,y,t)
∂x2 збiгається до ∂2u(x,t)

∂x2 ,

∂2unk(x,y,t)
∂y2

збiгається до ∂2u(x,t)
∂y2

рiвномiрно для |x| 6 A, |y| 6 B, 0 6 t 6 T з
ймовiрнiстю одиниця. Отже, при nk → ∞ ми
отримаємо, що u(x, y, t) задовольняє рiвняння
(1).

Дiйсно
∂u(x, y, t)

∂t
=

−a2
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

(u2 + v2) cosxu cos yvG(u, v, t)dudv+

+
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ̃(x, y, t)dudv =

= a2
(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+

∂2u(x, y, t)

∂y2

)
+ ξ(x, y, t).

Лема 1. Нехай ξ(x, y, t) — вибiрково неперерв-
не випадкове поле з простору Орлiча iз заданою
коварiацiйною функцiєю B(x, y, t, u, v, s). Нехай
для всiх t > 0, s > 0 виконуються умови:

1) Iснують похiднi ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂um , k =

0, . . . 4, l + m = k, ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq , k =

0, . . . 4, p+ q = k;

2)
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

∣∣∣∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂um

∣∣∣ dxdu 6 B(k, l,m) <

∞, k = 0, . . . 4, l + m = k,
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

∣∣∣∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq

∣∣∣ dyddv 6 B(k, p, q) <

∞, k = 0, . . . 4, p+ q = k,
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3) ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂xl∂vm

→ 0, k = 0, . . . 4, l + m = k,

при x → ∞ або u → ∞. ∂kB(x,y,t,u,v,s)
∂yp∂vq →

0, k = 0, . . . 4, p + q = k, при y → ∞ або
v → ∞.

Тодi з iмовiрнiстю одиниця iснують iнтеграли

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
∞

+∞∫
∞

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

+∞∫
∞

+∞∫
∞

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Доведення. Доведення леми випливає з доведе-
ння леми 2.6 роботи [9].

Позначимо для n > 1

u
(0)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(1)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u sinxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(2)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v cosxu sin yvG(u, v, t)dudv,

u
(3)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

u2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

u
(4)
nk (x, y, t) =

+cn∫
−cn

+dk∫
−dk

v2 cosxu cos yvG(u, v, t)dudv.

Теорема 4. Нехай ξ(x, y, t) — вибiрково непе-
рервне з iмовiрнiстю одиниця випадкове поле з
простору Орлiча, для якого виконуються умо-
ви леми 1 i для j = 0, 1, 2, 3

sup
|x−xi|6h
y−yi|6h
|t−t1|6h

τφ

(
u
(j)
nk (x, y, t)− u

(j)
nk (x1, y1, t1)

)
6 σj(h),

де σj (h) — неперервнi монотонно зростаючi
функцiї, такi що σj (h) → 0 при h → 0, i вико-
нується умова:∫ ε

0+
U (−1)

((
A

σ
(−1)
j (u)

+ 1

)
(

B

σ
(−1)
j (u)

+ 1

)(
T

2σ
(−1)
j (u)

+ 1

))
du < ∞

(10)
де σ−1

k (ε) — оберненi функцiї до σk(ε).
Тодi функцiя u(x, y, t), що зображена у ви-

глядi (3) буде класичиним розв’язком задачi
(1)–(2).

Доведення. Дана теорема випливає з теореми 1
i теореми 3.

3.1 Оцiнка розподiлу супремуму
розв’язку рiвняння теплопровiд-
ностi на площинi з випадковою
правою частиною з простору Ор-
лiча

Теорема 5. Нехай в умовах теореми 2

T̃ = {(x, y, t) : x ∈ [−A,A], y ∈ [−B,A], t ∈ [0, T ]} ,

ρ̃(x, x1, y, y1t, t1) = max{|x−x1|, |y−y1|, |t− t1|}.

Нехай

u(x, y, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvG(u, v, t)dudv,

де

G(u, v, t) =
1

2π

t∫
0

e−a2(u2+v2)(t−τ)ξ̃(u, v, τ)dτ,
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ξ̃(u, v, τ) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosxu cos yvξ(x, y, τ)dxdy,

є сепарабельний випадковий процес з простору
LU (Ω), i функцiя U задовольняє g-умову. Не-
хай iснує монотонно зростаюча функцiя σ =
σ(h), 0 6 h 6 sup

t,s∈T
ρ̃(x, x1, y, y1, t, t1) така, що

sup
|x−x1|6h
|y−y1|6h
|t−t1|6h

τφ (u(x, y, t)− u(x1, y1, t1)) 6 σ(h).

Якщо для деякого ε∫ ε

0+
U (−1)

((
A

σ(−1)(u)
+ 1

)
×

(
B

σ(−1)(u)
+ 1

)(
T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du < ∞,

де σ(−1)(h) — обернена функцiя до σ(h), то
з iмовiрнiстю одиниця випадкова величина
sup

(x,y,t)∈T̃
|u(x, y, t)| належить простору LU (Ω)

та ∥∥∥∥∥ sup
(x,y,t)∈T̃

|u(x, y, t)|

∥∥∥∥∥
LU

6 ∥u(x0, y0, t0)∥U+

+
1

θ(1− θ)

ω0θ∫
0

U (−1)

((
A

σ(−1)(u)
+ 1

)
×

(
B

σ(−1)(u)
+ 1

)
×
(

T

2σ(−1)(u)
+ 1

))
du =

= B(x0, y0, t0, θ),

де (x0, y0, t0) ∈ T̃ , ω0 = σ(sup
t∈T

ρ(x0, x, y0, y, t0, t)), 0 <

θ < 1. Крiм того для будь-якого ε > 0 має мi-
сце нерiвнiсть:

P

{
sup

(x,y,t)∈T̃
|u(x, y, t)| > ε

}
6

(
U

(
ε

B(x0, y0, t0, θ)

))−1

.
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Серед старих результатiв є лише окремi результати про зображувальний тип напiвгруп,
а саме для скiнченної цiлком простої напiвгрупи (I. С. Понiзовський) та деяких напiвгруп всiх
перетворень скiнченної множини (I. С. Понiзовський, К. Рiнгель); в цих роботах розглядався
скiнченний зображувальний тип. Якщо ж говорити про новi результати, та ще й для класiв
напiвгруп, то варто вiдзначити роботи про зображення напiвгруп, породжених iдемпотентами
з частковим нульовим множенням (В. М. Бондаренко, О. М. Тертична), напiвгруп, породжених
потентними елементами (В. М. Бондаренко, О. В. Зубарук) i зображення прямих добуткiв
симетричної напiвгрупи другого степеня (В. М. Бондаренко, Е. М. Костишин). Такi напiвгрупи
можуть мати як скiнченне, так i нескiнченне число нерозкладних зображень.

В. М. Бондаренко i Я. В. Зацiха описали зображувальнi типи напiвгруп третього порядку
над полем i вказали канонiчну форму матричних зображень для довiльної напiвгрупи скiнченного
зображувального типу. Ця стаття присвячена дослiдженню аналогiчних задач для наднапiв-
груп комутативних напiвгруп.

Ключовi слова: поле, наднапiвгрупа, визначальнi спiввiдношення, матричнi зображення, ру-
чна i дика напiвгрупа, напiвгрупа скiнченного i нескiнченного типiв, канонiчна форма.

Among the old results, there are only some results on the representation type of semigroups, namely,
for a finite quite simple semigroup (I. S. Ponizovsky) and some semigroups of all transformations of a
finite set (I. S. Ponizovsky, C. Ringel); these papers were discussed on finite representation type. If we
talk about new results, and even for semigroup classes, then it should be noted works on representati-
ons of the semigroups generated by idempotents with partial zero multiplication (V. M. Bondarenko,
O. M. Tertychna), semigroups generated by the potential elements (V. M. Bondarenko, O. V. Zubaruk)
and representations of direct products of the symmetric second-order semigroup (V. M. Bondarenko,
E. M. Kostyshyn). Such semigroups can have both a finite and infinite representation type.

V. M. Bondarenko and Ja. V. Zatsikha described representation types of the third-order semigroups
over a field, and indicate the canonical form of the matrix representations for any semigroup of finite
representation type. This article is devoted to the study of similar problems for oversemigroups of
commutative semigroups.

Key Words: field, oversemigroup, defining relations, matrix representations, tame and wild semi-
group, semigroup of finite and infinite types, canonical form.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Петравчук А.П.

1. Вступ. Ця стаття присвячена матри-
чним зображенням наднапiвгруп спецiального
вигляду, якi зiставляються заданiй напiвгрупi

третього порядку.

Напiвгрупи третього порядку вперше опи-
сав Т. Тамура в 1953 р. [1]. Г. Е. Форсайт в

c⃝ В. М. Бондаренко, О. В. Зубарук, 2020
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1955 р. [2] отримав аналогiчний результат за до-
помогою комп’ютерної програми. В обох стат-
тях опис отримано з точнiстю до iзоморфiзму та
дуальностi в термiнах таблиць Келi. Напiвгру-
пи третього порядку вивчалися пiзнiше в [3]–
[6]. Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення для всiх таких на-
пiвгруп вказанi в [6].

Згiдно з результатами роботи [6] комута-
тивнi напiвгрупи третього порядку, що не є нi
циклiчними, нi циклiчними з приєднаним оди-
ничним чи нульовим елементом (а вони не є цi-
кавими), вичерпуються такими напiвгрупами:

a) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

b) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = c, bc = 0,
cb = 0;

c) (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = b, c2 = c, bc = 0,
cb = 0;

d) (c2, b, c) = ⟨b, c⟩: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2,
bc = c, cb = c.

Всi виписанi системи твiрних є мiнiмаль-
ними. В круглих дужках вказано всi елементи
напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнi-
мальну систему твiрних. Тривiальнi визначаль-
нi спiввiдношення для одиничного i нульового
твiрних (якщо вони є) не виписуються.

Згiдно з [6, Теорема 1] напiвгрупи b)− d) є
напiвгрупами скiнченного зображувального ти-
пу над довiльним полем K (тобто мають, з то-
чнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число не-
розкладних зображень), а напiвгрупа a) — ру-
чною напiвгрупою нескiнченного зображуваль-
ного типу (вiдносно означення ручних та диких
матричних задач див. роботу Ю. А. Дрозда [7]).

У статтi [8] авторами розглядалася напiв-
група c), породжена двома взаємно анульов-
ними iдемпотентами. Був визначений зобра-
жувальний тип для наднапiвгруп такої на-
пiвгрупи, якi будуються природним чином по
визначальним спiввiдношенням. У цiй стат-
тi аналогiчний результат отримано для напiв-
групи b), породженої взаємно анульовними 2-
нiльпотентним i 2-потентним (iдемпотентним)
елементами, яку позначаємо через S.

Позначимо визначальнi спiввiдношення
b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0 вiдповiдно через
(b), (c), (bc), (cb) i введемо наступнi напiвгрупи:

S(b) := S \ (b) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: c2 = c,
bc = 0, cb = 0;

S(c) := S \ (c) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
bc = 0, cb = 0;

S(bc) := S \ (bc) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
c2 = c, cb = 0;

S(cb) := S \ (cb) := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0,
c2 = c, bc = 0.

Покладемо

S(x,y) := S \ {(x), (y)} для
x, y ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x ̸= y;

S(x,y,z) := S \ {(x), (y), (z)} для
x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}, x ̸= y, x ̸= z, y ̸= z.

Очевидно, що при перестановцi x, y, z на-
пiвгрупи S(x,y) i S(x,y,z) не змiнюються. Введенi
таким чином напiвгрупи для напiвгрупи S ма-
ють фактор-напiвгрупу, iзоморфну S, тобто є
наднапiвгрупами напiвгрупи S.

Сформулюємо основний результат цiєї
статтi.

Всi матричнi зображення розглядаються
над довiльним фiксованим полем K.

Теорема 1. Для довiльного поля K мають
мiсце наступнi твердження.

1) S(x) — напiвгрупа скiнченного зображу-
вального типу для x ∈ {(bc), (cb)};

2) S(x) — ручна напiвгрупа нескiнченного
зображувального типу для x ∈ {(b), (c)};

3) S(x,y) — ручна напiвгрупа нескiнченного
зображувального типу для x, y ∈ {(b), (c)} або
x, y ∈ {(bc), (cb)};

4) S(x,y) — дика напiвгрупа для
x ∈ {(b), (c)}, y ∈ {(bc), (cb)} або x ∈ {(bc), (cb)},
y ∈ {(b), (c)};

5) S(x,y,z) — дика напiвгрупа для довiльних
x, y, z ∈ {(b), (c), (bc), (cb)}.

2. Доведення твердження 1) теореми
1. Матриця зображення, що вiдповiдає твiрно-
му елементу b, c позначається вiдповiдно через
B,C. E позначає одиничну матрицю будь-якого
розмiру n× n (n > 0).

Твердження 1) теореми 1 випливає iз на-
ступної теореми.

Теорема 2. Канонiчна форма для матрич-
них зображень напiвгрупи
N := (0, b, c) = ⟨b, c⟩: b2 = 0, c2 = c, bc = 0
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така:

B =



0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Дiйсно, S(cb) = N , а S(bc) = Nop, де Nop

— дуальна до N напiвгрупа (з операцiєю мно-
ження x ◦ y = yx), матричнi зображення якої
отримуються iз матричних зображень N транс-
понуванням всiх матриць.

Доведення теореми 2. З матрицями B,C
можна робити одночаснi перетворення подiбно-
стi i лише їх (бо саме такi перетворення вiдпо-
вiдають переходу до еквiвалентних зображень).
За допомогою таких перетворень приведемо ма-
трицю C до нормальної форми Жордана в та-
кому виглядi:

C =

(
E 0
0 0

)
.

Щоб не нагромаджувати iндекси, приведену
матрицю C, а також матрицю B, яка при цьо-
му якось змiнилася, будемо позначати тими ж
самими буквами (i цим принципом будемо ко-
ристуватися i надалi). Тодi, пiсля розбиття ма-
трицi B на блоки (такого ж розмiру, як i бло-
ки матрицi C) i використання рiвностi BC = 0
(яка вiдповiдає визначальному спiввiдношенню

bc = 0), вона має вигляд

B =

(
0 B1

0 B2

)
,

де B1, B2 – деякi матрицi. Рiвнiсть B2 = 0 еквi-
валентна рiвностям B1B2 = 0 i B2

2 = 0. Пере-
твореннями подiбностi приведемо матрицю B2

до нормальної форми Жордана у виглядi

B2 =

0 E 0
0 0 0
0 0 0


(яка переставно подiбна прямiй сумi вiдповiд-
них клiтин Жордана).

Розiб’ємо матрицю B на новi блоки:

B =


0 B12 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Спiввiдношення B2 = 0 еквiвалентне спiввiдно-
шенню B12 = 0.

Тепер з’ясуємо, коли матричне зображен-
ня R = {B,C} еквiвалентне матричному зобра-
женню R = {B,C} такого ж вигляду, а саме

B =


0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Нехай X — оборотна матриця, така що B =
XBX−1, C = XCX−1, що еквiвалентно BX =
XB,CX = XC. Матрицю X вважаємо розби-
тою на блоки таким чином, щоб вказанi множе-
ння матриць здiйснювалися поблоково.

З рiвностi CX = XC випливає, що

X =


X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44

 .

Розглянемо рiвнiсть BX = XB:
0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0




X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44

 =


X11 0 0 0
0 X22 X23 X24

0 X32 X33 X34

0 X42 X43 X44




0 0 B13 B14

0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Перемноживши матрицi, маємо рiвнiсть
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
0 B13X32 +B14X42 B13X33 +B14X43 B13X34 +B14X44

0 X32 X33 X34

0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 X11B13 X11B14

0 0 X22 0
0 0 X32 0
0 0 X42 0

 .

З цiєї рiвностi одержуємо, що

X22 = X33, X32 = 0, X34 = 0, X42 = 0,

B13X33 +B14X43 = X11B13, B14X44 = X11B14,

тобто зображення R = {B,C} i R = {B,C}
еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли еквiвалентнi
пари матриць (B13, B14) i (B13, B14) як зобра-
ження частково впорядкованої множини iз двох
порiвняльних елементiв (якщо вважати, що iн-
дексу 14 вiдповiдає мiнiмальний елемент).

Взявши канонiчну форму матриць B13 i
B14, а саме

B13 =

 0 0
E 0
0 0

 , B14 =

 E 0
0 0
0 0


(див. [9]), i розбивши додатково матрицi B i C
на новi блоки, вiдповiдно до розбиття матр̄иць
B13 i B14, отримаємо зображення, вказане в
умовi теореми.

Теорема доведена.

3. Доведення тверджень 2) i 3) теоре-
ми 1. Напiвгрупа S((b),(c)) ручна нескiнченного
зображувального типу згiдно §6 [10] i §5 [11], а
напiвгрупа S((bc),(cb)) – згiдно теорем 1, 2 [12].

Ручнi напiвгрупи S(b) i S(c) (як фактор-
напiвгрупи ручної напiвгрупи S((b),(c))) мають
нескiнченний зображувальний тип, бо зобра-
ження R = {B, 0} i R = {B, 0} напiвгрупи
S(b) еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли подi-
бнi матрицi B i B, а зображення R = {0, C} i
R = {0, C} напiвгрупи S(c) — тодi i лише тодi,
коли подiбнi матрицi C i C.

4. Доведення тверджень 4) i 5) тео-
реми 1. В силу дуальностi напiвгруп S(bc,y) i
S(cb,y) при y ∈ {(b), (c)}, для доведення твер-
дження 4) достатньо розглянути напiвгрупи
S(cb,b) i S(cb,c). Дикiсть першої з них доведена в
[8], а дикiсть другої випливає з дикостi локаль-
ної алгебри з твiрними x, y i спiввiдношеннями
x2 = 0, y3 = 0, xy = 0, y2x = 0 [13].

Твердження 5) випливає iз твердження 4).
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У роботi вивчаються групи автоморфiзмiв варiантiв напiвгрупи решiтки розбиттiв скiн-
ченної множини. Доведено, що група автоморфiзмiв варiанта напiвгрупи розбиттiв скiнченної
множини iзоморфна узагальненому вiнцевому добутку, в якому перший множник є прямим
добутком вiнцевих добуткiв, якi задаються блоками, рiзних потужностей, розбиття, яке по-
роджує варiант, а другий деякому набору симетричних груп.

Ключовi слова: напiвгрупа, варiант, решiтка, група автоморфiзмiв .

In this paper we consider variants of the lattice of partitions of a finite set and study automorphism
groups of this variants. We obtain irreducible generating sets for of the lattice of partitions of a finite
set.

We prove that the automorphism group of the variant of the lattice of partitions of a finite set is
a natural generalization of the wreath product. The first multiplier of this generalized wreath product
is the direct product of the wreaths products, such that depends on the type of the variant generating
partition and the second is defined by the certain set of symmetric groups.

Key Words: semigroup, variant, lattice, automorphism group.

Communicated by Prof. Bezushchak O.O.

Introduction
For any semigroup S with the fixed element

a ∈ S and arbitrary elements x, y ∈ S we set
x∗ay = xay. The operation ∗a defined on S by this
equality is associative. This operation ∗a is called
sandwich operation and the semigroup (S, ∗a) is
called variant of S or a sandwich semigroup.

Lyapin was one of the first researchers who
establish study of variants. In the monograph [1]
he studied variants of transformation semigroups.
Further various authors studied other types of
semigroups, for example, papers [2] [3] [4] [5],
chapter 13 in monograph [6] and references in this
chapter. The study of transformation semigroups
continues , for example, in [9].

We study variants of lattices which are consi-
dered as semigroups with respect to the operation
∧. Here we set ∧ as a greatest lower bound of two
elements.

Let the partition of the set A on k
blocks be any family of nonempty disjoined sets
{A1, . . . , Ak} such that A = A1

�∪ · · · �∪ Ak. We
call sets A1, . . . , Ak blocks of the partition. The
orders of blocks is not significant. The set of all
partitions of the set A is denoted by by Part(A) =∪
k>1

Partk(A). If N = {1, 2, . . . , n} then instead of

Part(N) we use the notation Partn.
We call partition σ granulation or subpartiti-

on of a partition τ (denote σ 6 τ) if each block of
the partition τ is a union of blocks from partition
σ (that is, each block of the partition σ belongs to
some block of the partition τ). The relation 6 is a
partial order on the set Part(A) and the partially
ordered set (Part(A),6) is a complete lattice.

Each lattice can be considered as a semigroup
with respect to the operation ∧. Note, that ∧ if and
only if a ∧ b = a. Furthermore, a transformation
φ : L → L is an automorphism of a lattice L as a

c⃝ О. Г. Ганюшкiн, О. О. Десятерик, 2020
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only if a ∧ b = a. Furthermore, a transformation
φ : L → L is an automorphism of a lattice L as a
partially ordered set (L,6) if and only if it is an
automorphism of L as a semigroup (L,∧).

In this paper we study groups of automorphi-
sm of the semigroup (Partn,∧) variants and
further we will denote this semigroup just by
Partn.

Variants of the semigroup Partn
Let Partn be a lower semilattice. For any

ρ ∈ Partn by the ∆ρ we denote the lower cone
of the element ρ: ∆ρ = {τ ∈ Partn|τ ∧ ρ = τ}.
The lower cone ∆ρ of the element ρ coincides wi-
th the interval [0, ρ]. Moreover if ρ is a partiti-
on of the set N on the blocks M1, . . . ,Mk wi-
th powers m1, . . . ,mk respectively, then [0, ρ] ≃
Partm1 × · · · × Partmk .

Lemma 1. Each set of variant (Partn, ∗ρ)
generators contains a set Partn r [0, ρ].

Доведення. Let element τ be decomposable in the
variant (Partn, ∗ρ) then there exist µ, ν ∈ Partn,
such that τ = µ ∗ρ ν = µ ∧ ρ ∧ ν. It follows that

τ ∧ ρ = µ ∧ ρ ∧ ν ∧ ρ = µ ∧ ρ ∧ ν = τ, (1)

hence τ ∈ [0, ρ]. Thus all elements from Partn r
[0, ρ] are non decomposable, that is why these
elements belong to each generating system.

Note that if ρ = 1, then the variant (Partn, ∗ρ)
coincides with the semigroup Partn.

Proposition 1. If ρ ̸= 1, then the unique irreduci-
ble generating set of the variant (Partn, ∗ρ) is the
set Partn r [0, ρ].

Доведення. By the Lemma 1 each generating
system of the variant (Partn, ∗ρ) must contain
Partn r [0, ρ]. Thus it is enough to show that the
set Partn r [0, ρ] is a generating set of the variant
(Partn, ∗ρ). To show this it is enough to prove that
each element from [0, ρ] is reducible into product
of elements from Partn r [0, ρ].

Let the partition ρ be of the next form
N = M1 ∪ · · · ∪ Mk, k > 2. Obviously,
that ρ = 1 ∗ρ 1. Consider an arbitrary parti-
tion τ < ρ. Let this partition have the
form N =

(∪m1
i=1M1i

)∪
· · ·

∪(∪mk
i=1Mki

)
, where∪mj

i=1Mji =Mj . Without loss of generality we set
m1 > 2. Let partitions µ and ν be obtained from τ
by "gluing"blocks M11 with M21 and blocks M1m1

with M21 respectively. Then partitions µ and ν

belong to the set Partn r [0, ρ] and the equality
τ = µ ∗ρ ν holds.

Lemma 2. An element τ ∈ Partn is idempotent of
the semigroup (Partn, ∗ρ) if and only if τ ∈ [0, ρ].

Доведення. Let τ be an idempotent of the semi-
group (Partn, ∗ρ). Then

τ = τ ∗ρ τ = τ ∧ ρ ∧ τ = τ ∧ ρ, that is τ 6 ρ.

Conversely, consider τ 6 ρ. Thus τ = τ ∧ ρ =
τ ∧ ρ∧ τ = τ ∗ρ τ. Hence τ is an idempotent of the
semigroup (Partn, ∗ρ).

Automorphisms of variants of the semi-
group Partn

Theorem 1. For each automorphism φ ∈
Aut(Partn, ∗ρ) the lower cone [0, ρ] is an invari-
ant subset and the restriction of φ on [0, ρ] is an
automorphism of [0, ρ] as a partially ordered set.

Доведення. Note, that φ(ρ) 6 ρ. Thus by the
rules of partial order for the lattice we got that
φ(ρ) = φ(ρ ∧ ρ ∧ ρ) = φ(ρ ∗ρ ρ) = φ(ρ) ∗ρ φ(ρ) =
φ(ρ) ∧ ρ ∧ φ(ρ) = ρ ∧ φ(ρ). Hence φ(ρ) 6 ρ.

Further we show that [0, ρ] is an invariant set
for φ. If x 6 ρ, then x = x∧ρ∧ρ = x∗ρρ. Therefore
φ(x) = φ(x∗ρρ) = φ(x)∗ρφ(ρ) = φ(x)∧ρ∧φ(ρ) =
φ(x) ∧ φ(ρ) 6 φ(ρ) 6 ρ.

If x 6 y 6 ρ, then x = x∧ρ∧y = x∗ρ y. Thus

φ(x) = φ(x)∗ρφ(y) = φ(x)∧ρ∧φ(y) = φ(x)∧φ(y).

Hence φ(x) 6 φ(y) that is φ saves the partial order
on [0, ρ].

Thus the restriction φ|[0,ρ] : [0, ρ] → [0, ρ] is
a homomorphism of partially ordered sets. Since
inverse mapping φ−1 belongs to Aut(L, ∗a), then
φ|[0,ρ] is bijective, that is φ|[0,ρ] is an automorphi-
sm of [0, ρ] as partially ordered set.

Corollary 1. For each automorphism φ ∈
Aut(Partn, ∗ρ) holds equality φ(ρ) = ρ.

Theorem 2. Aut Partn ≃ Sn.

Доведення. Схема доведення. For each
permutation π ∈ Sn we consider the
mapping φπ such that it maps the parti-
tion a1 . . . ak| . . . |ar . . . an to the partition
aπ1 . . . a

π
k | . . . |aπr . . . aπn. Then the mapping φπ is

an automorphism of the lattice Partn.
Conversely, consider ψ ∈ Aut Partn. The

lower cone of the element ρ ∈ Partn is isomorphic
to the lattice Partn−1 if and only if ρ have the form
a|N r {a}. Thus ψ maps the partition a|N r {a}
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to the partition b|N r {b} of the same form.
By such property for the automorphism ψ we
naturally have the permutation πψ ∈ Sn such
that πψ maps a to b. The automorphism ψφ−1

πψ
leaves still each partition a|N r {a}. The partiti-
on τ = a|b|N r {a, b} is the only one which lays in
lower cones of both partitions µ = a|N r {a} and
ν = b|N r {b} and have a lower cone isomorphic
to Partn−2. Since automorphism ψφ−1

πψ
leaves sti-

ll both partitions µ and ν, then it leaves still the
partition τ .

Similarly it can be proved that ψφ−1
πψ

leaves still each partition of the form
a1|a2| . . . |ak|N r {a1, a2, . . . , ak} with only uni-
que one-element block. Hence ψφ−1

πψ
leaves still all

partitions. Thus ψ = φπψ .

A partition τ has a type (l1, l2, . . . , ln) if it
contains l1 blocks of cardinality 1, l2 blocks of
cardinality 2, ln blocks of cardinality n. Obviously,
that l1 + 2l2 + · · ·+ nln = n.

Theorem 3. Let τ be a partition of type
⟨l1, l2, . . . , ln⟩. Then automorphism group of the
interval [0, τ ] is isomorphic to the direct product
G1×G2×· · ·×Gn of wreaths products Gk = Slk ≀Sk.

Доведення. Схема доведення. The interval [0, τ ]
is isomorphic to the direct product of lattices of
partitions
Part1 × · · · × Part1︸ ︷︷ ︸

l1

×Part2 × · · · × Part2︸ ︷︷ ︸
l2

× · · · ×

Partn × · · · × Partn︸ ︷︷ ︸
ln

.

We will show that isomorphism φ of the
interval [0, τ ] permute the same type multipliers
of this product (in the wreath product for gi-
ven k it corresponds to the multiplier Slk) and
in each multiplier φ acts the automorphism of the
corresponding lattice (in the wreath product it gi-
ves a multiplier Sk).

Obviously, that each element from G1 ×G2 ×
· · · ×Gn is an automorphism of the interval [0, τ ].
In the proof of the fact that there is no other
automorphisms not obvious only the part related
to the permutation of multipliers. It can be proven
in the next way: we pick k such that it is the bi-
ggest number for which lk ̸= 0 and one of multi-
pliers Partk. The identity of this multiplier is an
element of rank k with the lower cone isomorphic
to Partk. Thus the identity is mapped to the
element with the same properties and so cone of

the identity goes forward... Hence a given multi-
plier Partk is mapped to some element of the form
Partk, thus automorphism permute multipliers of
the form Partk. Also the part Partk × · · · × Partk︸ ︷︷ ︸

lk
is an invariant.

Further we move to the smaller numbers k and
use the same scheme of proof.

Corollary 2. Automorphism of the interval [0, τ ]
save the type of the partition.

Let A be a disjoined union A = A1∪· · ·∪Ak of
the sets A1, . . ., Ak of powers m1, . . ., mk respecti-
vely. By nr(m1, . . . ,mk) we denote the number of
partitions of the set A on r blocks, such that each
block contains not more than one element from
each of sets A1, . . ., Ak.

By [x]k we denote falling factorial number k,
such that [x]k = x(x− 1) · · · (x− k + 1).

Proposition 2. Two next equalities are met.

a) nr(m) =

{
1, якщо m = r;
0, в iнших випадках.

b) nr(m1, . . . ,mi+1) =
mi+1∑
j=0

(
mi+1
j

)
nr+j−mi ·

· (m1, . . . ,mi)[r + j −mi]j.

Доведення. a) Obvious, because all blocks in this
case are one-element (singletons) blocks.

b) We group all partitions of the set A1 ∪
· · · ∪ Ai ∪ Ai+1 in classes by the number of si-
ngletons which belong to the set Ai+1. If there is
j elements with this property, then they can be
picked in

(
mi+1
j

)
ways. Other mi+1 − j elements

we join to the blocks of the partition of the set
A1 ∪ · · · ∪Ai on r + j −mi blocks. This partition
can be obtained in nr+j−mi(m1, . . . ,mi) ways. Si-
nce different elements must be joined to different
blocks it can be done in [r + j −mi]j ways.

Denote the number
∑

r6m1+···+mk
nr(m1, . . . ,mk)

by t(m1, . . . ,mk).

Proposition 3. Let the partition ρ ∈ Partn have
a form

N = A1 ∪ · · · ∪Ap ∪B1 ∪ · · · ∪Bq,

and the partition τ ∈ [0, ρ] have the form

N = C1 ∪ · · · ∪ Cm1+···+mp ∪B1 ∪ · · · ∪Bq,
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where each block A1, . . . , Ar by the transition from
ρ to τ is granulated on m1, . . . ,mp smaller blocks.
Then the set

Mτ = {µ ∈ Partn | µ ∧ ρ = τ}

contains

Rτ =
∑

r6m1+···+mk

q∑
k=1

nr(m1, . . . ,mp)S(q, k)(r+1)k

elements, where S(q, k) is a Stirling number of the
second kind.

Доведення. The partition µ ∧ ρ contains a block
Bi if and only if Bi belong to one of the blocks
of the partition µ. There is the same for blocks of
Cj . Furthermore, if different blocks Cj1 and Cj2
belong to the same block of the partition ρ, then
they belong to the different blocks of the partition
µ.

Thus partition µ belongs to the set Mτ if and
only if it can be obtained by the next rules. Fi-
rstly, by unifying blocks C1, . . . , Cm1+···+mp we
get r blocks of the partition µ, such that non of
two different blocks Cj1 and Cj2 which belong to
the one block of the partition ρ do not belong to
the same block of the partition µ. It can be done
in nr(m1, . . . ,mp) ways. Secondly, by the unifying
blocks B1, . . . , Bq we get k more blocks. It can
be done in S(q, k) ways. Each of these k blocks we
do not change or join to one of r blocks, such that
we get on the first step. It can be done in (r+1)k

ways.
Finally, we count the sum by all possible r and

k this gives us a power of the set Mτ .

For the formulation of the main result about
the automorphism group of the variant (L(V ), ∗A)
we need the next construction.

Let (G,M) be a permutation group, O1, . . . ,
Ok are orbits of this group and (H1, N1), . . . ,
(Hk, Nk) are permutation groups. The permutati-
on group, such that elements of this group are sets
(g; f1, . . . , fk) where g is an elements G and for
each i 1 6 i 6 k, fi is a function from Oi to
Hi is called generalized wreath product. The group
G ≀ (H1, . . . , Hk) acts on the set

∪k
i=1(Oi ×Ni) by

the rule

(m,n)(g;f1,...,fk) = (mg, nfi(m)), if m ∈ Ni.

Theorem 4. Let (Partn,∧) be a partition semi-
group of the n-element set, ρ ̸= 1 a partiti-
on of the type ⟨l1, l2, . . . , ln⟩ from Partn, O1,

. . . , Ov are orbits of automorphism group of the
interval [0, ρ], τi a representative of the orbit Oi

(i = 1, 2, . . . , v). Then automorphism group of the
variant (Partn, ∗ρ) isomorphic to the generalized
wreath product S =

(
(Sl1 ≀ S1)× · · · × (Sln ≀ Sn)

)
≀

(SRτ1−1, SRτ2−1, . . . , SRτv−1), where numbers Rτi
are defined by the Proposition 3 and by Sm we
denote a symmetric group of the power m.

Доведення. The set Partn is a disjoined union
of sets τ ∈ [0, ρ]. Further, consider elements µ ∈
Partn as an ordered pairs of the form (µ ∧ ρ, µ).

Note that the set Mτ consists of the partition
τ , such that belongs to the interval [0, ρ] and the
"tail"Mτ r {τ} of partitions, such that lay out of
this interval.

By the theorem 1 the restriction of the
automorphism φ ∈ Aut(Partn, ∗ρ) on [0, ρ] ia
an automorphism of [0, ρ]. Additionally, by the
theorem 3 automorphism group G of the interval
[0, ρ] ia isomorphic to the direct product G1×G2×
· · · ×Gn of the wreaths products Gk = Slk ≀ Sk.

Consider φ ∈ Aut(Partn, ∗ρ) and µ ∈ Mτ ,
thus µ ∧ ρ = τ . Then

φ(τ) = φ(µ ∧ ρ) = φ(µ ∧ ρ ∧ ρ) = φ(µ ∗ρ ρ) =
= φ(µ) ∗ρ φ(ρ) = φ(µ) ∗ρ ρ = φ(µ) ∧ ρ,

hence φ(µ) ∈ Mφ(τ). Since a mapping φ−1 exi-
sts, it follows that φ induces a bijection Mτ

on Mφ(τ). Partitions τ and φ(τ) belongs to the
interval [0, ρ], then φ induces a bijection of the
"tail"Mτ r {τ} on the "tail"Mφ(τ) r {φ(τ)}. It
proves that Aut(Partn, ∗ρ) ⊆ S.

Conversely, consider ψ = (g; f1, . . . , fv) ∈ S.
By the definition of S, follows that restriction of
ψ on [0, ρ] is an automorphism of [0, ρ]. Further it
can be directly checked that the mapping

(µ ∧ ρ, µ) 7→
(
(µ ∧ ρ)g, (µ)fi(µ∧ρ)

)
, µ ∧ ρ ∈ Oi,

is an automorphism (Partn, ∗ρ). It proves the
converse statement.

Список використаних джерел

1. Ляпин Е.С. Полугруппы / Е.С. Ляпин. —
Москва: Физматгиз, 1960. — 592 с.

2. Chase K. Sendwich semigroups of binary
relations/ K. Chase // Discrete Math. — 1979.
— V. 28(3). — P. 231-236.

118



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2020, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

3. Hickey J. Semigroups under a sendwich
operation / J. Hickey // Proc. Edinburg
Math. Soc. (2) — 1983. — V. 26(3). — P. 371-
382.

4. Khan T., Lawson M. Variants of regular semi-
groups/ T. Khan , M. Lawson // Semigroup
Forum. — 2001. — V. 62(3). — P. 358-374.

5. Mazorchuk V., Tsyaputa G. Isolated subsemi-
groups in the variants of Tn/V. Mazorchuk ,
G. Tsyaputa // Acta Math. Univ. Com. —
2008. — V. LXXVII, 1. — P. 63-84.

6. Ganyushkin O., Mazorchuk V. Classical Finite
Transformation Semirgoups. An Introduction.
/ O. Ganyushkin , V. Mazorchuk. — London:
Springer–Verlag. Algebra and Applications,
2009. — XII, 328.

7. Desiateryk O. Variants of commutative bands
with zero. / O. Desiateryk // Bulletin of Taras
Shevchenko National University of Kyiv, Seri-
es: Phisics & Mathematics — 2015. — V. 4. —
P. 15-20.

8. Desiateryk O. O. , Ganyushkin O. G. Variants
of a lattice of partitions of a countable set / O.
O. Desiateryk , O. G. Ganyushkin // Algebra
and Discrete Mathematics — 2018. —Vol 26.
No 1. — P. 8-18.

9. Dolinka I., East J. Variants of finite full
transformation semigroups / I. Dolinka, J.
East // Int. J. Algebra Comput. — 2015. —
no. 8.25 — P. 1187-1222.

References

1. LYAPIN, E. (1960) Polugruppy. Moskva: Fi-
zmatgiz.

2. CHASE, K. (1979) Sendwich semigroups of bi-
nary relations. Discrete Math. V. 28(3). p.
231-236.

3. HICKEY, J. (1983) Semigroups under a
sendwich operation. Proc. Edinburg Math.
Soc. (2). V. 26(3). p. 371-382.

4. KHAN, T. & LAWSON, M. (2001) Variants
of regular semigroups. Semigroup Forum. V.
62(3). p. 358-374.

5. MAZORCHUK, V. & TSYAPUTA, G. (2008)
Isolated subsemigroups in the variants of Tn
Acta Math. Univ. Com. V. LXXVII, 1. p. 63-
84.

6. GANYUSHKIN, O. & MAZORCHUK, V.
(2009) Classical Finite Transformation Semi-
rgoups. An Introduction. London: Springer–
Verlag. Algebra and Applications.

7. DESIATERYK, O. (2015) Variants of
commutative bands with zero. Bulletin of
Taras Shevchenko National University of
Kyiv, Series: Phisics & Mathematics. V. 4. p.
15-20.

8. DESIATERYK, O. & GANYUSHKIN, O.
(2018) Variants of a lattice of partitions
of a countable set / Algebra and Discrete
Mathematics. Vol 26. No 1. p. 8-18.

9. DOLINKA, I. & EAST, J. (2015) Variants of
finite full transformation semigroups / Int. J.
Algebra Comput. no. 8.25. p. 1187-1222.

Надiйшла до редколегiї 29.10.2020

119



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ 
РІВНЯННЯ, 

МАТЕМАТИЧНА ФІЗИКА 
ТА МЕХАНІКА 

120



 

121



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2020, 3  Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
УДК 519.9 
 

Петрова Т.О.1, к.ф.-м.н., доц. 

Чулаков І.П. 
 

Деякі негативні результати для 

інтерполяційного монотонного 

наближення функцій, що мають дробову 

похідну 

1Київський національний університет 

імені Тараса Шевченка,83000, м. Київ, 
пр-т. Глушкова 4е, 

еmail:tamarapetrova2703@gmail.com 

email:igorchzpua@gmail.com 

Petrova T. O.1, PhD, Associate Prof. 

Chulakov I.P. 
 

Some negative results for the interpolation 

monotone approximation of functions having 

a fractional derivative 

 
 

1Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
83000, Kyiv, Glushkova st., 4e, 

еmail:tamarapetrova2703@gmail.com 

email:igorchzpua@gmail.com

Досліджується питання наближення функцій  1[0,1] , (3,4)rf r  W  алгебраїчними поліномами 

1
n np   . Побудовано контрприклад, який показує, що для 1[0,1] , (3,4)rf r  W  оцінка 

2

1
| ( ) ( ) | ( (1 )) , [0,1]r

nf x p x c x x x
n

     є невірною. 

Ключові слова: Наближення функції, простір Соболєва, алгебраїчний поліном, монотонна 
функція, опукла функція. 

 

 We discuss whether on not it is possible to have interpolatory estimates in the approximation of a 

function [0,1]rf W  by polynomials. The problem of positive approximation is to estimate the pointwise 

degree of approximation of a function 0[0,1]rf C  where 0 is the set of positive functions on [0,1] . 

Estimates of the form (1) for positive approximation are known ([1],[2]). The problem of monotone 

approximation is that of estimating the degree of approximation of a monotone nondecreasing function by 
monotone nondecreasing polynomials. Estimates of the form (1) for monotone approximation were proved in 

[3],[4],[8]. In [3],[4] is consider , 2.r r   In [8] is consider , 2.r r   It was proved that for monotone 

approximation estimates of the form (1) are fails for 2, .r r  The problem of convex approximation is that 

of estimating the degree of approximation of a convex function by convex polynomials. The problem of 

convex approximation is that of estimating the degree of approximation of a convex function by convex 

polynomials. The problem of convex approximation is consider in ([5],[6]). In [5] is consider , 2.r r  In 

[6] is consider , 2.r r   It was proved that for convex approximation estimates of the form (1) are fails for 

2, .r r   In this paper the question of approximation of function 1, (3,4)rf r  W  by algebraic 

polynomial 1
n np    is consider. The main result of the work generalize the result of work [8] for 

(3,4)r .  

     Key Words: Approximation of function, Sobolev space, algebraic polynomial, monotone function, convex 

function. 
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Вступ. 

 Нехай ,rW r  клас функцій [0,1]f C , 

таких, що мають абсолютно неперервну ( 1)r   

похідну і ( ) ( ) 1rf x   майже скрізь на [0,1].  

Теляковський [1] для 1r   та Гопенгауз для r  

[2] посилили пряму теорему Нікольського – 

Тіммана довівши, що кожну функцію rf W  

можна наблизити алгебраїчним многочленом np  

степеня n  так, що 

(1 )
| ( ) ( ) | ( )( ) ,r

n
x x

f x p x c r n r
n


                 (1) 

де c  - абсолютна стала.  

 

DeVore та Yu [3] довели, що при 1, 2r   оцінка 

(1) справедлива і при наближенні монотонної 
функції монотонним многочленом.  

 А саме, якщо монотонна функція rf W , то 

існує монотонний многочлен np , такий, що має 

місце (1).  
 

В роботі [4] доведено, що для натурального 

2,r r   оцінка (1), взагалі кажучи, невірна для 

мнотонного наближеня.  

 

Для опуклого наближення при 2,r r   

доведено [5], що оцінка (1) також є невірною.  

Для r  введемо клас функцій [0,1]rW , таких, 

що 1
0
rD f


 абсолютно неперервна і 
0

1rD f


  

майже скрізь на [0,1] (тут 1
0
rD f


 - лівостороння 

дробова похідна [7]).  

 

Будемо позначати через n - множину всіх 

алгебраїчних поліномів степеня n  і через 1  

множину монотонних вниз на  0,1  функцій.  

 

Основним результатом є теорема, яка узагальнює 

результат роботи [8] на класи 1[0,1]rW   з 

 3,4 ,r r  . 

 

Основні означення та допоміжні твердження. 

 
Спочатку нагадаємо основні означення та факти, 

які використовуються в роботі. 

 

Означення 1.  Нехай 1( ) ( , )x L a b   . Інтеграли 

 
1

1 ( )
( )( ) ,

( ) ( )

xdef

a

a

t
I x dt x

x t





 


 

 
 

                  (2) 

 
1

1 ( )
( )( ) ,

( ) ( )

bdef

b

x

t
I x dt x b

x t







 
 
 

                    (3) 

де 0  називаються інтегралами дробового 

порядку  .  

Перший називають лівостороннім, а другий 

правостороннім. Що стосується дробового 
диференціювання, то його слід ввести, як 

операцію обернену дробовому інтегруванню [7]. 

 

Означення 2. Для функції ( )f x , що задана на 

відрізку [a,b] кожен із виразів 

1 ( )
( )( )

(1 ) ( )

x

a

a

d f t
D f x dt

dx x t




 
  

                 (4) 

1 ( )
( )( )

(1 ) ( )

b

b

x

d f t
D f x dt

dx x t





  

                 (5)  

називається дробовою похідною 

порядку ,0 1    відповідно лівосторонньою та 

правосторонньою. 

 

Перейдемо до дробових похідних порядків 1   

[ ] { },     

де [ ] -ціла частина числа   і { } -дробова 

частина чила  .  

  

Якщо  - ціле число, то під дробовою похідною 

порядка   будемо розуміти звичайне 

диференціювання: 

, , 1,2,3...a b

d d
D D

dx dx

 
   

   
      
   

        (6) 

 

Якщо ж  -не ціле, то правильно ввести за 

формулами:

  1

1 ( )
, [ ] 1

( )

xn

a n
a

d f t
D f dt n

n dx x t







  

 
   
    

  (7) 

1

( 1) ( )
, [ ] 1

( ) ( )

bnn

b n
x

d f t
D f dt n

n dx t x





  

  
   
    

   (8) 

 

Наступна теорема дає достатні умови для 

існування дробових похідних будь-якого порядку 

, 0    [7]. 

 

Теорема 1.  Нехай 0   та функція ( )f x  має 

абсолютно неперервну похідну порядку 
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, [ ] 1n n   . Тоді aD f
  існує майже скрізь і може 

бути представлена у вигляді 
 

1 ( )

0

( )

1

( )
( )

(1 )

1 ( )
.

( ) ( )

n k
k

a

k

x n

n
a

f a
D f x a

k

f t
dt

n x t

 














 

  
  


  





             (9)  

 

Основним результатом є теорема, яка узагальнює 

результат роботи [8] на класи [0,1]rW  при 

 3,4 , .r r   

 

Основний результат. 

 

Теорема 2.  Нехай (3,4)r . Тоді для кожного n  

існує функція 1
, [0,1]r

r nF F W    така, що для 

кожного полінома 1
n np    і для будь-якої 

додатної на (0;1) функції  , такої, що 

0
lim ( ) 0
x

x


  і 
1

lim ( ) 0
x

x


  справедлива одна з 

таких властивостей: 

 

0

( ) ( )
lim

( ) ( )

n

rx

F x p x

x x 


                              (11) 

або 

1

( ) ( )
lim

( ) ( )

n

rx

F x p x

x x 


                              (12) 

 

де ( ) (1 )x x x   . 

 

Доведення.  Нехай (3,4)r . Розглянемо функцію: 

14 4 4
4

14 4

14 4
4

14 4

( )
( 7) (1 )

4! 2

(1 ) , [0, ]
4

( ) :

( 7) (1 )
2

(1 ) , ( ,1]
4

b

b

b

b

b x b
b x x

b
x x b

f x

b
b x x

b
x x b

 



 




    




  


 

    




  




 

 
 

З явного вигляду функції ( )f x  та її похідних, 

можна отримати нерівності: 

 

4 4

4 3 4 3 1

45 163
(1) , (0) 0,

4 24

1 1
(0) ~ 0, ( ) ~ 0,

12 4

f b f b

f b b f b b b e

  

    

2
4

12 2
1

(1) ~ , (0) ~ 0,
4

( ) ~ 0, (1) ~ 2 0,
4 2

b

b
f b f

b b
f b e f




  

    

 

1

1

3
(0) ~ 0, ( ) ~ 0,

4 4

(1) ~ 2 0.
2

b

b
f b f b e

b
f





   

 

 

 

 Помітимо також, що 

         
(4) (4)

(4) (4)

( ) 0, ( ) 0  то

[0, ) : ( ) 0, ( ,1)] : ( ) 0.

f b f b

x b f x x b f x

   

     

 

 

З останніх нерівностей зрозуміло, що 

[0,1] : ( ) 0x f x    і функція f  зростає на [0,1] та 

[0,1] : ( ) 0.x f x     

 

Далі, існує  
 

1 1 1(0, ) : ( ) 0, [0, ] : ( ) 0x b f x x x f x       та 

 
 1[ ,1] : ( ) 0.x x f x     

 

Також існує 0 1 0 [0,1][ , ] : ( ) min ( ).xx x b f x f x    

З явного вигляду ( )f x  отримаємо оцінку 

[0, ] :x b   

2 2 2
1( ) ,

2 4 2

b b b
f x e       

 а саме, 
2

0( ) .
2

b
f x    

Далі розглянемо функцію 4( ) ( ).F x x f x   

 

Доведемо, що 1[0,1] .rF W   

 

Розглянемо 3 4( ) 4 ( ) ( )F x x f x x f x   . 

 

Так як [0,1] ( ) 0x f x    і ( ) 0,f x   то 

[0,1] : ( ) 0.x F x    Таким чином 1.F  

 

Тепер доведемо, що [0,1]rF W .  
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За Теоремою 2.3 в роботі [7] маємо: 
 

1 ( )

0
0

( )

1
0

(0)
( )

(1 )

1 ( )

( ) ( )

m k
r k r

k

x m

r m

F
D F x x

k r

F t
dt

m r x t







 

 
  

 
  





 

  
3 ( ) (4)

3
0 0

(0) 1 ( )
,

(1 ) (4 ) ( )

xk
k r

r
k

F F t
x dt

k r r x t






 
     

   

 

майже скрізь на  0,1 .   

Так як ( ) (0) 0kF   при 0,1,2,3,k   то 

(4)

0 3
0

1 ( )
( )

(4 ) ( )

x
r

r

F t
D F x dt

r x t
 


  

  

майже скрізь на [0,1]. 

 

Очевидно, що 0,c c    така, що 

(4)[0,1] :| ( ) | .x F x c     

Тоді 

0 3
0

4

| ( ) |
(4 ) ( )

.
(4 ) 4 (4 ) (4 )

x
r

r

r

c dt
D F x

r x t

c x c

r r r r

 



 
  

 
     


  

Таким чином, 
0

( )rD F x


 існує майже скрізь на 

[0,1].   

 
Очевидно, що 

(3)
1

0 3
0

1 ( )
( )

(3 ) ( )

x
r

r

F t
D F x dt

r x t


 


  

  

буде абсолютно неперервною.  

 

Таким чином, 1[0,1]rF W  .  

 

Нехай існує многочлен nq , який монотонно 

зростає на  [0,1] і для якого умова (11) не 

виконується. 

 
 Тоді, для деякої сталої B  маємо: 

 
/2| ( ) ( ) | ( ) ( ) ,0 .r r

nF x q x B x x Bx x b       

 

Звідси випливає, що  
 

(0) (0) 0nq F   і (0) (0) 0nq F   .  

 

Так як nq  зростає на [0,1] і (0) 0,nq   то 

[0,1] : ( ) 0.nx q x    Тоді многочлен nq   має 

вигляд 
1

2( ) ( ),n nq x x h x   де 
1nh  многочлен 

степеня 1 1,n n n  . 

 Розглянемо многочлен  

 

( ) ( ) (0) (0)n nq x q x f x f   . 

 

Доведемо, що умова 

 

0

| ( ) ( ) |
lim

( )

n
rx

f x q x

x


                             (13) 

 не виконується.  
 

Розкладемо функцію ( )f x  за формулою Тейлора: 

 2 3 3(0) (0) (0)
( ) (0) , [0; ]

1! 2! 3!

f f f
f x f x x x o x x b

  
     

.  

Тоді   

 

 

0

2 3 3

0
2

| ( ) ( ) |
lim

( )

(0) (0)
(0) (0) ( )

2 6
lim

n
rx

n

rx

f x q x

x

f f
f f x x x o x q x

x








 
    

 

 

 2 3 3

0
2

(0) (0)
( )

2 6
lim

n

rx

f f
x x o x q x

x



 
  

 

 
1

2 /2

0

(0) (0)
lim ( ) 0

2 6

r
n

x

f f
x o x h x x 



  
     

 
 

 

Так як умова (13) не виконується, то  

 
(0) (0), (0) (0).n nq f q f    

 

 За нерівністю Маркова маємо: 
3 3

4 2| (0) | | (0) | 2 || || .
18 12

n n
b b

b f q n q       

 

За побудовою многочлена ( )nq x  бачимо, що він 

зростає.  

 

Тоді  (1).nq q‖ ‖    
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Так, як (1)nq q‖ ‖ , то маємо 

3 3
2

2
2 (1) (1)

18 36
n n

b b
n q q

n
                          (14) 

 

З іншого боку, 
 

4 3 2 3 2

2 2

2
3 32

2 2

45 45 36 45 36
(1)

4 436 4 36

1
45 36

45 36468

4 4 46836 36

b b b n b bn
f

n n

n
b bn

n n

 
    




    



       

3 3 3

2 2 2

45 9 405

468 46836 36 36

b b b

n n n


                         (15) 

 

З нерівностей (14) та (15) маємо, що (1) (1)nf q  , 

а саме (1) (1).nf q  

 

Далі розглянемо: (1) (1) (0) (0)n nq q f f   . 

 

Припустимо, що (1) (1)nq f .  

 

Тоді (1) (1) (0) (0)nq f f f   . 

 

 З останнього маємо, що 

 
(1) (0) (0)nf q f f    

 

 Ми припускаємо, що (1) 0nq  , бо в 

протилежному випадку твердження про те, що 

(1) (1)nf q  очевидно. 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 Маємо, що 
1 3

4 4 4 4

1 3
4 4 4

13
4 4

163
8 4 2 (1)

12 12

175
8 4 2 (1)

12 12

271
(1) 4 2 .

12 12

b
n

b
n

b
n

b
b b q b b

b
b b q b

b
q b b







     

     

   

 

 

 Тоді, очевидно, що 3(1) ~ ,nq c b  де 

1
,

12
c c const  .  

 
З останніх міркувань випливає, що 

3
3 3

1(1) (1) (0) (0) ~ ,
12

n n
b

q q f f c b c b         

де 1 10, .c c const   

 

Але з іншого боку, 4(1) ~ 8 .f b   

 
Таким чином маємо суперечність з 

припущенням, (1) (1).nq f  

А отже (1) (1) (1)nq f F  . 

 

Теорема доведена. 

 

Висновки. 

Доведено негативний результат для монотонного 

наближення функцій многочленами, який є 

узагальненням негативного результату 

доведеного в роботі [8].
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У статті розглядається марковська модель системи з повторними викликами зі змінною 

інтенсивністю вхідного потоку з обмеженою чергою та без обмежень на ємність орбіти. 

Керування системою здійснюється за допомогою порогових стратегій. Для такої моделі з’ясовані 

умови існування стаціонарного режиму та досліджуються ймовірносні характеристики процесу. 

Метод досліджень базується на апроксимації вихідного процесу процесом з обмеженим простором 

станів. Для ймовірнісних характеристик процесу в стаціонарному режимі знайдені явні векторно-

матричні формули. Поставлена і розв’язана задача максимізації загального прибутку від роботи 

системи для порогових стратегій керування. 

Ключові слова: стохастична система, повторні виклики, порогова стратегія, стаціонарний 

режим, оптимізація. 

 

The paper is focused on in-depth study of the promising area of the stochastic systems theory related with 

scrutiny of queuing systems with repeated calls. We research Markov`s models of retrial systems with queue 

and variable rate of input flow controlled by threshold strategy with no restriction on the capacity of the 

orbit. We defined stationary regime existence conditions and investigated probability characteristics of 

process for two-dimension Markov process with continuous time which we took as a main model of the 

specified system. In stationary regime for probability characteristics of the service process were found 

explicit formulas. Research methods which we used are based on the initial process approximation by the 

process with bounded state space. Results of the research allow us to evaluate convergence rates of 

stationary distribution of finite systems with repeated calls to stationary distribution of infinite systems. 

Method of probability flow equating is used for obtain explicit expressions for stationary system 

probabilities through the closed path which are defined in a special way. For threshold control strategies the 

optimization problem of the total income of the system was stated and solved. 
Key Words: queue, repeated calls, threshold strategies, stationary regime, optimization. 

 

Статтю представив д. т. н., проф. Заславський В.А.  

 
 

Результати для систем з повторними 

викликами представляють один із важливих 

розділів теорії масового обслуговування. 

Детальний огляд відповідних результатів можна 

знайти в [1],[2]. Системи з повторними 

викликами виникають природним чином в нашій 

повсякденній діяльності в телефонних системах, 

комп'ютерних мережах, в області систем передачі 

інформації та ін. ([3],[4],[5]).  

У даній роботі розглядається система з 

повторними викликами і чергою типу 

M M m m n   , для якої m  - кількість  

обслуговуючих приладів, n  - кількість місць у 

черзі. Час обслуговування на кожному з приладів 

має показниковий розподіл з параметром  . 

Вхідний потік містить дві складові – первинну і 

вторинну. Інтенсивність j  потоку первинних 

викликів залежить від числа j  - джерел 

повторних викликів. Кожне джерело повторних 

викликів генерує пуассонівський потік 

інтенсивності  .  

 В якості моделі процесу обслуговування 

розглянемо двовимірний ланцюг Маркова з  
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неперервним часом       1 2, , 0Q t Q t Q t t   у 

фазовому просторі S I J  ,  0,1, ,I m n  , 

 0,1,J  . Компонента 1( )Q t  вказує на 

кількість зайнятих приладів і місць у черзі в 

момент часу t , а 2 ( )Q t  дорівнює кількості 

джерел повторних викликів. 

Інфінітезимальні характеристики   , ,i j i j
q    для 

 Q t  визначаються наступним чином: 

1) якщо 0,1,..., 1,i m n j J    ,  

  

   

   

   

     
, ,

, , 1, ,

min{ , } , , 1, ,

, , 1, 1 ,

, , , ,

0, ;

j

i j i j

j

при i j i j

i при i j i j

j при i j i jq

i j при i j i j

в інших випадках



 



  

 

   


   
      
     



 

2) якщо ,i m n j J   , 

  

   

   

     , ,

, , , 1 ,

, , 1, ,

, , , ,

0, .

j

m n j i j

j

при i j m n j

m при i j m n j
q

m при i j m j

в інших випадках





 
 

    


    
 

   

  

 З’ясуємо умови існування стаціонарного 

режиму для процесу  , 0Q t t  .  

 Лема. Нехай lim j
j

 


 . Тоді при 1
m




  

ланцюг  Q t  ергодичний і його граничний 

розподіл співпадає з єдиним стаціонарним. 

 Доведення. Розглянемо в якості тест-функцій 

Ляпунова наступні функції 

   , , ,i j ai j i j S    , 

де параметр " "a  буде визначено пізніше.  

 Для обраних тест-функцій середній перенос  

  
   

    , ,
, ,

, ,ij i j i j
i j i j

y q i j i j 
 

  

    

дорівнює 

   min , 1 , 0 1,

, .

j

ij

j

a i m a j a i m
y

m a i m

  

 

      
 

 
 

 При 1
m




  для будь-якого ,1a

m





 
 
 

 існує 

таке 0  , що ijy    для всіх  ,i j S  за 

винятком скінченного числа станів  ,i j . Таким 

чином для тест-функцій ( , ), ( , )i j i j S   

виконуються умови теореми Твіді ([1], стор.97). 

 Лему доведено. 

 Перейдемо до знаходження формул для 

стаціонарного розподілу при умові, що він існує. 

Для побудови розрахункових алгоритмів і явних 

формул спочатку розглянемо модель типу 
( )N

M M m m n   , в якій скінченне число N  

місць для повторних викликів. При умові, що всі 

N  місць зайнято, повторний виклик губиться і 

не отримує обслуговування в системі. Якщо 

знайти стаціонарний розподіл такої системи і 

перейти до границі N   (в умовах леми), то 

ми отримаємо стаціонарний розподіл для 

системи M M m m n   .  

 Позначимо через ( ) ( ) ( )

1 2( ) ( ( ), ( ))N N NQ t Q t Q t  

процес обслуговування для системи з чергою і 

скінченною орбітою. Інфінітезимальні 

характеристики   
( )

, ,

N

i j i j
q    для  ( )NQ t  у випадку 

,i m n j N    будуть мати вигляд 

  

   

   , ,

, , 1, ,

, , , ,

0, .

m n j i j

m при i j m n N

q m при i j m n N

в інших випадках



 

    


    



 

Процес 
   N

Q t  приймає значення в 

скінченній множині станів 
( ) ( )N NS I J  , 

 0,1, ,I m n  ,  ( ) 0,1, ,NJ N , і для нього 

існує стаціонарний режим. Знайдемо його 

стаціонарний розподіл      
, ,

N N

ij i j S  .  

Так як інтенсивність вхідного потоку 

залежить від кількості повторних викликів, для 

пошуку стаціонарних імовірностей застосування 

методу генератрис є неможливим. В даному 

випадку, використовуючи теорему про рівність 

потоків через замкнений контур в стаціонарному 

режимі, приведемо систему рівнянь Колмогорова 

до вигляду, який дозволить виписати стаціонарні 

ймовірності в явному векторно-матричному 

вигляді. 

Щоб сформулювати основний результат, 

введемо наступні позначення. 

Нехай  
1

, 0
( )

m n

ik i k
A j a j

 


 , 0,1, , 1j N   - 

тридіагональна матриця вигляду 

, , 0,1, , ,

, , 1, 2, , 1,

, 1, 0,1, , 2,
( )

, 1, 1,2, , ,

, 1, 1, 2, , 1,

0, ,

j

j

j

ik

i j k i i m

m j k i i m m m n

k i i m n
a j

i k i i m

m k i i m m m n

otherwise

  

  







   
        

     

 
   
       


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1

, 0

1, 1, 0,1,..., 2,
,

0, ,

m n

ik iki k

k i i m n
B b b

otherwise

 



    
  



  

1

, 0

1, 1, 0,1,..., 1,
,

0, ,

m n

ik iki k

k m n i m n
C c c

otherwise

 



     
  


 

Через  
1

, 1
( ) , , 1,2,..., 1

m n

ij i j
D N d N i j m n

 


     

позначимо трикутну матрицю: 

, , 1,2, , ,

, , 1, 2, , 1,

( ) ( ), 1, 2,3, , 1,

, 1,2,..., 2, 3,4, , 1,

0, .

ij N

i j i i m

m j i i m m m n

d N N j i i m n

N j i i m n

otherwise





 



 
      


       
     



 

Нам також необхідні будуть вектори: 
          0 1 1, ,...,
N N N N

j j m n jj     
  ,

   
   
 

      0 1 1

0

, ,...,

N

N N N N

j j m n jN

N

j
G j G G G




 


   , 

   1 1 1m n m n      вимірний вектор, що 

складається з одиниць, 

   1 1ie m n m n      вимірний вектор, i –та 

компонента якого дорівнює одиниці, а інші 

дорівнюють нулю. Через 1, ie  будемо позначати 

такі ж вектори розмірності m n .
   

 
Теорема. Якщо 0, 0,1,...,j j N   , то 

стаціонарні ймовірності 
     

, ,
N N

ij i j S   можна 

подати у вигляді: 

      1 2 1, ,...,
N N N

N N m n N    




 

        1

0 11 1 1
N

N ND N N m n e m n        ,(1) 

 
 

    0 1 ,

N
N NN

m n N N m nG N N e
m


  


 

 

 
 

       0 !
1 ... ,(2)

!

N N j
N NN

j

N
G N T N T j

j

 




    

 
   ( ) 0 !

!

N N j
NN N

m n j

j

N
G N

j

 







   

        1 ... 1 1, 0,1, , 1,T N T j j N           (3) 

де 

   
1

0

( ) 1 ! ( 1) ... ( 1)
!

N jN
N N

oN

j

G N N T N T j
j








 
       

 


 

       

1

1 1
( ) 1 ( 1 )N m n

j

T j N e
m

 
 





  
     

   

,      (4) 

   
      1

1

1
,(5)

1 1 1

N

N

G N
D N N m n e m n 

 
  
     
 

 1( ) , 0,1,..., 1.
j

m
T j B C A j j N






 

    
     

 Доведення. Для зручності позначимо 
   

, ,
N N

ij ij ij ijG G      
, .

N
i j S

 
Для кожного 

0,1,..., 1k m   розіб’ємо 
 N

S  на дві підмножини 

      0, , 1, ,..., ,kE N N k N  та  
\ .

N

k kE S E  В 

силу рівності потоків імовірностей через 

замкнений контур у стаціонарному режимі ([5], 

ст.49), будемо мати

  

 

 

0 1 1

1

0 1 1

1

...

1 , 0,1,..., 1,

...

, , 1,..., 1.

N N k N N kN

k N

N N k N N kN

k N

N N N N

k k m

N N N N

m k m m m n

     



     











      

   


     
    

(6) 

Для    

0

, ,
ij N

ij

N

G i j S



   перші  1m n   

рівняння із системи (6) мають вигляд 

    
1

1

1

1

... 1 1 ( 1) ,

N

N

m n N

G

D N N m n e m n

G

 

 

 
 

      
 
 

що дає нам (5). З (6) при 1k m n    знаходимо 

           
1

( )( 1 )m nN N m nG G N N e
m

 


 
  .          (7)

 

Знайдемо тепер 
m n jG 

 при умові, що 

0,1,.. 1.j N   Розіб’ємо 
 N

S  на дві підмножини 

      , :
N N

jS S j      і      
\ .

N N N

j jS S S  

Знову використовуючи рівність потоків 

імовірностей через замкнений контур, маємо

    0 1 1 11 1 ,j m n j j m n jj j               

звідки отримаємо 

       
( 1)

1 1, 0,1,.., 1m n j

j

j
G G j j N







    .     (8)

 Розглянемо тепер ( )m n N   замкнених 

контурів, які містять одну точку  ,i j  з області 

     0,1, , 1 0,1, 1 .
N

S m n N      Відповідні 

рівняння для 
 

, ( , )
N

ijG i j S  мають вигляд 

                  0 1( ) , 0,j j jj G G i                     (9) 
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 

 

 

1 1 1

1

1 1 1

1

( ) 1

1 , 1,2, , 1,

( ) 1

, , 1, , 2.

j ij i j j i j

i j

j ij i j j i j

i j

i j G j G G

i G i m

m j G j G G

m G i m m m n

    



    



  



  



      

   


     


    

(10)

 

При 1i m n    з урахуванням (8) 

   1 2 11j m n j m n jm j G j G             

            2

( 1)
1 1j m n j

j

j m
G G j

 



 


   .         (11) 

Систему (9) - (11) можна представити в векторно-

матричному вигляді 

     1( 1) 1
j

m
G j j G j B C A j







 

      
  

 

        ( 1) 1 , 0,1,..., 1j G j T j j N      .     (12) 

Розв’язком рекурентного співвідношення (12) 

буде послідовність векторів 

 
!

( ) ( 1) ( ),
!

N jN
G j G N T N T j

j

 

    

 0,1,..., 1j N  .                   (13) 

Підставляючи праву частину (13) в (8), маємо 

!
( ) ( 1) ( 1)1,

!

N j

m n j

j

N
G G N T N T j

j








      

                             0,1,..., 1j N  .                       (14) 

Умова нормування для стаціонарних 

імовірностей  , ,ij i j S   дозволяє знайти 0N . 

Це дає формулу (4). Співвідношення (1)-(3) 

являються прямим наслідком (7), (13) та (14). 

Теорема доведена. 

Очевидно, ці формули являють собою 

ефективну рекурентну процедуру для обчислення 

стаціонарного розподілу.  

 Змінний характер інтенсивності вхідного 

потоку в моделях типу M M m m n    дає 

можливість ставити і розв’язувати для них 

оптимізаційні задачі. В зв’язку з цим розглянемо 

клас багатопорогових стратегій, які задаються 

порогами  1 2 1, ,..., NH H H H 
  , 

0 1 10 ... N NH H H H       , 

N - фіксоване число. Якщо в момент часу 0t   

число джерел повторних викликів 

   2 1, , 1,...,i iQ t H H i N  , то будемо казати, 

що система з повторними викликами функціонує 

в і-ому режимі і інтенсивність вхідного потоку 

дорівнює ih . Інші параметри від режиму не 

залежать. Вибір порогової стратегії H  означає 

фіксацію залежності j  від числа джерел 

повторних викликів: 
j ih  ,  1,i ij H H , 

1,...,i N . Відповідний процес обслуговування і 

його характеристики будемо наділяти індексом 

   , , ,...H Q t Q t H .  

 Нехай  1 ,S t H  - число викликів, 

обслуговування яких завершено в системі за час 

t ;  2 ,S t H  - число викликів, які отримали 

відмову в обслуговуванні і стали повторними 

викликами;  3 ,S t H  - число перемикань 

інтенсивності вхідного потоку. Якщо існують 

границі  1lim ,i
t

t S t H


, то будемо позначати їх 

через  , 1,2,3iS H i  .  

 Розглянемо оптимізаційну задачу  

       1 1 2 2 3 3 maxW H C S H C S H C S H    , 

0 1 10 ... N NH H H H       , 

 0,1,... , 1,2,..., 1iH i N   , 

де 1C  - прибуток, пов’язаний з обслуговуванням 

одного виклику; 2C  - штраф за відмову в 

обслуговуванні; 3C  - штраф за перемикання 

інтенсивності вхідного потоку.  

 Розв’язком даної оптимізаційної задачі є така 

багатопорогова стратегія H , яка максимізує 

середній прибуток від роботи системи. 

 Конкретизуємо цю задачу для випадку, коли 

зміна інтенсивності вхідного потоку пов’язана з 

пересуванням одного порогу 1H H . Тоді для 

інтенсивності вхідного потоку маємо 

1

2

, 0 ,

, .
j

h j H

h j H


 
 


 

 Оскільки системи з обмеженою чергою 

апроксимують необмежені системи, то будемо 

вважати, що число повторних викликів обмежено 

деяким числом N   . 

В умовах існування стаціонарного режиму 

(умови леми) граничні функціонали 

 , 1,2,3iS H i   можуть бути виписані через 

стаціонарні імовірності  , ,ij i j S   наступним 

чином 

     1

0 1 1

,
N m m n

ij ij

j i i m

S H i H m H 


   

 
  

 
  

 

     
1

2 1 2

0

,
H N

m n j m n j

j j H

S H h H h H 


 

 

  

     
1

3 1 1

0

.
m n

m n H iH

i

S H h H H H  
 

 



    
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 Розглянемо приклад системи типу 

(20)

11 1 ,M M     
яка функціонує в двох 

режимах, вибір яких визначається порогом 

{1,2,...,19}.H   Зафіксовані наступні параметри 

системи 1 24; 0,5; 1; 0,1h h      . 
Коефіцієнти якості 1 2 36, 2, 4.C C C    

Програма, написана на основі отриманих 

формул, дає наступні значення цільового 

функціоналу: 

(1) 3.10832; (2) 3.1579; (3) 3.18552;W W W  
 

(4) 3.19712; (5) 3.19702; (6) 3.18834;W W W    

(7) 3.17337; (8) 3.15382; (9) 3.13095;W W W    

(10) 3.10571; (11) 3.07882; (12) 3.05079;W W W    

(13) 3.02192; (14) 2.99205; (15) 2.95971;W W W    

(16) 2.91864; (17) 2.84471; (18) 2.64105;W W W    

(19) 1.83259.W   

Таким чином, максимум цільової функції 

3.19712  досягається для порогу 4H  . 

У статті в якості основної моделі системи 

M M m m n    розглядається двовимірний 

марковський процес з неперервним часом. Для 

нього з’ясовані умови існування стаціонарного 

режиму та досліджуються ймовірносні 

характеристики процесу. Метод дослідження 

базується на апроксимації вихідної системи 

системою з обмеженою орбітою Для 

ймовірносних характеристик процесу знайдені 

явні векторно-матричні формули для 

стаціонарних імовірностей. Метод знаходження 

стаціонарних імовірностей процесу полягає в 

прирівнюванні потоків імовірностей у 

стаціонарному режимі через замкнені контури, 

які обираються спеціальним чином. 

Змінний характер інтенсивності вхідного 

потоку в моделі даного типу дозволяє поставити і 

розв’язати задачу оптимізації, яка полягає в 

максимізації загального прибутку від роботи 

системи у випадку, коли керування системою 

здійснюється за допомогою порогової стратегії. 

Наводиться приклад та аналізується ефективність 

застосування даного класу стратегії керування. 
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