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Нехай N — множина натуральних чисел. Нехай F — поле. У роботi [1] визначенi класи груп
SLp

s(F) та GLp
s(F) перiодичних нескiнченних N × N–матриць таких, що вiдповiдають числу

Стейнiца s. У данiй роботi ми вводимо ширший клас дiагональних локальних SL–груп та GL–
груп i вивчаємо їх зв’язок з локально матричними алгебрами. Зокрема, ми показуємо, що довiль-
на сепарабельно–дiагональна локальна SL–група (вiдповiдно GL–група) iзоморфна групi SLp

s(F)
(вiдповiдно GLp

s(F)).
Ключовi слова: Локально матрична алгебра, число Стейнiца, дiагональне занурення, перiо-

дична матриця.

Let N be the set of natural numbers. Let F be a field. In [1], we introduced a class of groups SLp
s(F)

and GLp
s(F) of periodic infinite N × N–matrices that correspond to a Steinitz number s. In this paper

we introduce a wider class of diagonal locally SL–groups and GL–groups and study their relations
with locally matrix algebras. In particular, we show that every separable–diagonal locally SL–group
(respectively GL–group) is isomorphic to a group SLp

s(F) (respectively GLp
s(F)).

Key Words: Locally matrix algebra, Steinitz number, diagonal embedding, periodic matrix.
Статтю представив доктор фiзико-математичних наук, професор А.П.Петравчук

1 Introduction

Let P be the set of all primes. A Steinitz or
supernatural number is an infinite formal product
of the form ∏

p∈P
prp ,

where rp ∈ N∪{0,∞}. The product of two Steinitz
numbers ∏

p∈P
prp and

∏
p∈P

pkp

is a Steinitz number∏
p∈P

prp+kp ,

where we assume, that

kp ∈ N ∪ {0,∞}, t+∞ = ∞+ t = ∞+∞ = ∞

for all positive integers t. Denote by SN the set of
all Steinitz numbers. Obviously, the set of all posi-
tive integers N is a subset of the set of all Steinitz
numbers SN.

The Steinitz number v divides u if

there exists w ∈ SN, such that u = v · w.

The divisibility relation | makes SN into a partially
ordered set with the greatest element

I =
∏
p∈P

p∞

and the least element 1. Moreover, the poset
(SN, |) is a complete lattice.

Steinitz numbers were introduced by Ernst
Steinitz [6] in 1910 to classify algebraic extensi-
ons of finite fields.

Consider the algebra MN(F) of N × N matri-
ces over the ground field F having finitely many
nonzero elements in each column.

Definition 1. Following [1], we call an N×N matrix
periodic (more precisely: n–periodic) if it is block–
diagonal diag(a, a, ...), where a is an n×n matrix.

Let Mp
n(F) be the subalgebra of MN(F) that

consists of all n–periodic matrices. Clearly,

Mp
n(F) ∼= Mn(F).

Let s be a Steinitz number. Then

Mp
s (F) = ∪n|s Mp

n(F)

is a subalgebra of MN(F); see [1]. J.Glimm [3]
defined Steinitz number of uniformly hyperfinite

c⃝ Оксана Безущак, 2019

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2419/4.1
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algebras in terms of ascending chains of matrix
subalgebras. So, by the Theorem of J.Glimm [3],
Mp

s (F) is the only (up to isomorphism) unital
locally matrix algebra of Steinitz number s.

Let GLp
n(F) be the group of invertible

elements of Mp
n(F) and

SLp
n(F) = [GLp

n(F), GLp
n(F)].

Clearly,

GLp
n(F) ∼= GLn(F), SLp

n(F) ∼= SLn(F).

Let n1, n2, . . . be a sequence of positive
integers such that ni|ni+1, i > 1, and s is the least
common multiple of the numbers (ni, i > 1). Then

GLp
n1
(F) ⊂ GLp

n2
(F) ⊂ · · · ,

∪i>1GLp
ni
(F) = GLp

s(F),

SLp
n1
(F) ⊂ SLp

n2
(F) ⊂ · · · ,

∪i>1SL
p
ni
(F) = SLp

s(F).

Let m, n be natural numbers such that n di-
vides m.

Definition 2. We call an embedding φSL of the
group SLn(F) into the group SLm(F) diagonal if
there exists an element g ∈ SLm(F) such that

φSL(a) = g−1 diag(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m/n

) g.

Similarly, we define diagonal embeddings φGL

and φM of the group GLn(F) into the group
GLm(F) and of the algebra Mn(F) of n×n matri-
ces over F into the algebra Mm(F) :

φGL : GLn(F) → GLm(F),

φGL(a) = g−1 diag(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m/n

) g, g ∈ GLm(F);

φM : Mn(F) → Mm(F),

φM (a) = g−1 diag(a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m/n

) g, g ∈ Mm(F).

2 Diagonal locally SL– and GL–groups

Let I be a partially ordered set such that for any
two elements i, j ∈ I there exists an element k ∈ I
such that i 6 k, j 6 k.

Definition 3. We call a group G a diagonal locally
SL–group if there exists a family of subgroups
Hi ⊆ G, i ∈ I, such that

1) if i 6 j then Hi ⊆ Hj and let

idij : Hi → Hj

denote the embedding homomorphism;

2) ∪i∈IHi = G;

3) for any i ∈ I there is a fixed isomorphism

ui : Hi → SLni(F), ni ∈ F;

4) for any i 6 j

φij = uj idij u−1
i : SLni(F) → SLnj (F)

is a diagonal embedding. In particular,

ni divides nj for i 6 j.

Similarly we define a diagonal locally GL–
group. It is easy to see that for i 6 j 6 k,
i, j, k ∈ I, we have

φik = φjk φij .

Hence, we can talk about a direct limit of groups
SLni(F), i ∈ I, with respect to the system of
homomorphisms

φij , i, j ∈ I, i 6 j;

see [5]. It is straightforward that this direct limit
is isomorphic to the group G.

Recall (see [4]) that an associative F–algebra
A is called a locally matrix algebra if for each fi-
nite subset of A there exists a subalgebra B ⊂ A
containing this subset such that B ∼= Mn(F) for
some n.

A locally matrix algebra A is said to be unital
if it contains a unit 1.

Theorem 1. Let A be a unital locally matrix
F–algebra. Then the group A∗ of invertible
elements of A is a diagonal locally GL–group.
The commutator subgroup [A∗, A∗] is a diagonal
locally SL–group.

9
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Proof. Let I be the set of all subalgebras B ⊂ A
such that 1 ∈ B and B is isomorphic to a matrix
algebra

Mn(B)(F), n(B) ∈ N.

Let
uB : B → Mn(B)(F)

be an isomorphism. The set I is partially ordered
by inclusion. If B, B′ ∈ I and B ⊆ B′ then
by the Theorem of H.M.Wedderbun (see [2]) the
embedding

uB′ idB,B′ u−1
B : Mn(B)(F) → Mn(B′)(F)

is diagonal. The restriction of this embedding
to groups of invertible elements yields diagonal
embeddings

φGL : GLn(B)(F) → GLn(B′)(F),

φSL : SLn(B)(F) → SLn(B′)(F).

This completes the proof of the Theorem.

Theorem 2. For an arbitrary diagonal locally SL–
group (respectively GL–group) G there exists a
unital locally matrix algebra A such that

G ∼= [A∗, A∗] (respectively G ∼= A∗).

Proof. Suppose that G is diagonal locally SL–
group, {Hi}i∈I is a locally system of subgroups,

ui : Hi → SLni(F)

are isomorphisms and for each pair i, j ∈ I, i 6 j,
the embedding

uj idij u−1
i

is diagonal.
Any diagonal embedding

SLn(F) → SLm(F)

uniquely extends to a diagonal embedding of
matrix algebras Mn(F) → Mm(F). Let

φij : Mni(F) → Mnj (F)

be the diagonal embedding that extends

uj idij u−1
i .

For i, j, k ∈ I, i 6 j 6 k, the embeddings

φjk φij and φik

coincide on SLni(F), hence

φjk φij = φik.

The system of algebras Mni(F), i ∈ I, and
homomorphisms

φij , i 6 j,

satisfy the conditions for a direct limit (see [5]).
Let’s denote this direct limit of matrix

algebras as A. Clearly, A is a locally matrix
algebra. Since all embeddings φij map an identi-
ty matrix to an identity matrix it follows that the
algebra A is unital.

It is easy to see that the group of invertible
elements A∗ is the direct limit of groups GLni(F)
and the commutator subgroup [A∗, A∗] is the di-
rect limit of the groups SLni(F), hence

[A∗, A∗] ∼= G.

For a diagonal locally GL–group the
arguments are similar. This completes the proof
of the Theorem.

Let G be a diagonal locally SL–group
(respectively GL–group), {Hi}i∈I is a correspondi-
ng local system of subgroups,

ui : Hi → SLni(F), i ∈ I,

are isomorphisms (respectively

ui : Hi → GLni(F)

are also isomorphisms).

Definition 4. The least common multiple of all
numbers ni, i ∈ I, is called the Steinitz number
st(G) of the group G.

J.Glimm [3] assigned a Steinitz number to
an arbitrary unital countable–dimensional locally
matrix algebra and showed that two such algebras
A, B are isomorphic if and only if their Steinitz
numbers st(A) and st(B) are equal.

10
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3 On separable diagonal locally SL– and
GL–groups

Definition 5. A partially ordered set I is called
separable if there exists a countable subset I0 ⊂ I
such that for an arbitrary element i ∈ I there exi-
sts an element j ∈ I0 and i 6 j.

Definition 6. We call a diagonal locally SL–
group (respectively GL–group) separable if the
corresponding partially ordered set I is separable.

Theorem 3. Let G be a separable diagonal locally
SL–group (respectively GL–group) of Steinitz
number s. Then

G ∼= SLp
s(F)

(respectively
G ∼= GLp

s(F)).

Proof. If the partially ordered set I is separable
then the algebra A in the proof of Theorem 2 is
countable–dimensional. Moreover, it is easy to see
that the Steinitz number of the algebra A is equal
to s. By Glimm’s Theorem [3]

A ∼= Mp
s (F).

Hence

G ∼= [A∗, A∗] ∼= SLp
s(F)

if G is a diagonal locally SL–group and

G ∼= A∗ ∼= GLp
s(F)

if G is a diagonal locally GL–group. This
completes the proof of the Theorem.
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Анотацiя. Розглянуто задачу Кошi для хвильового рiвняння у тривимiрному просторi, ке-
рованого загальною стохастичною мiрою. Доведено, що за певних умов розв’язок прямує до нуля
майже напевно, якщо абсолютна величина просторової змiнної прямує до нескiнченностi.

Ключовi слова: асимптотична поведiнка, стохастична мiра, стохастичне хвильове рiвня-
ння, м’який розв’язок, простiр Бєсова.

Abstract. We study the Cauchy problem for a wave equation in three-dimensional space driven by
a general stochastic measure. Under some assumptions, we prove that the mild solution tends to zero
almost surely as the absolute value of the spatial variable tends to infinity.

Key Words: asymptotic behavior, stochastic measure, stochastic wave equation, mild solution, Besov
space.

Communicated by Prof. Moklyachuk M.P.

1 Introduction

We continue investigation of the wave equation
driven by a general stochastic measure. Namely,
we study the asymptotic behavior of the mild
solution in the case of three-dimensional space.

Let L0(Ω,F ,P) be the set of all real-valued
random variables defined on complete probability
space (Ω,F ,P), X be an arbitrary set and B(X)
be a σ-algebra of Borel subsets of X. Let µ be
a stochastic measure on B(X), i.e. a σ-additive
mapping µ : B(X) → L0(Ω,F ,P). Also, such µ
is called a general stochastic measure (see, for
example, [1, Section 7]). This underlines the fact
that we do not require the fulfillment of any other
assumptions except σ-additivity.

Consider the following Cauchy problem
∂2u(t, x)

∂t2
= a2∆xu(t, x)+

+f(t, x, u(t, x)) + σ(t, x) µ̇(t),
∂u

∂t

u(0, x) = u0(x);
∂u(0, x)

∂t
= v0(x),

(1)

where (t, x) ∈ [0, T ] × Rd, d = 1, 3, T > 0, a > 0,
and µ is a stochastic measure defined on the Borel
σ-algebra B([0, T ]). The solution of equation (1) is

understood in the following mild sense

u(t, x) =

∫
Rd

Sd(t, x− y)v0(y) dy+

+
∂

∂t

(∫
Rd

Sd(t, x− y)u0(y) dy

)
+

+

∫ t

0
ds

∫
Rd

Sd(t− s, x− y)f(s, y, u(s, y)) dy+

+

∫ t

0
dµ(s)

∫
Rd

Sd(t− s, x− y)σ(s, y) ds , (2)

where Sd is the fundamental solution of the wave
equation in Rd (see, for example, [2]).

The integrals of random functions with
respect to dy and ds are considered for every fi-
xed ω ∈ Ω. Such integrals are studied in [3], for
example.

The existence, uniqueness and Hölder
regularity of the solution of equation (2) are
proved in [4, 5, 6] (for d = 1, 2, 3 respectively).

In the article [8] the asymptotic behavior of
the mild solution is investigated in two cases: the
equation is given on the line and on the plane.

Also, the asymptotics of the mild solutions of
heat equations with general stochastic measures is
considered in [7, 9, 10]. In the papers [11, 12] the

© I.M. Bodnarchuk. 2019
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asymptotic behavior of solutions of wave equations
with white noise is studied. The long time behavi-
or of the solutions to stochastic wave equations
driven by a Lévy process is investigated in [13].

Our aim here is to prove that the solution of
problem (2) tends to zero almost surely as the
absolute value of the spatial variable tends to infi-
nity in the case when d = 3.

2 Some results needed for the proof

Consider the Besov space Bα
22([b, c]), α ∈

(1/2, 1), b, c ∈ R, that is, the space of functions
g : [b, c] → R such that the norm

∥g∥Bα
22([b,c])

= ∥g∥L2([b,c])+

+
(∫ c−b

0

(
w2,[b,c](g, r)

)2
r−2α−1 dr

) 1
2
,

is finite where

w2,[b,c](g, r) = sup
06h6r

(∫ c−h

b
|g(s+ h)− g(s)|2 ds

) 1
2

.

For an arbitrary t ∈ (0, t], put

∆
(t)
kn = ((k − 1)2−nt, k2−nt], n > 0, 1 6 k 6 2n.

Let a function g(z, s) : Z × [0, t] → R be such
that ∀z ∈ Z : g(z, ·) is continuous on [0, t] for all
z ∈ Z. Here the symbol Z denotes an arbitrary
set. Put

gn(z, s) = g(z, 0)1{0}(s)+

+
∑

16k62n

g(z, (k − 1)2−nt)1
∆

(t)
kn

(s).

Then the random function

η(z) =

∫
(0,t]

g(z, s)dµ(s), z ∈ Z,

has a version

η̃(z) =

∫
(0,t]

g0(z, s)dµ(s)+

+
∑
n>1

(∫
(0,t]

gn(z, s)dµ(s)−
∫
(0,t]

gn−1(z, s)dµ(s)

)
,

(3)

such that

|η̃(z)| 6 |g(z, 0)µ((0, t])|+ C∥g(z, ·)∥Bα
22([0,t])

×

×

∑
n>1

2−nε
∑

16k62n

∣∣∣µ(∆(t)
kn ∩ (0, t]

)∣∣∣2


1
2

, (4)

where α = ε/2+1/2 (see [6]). Note that the versi-
on (3) is the same for all z ∈ Z, while the constant
C depends on α and t and does not depend on z, ω.

3 Main result

According to [14, § 12] the fundamental solution of
wave equation (1) (d = 3) is given by

S3(t, x) =
1

2πa
δ
(
a2t2 − |x|2

)
1{t>0} =

=
1

4πa2t
δSat1{t>0},

where δ is the Dirac function (correspondingly,
δSat is the uniform measure on a sphere of radi-
us at that has the full mass 4πa2t2), and where
| · | denotes the Euclidean norm.

Thus for any test function φ on R4 (that is
any infinitely differentiable function with a finite
support in R4) we have

(S3, φ) =
1

4πa2

∫ ∞

0

1

t

∫
|x|=at

φ(x, t) dS(x) dt =

=
1

4πa2

∫
R3

1

|x|
φ

(
x,

|x|
a

)
dx , (5)

where dS(x) is a differential of the area in the
sphere {x ∈ R3 : |x| = at}.

Therefore, a mild solution of problem (1) (for
d = 3) is a measurable random function u(t, x) =
u(t, x, ω) : [0, T ]×R3 ×Ω → R that almost surely
satisfies the following integral equation

u(t, x) =
1

4πa2t

∫
|y−x|=at

v0(y) dS(y)+

+
1

4πa2
∂

∂t

1

t

∫
|y−x|=at

u0(y) dS(y)

+

+
1

4πa2

∫ t

0
ds

∫
|y−x|=a(t−s)

f(s, y, u(s, y))

t− s
dS(y)+

+
1

4πa2

∫ t

0

1

t− s
dµ(s)

∫
|x−y|=a(t−s)

σ(s, y) dS(y) .

(6)

Here dS(y) is a differential of the area in the
sphere {y ∈ R3 : |y − x| = at} and in the sphere
{y ∈ R3 : |y−x| = a(t− s)} for the corresponding
integrals.
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The following conditions are assumed
throughout the paper.

A1. The functions u0(y) = u0(y, ω) : R3×Ω →
R, v0(y) = v0(y, ω) : R3 × Ω → R are measurable
and, for all ω ∈ Ω,

|u0(y, ω)| 6 Cu0(ω),

∣∣∣∣∂u0∂yi
(y)

∣∣∣∣ 6 Cu0(ω),

|v0(y, ω)| 6 Cv0(ω) .

A2. The functions v0(y), u0(y),
∂u0(y)
∂yi

, i =
1, 2, 3, are Hölder regular, namely∣∣v0(y′)− v0(y

′′)
∣∣ 6 Lv0(ω)

∣∣y′ − y′′
∣∣β(v0) ,

0 < β(v0) 6 1;∣∣u0(y′)− u0(y
′′)
∣∣ 6 Lu0(ω)

∣∣y′ − y′′
∣∣β(u0) ,

0 < β(u0) 6 1 ;∣∣∣∣∂u0∂yi
(y′)− ∂u0

∂yi
(y′′)

∣∣∣∣ 6 Lu0(ω)
∣∣y′ − y′′

∣∣β(u0) .

A3. The function f(s, y, v) : [0, T ]×R3×R →
R is measurable and bounded, that is

|f(s, y, v)| 6 Cf .

A4. The function f(s, y, v) is uniformly Li-
pschitz with respect to y ∈ R3, v ∈ R, that is∣∣f(s, y′, v′)−f(s, y′′, v′′)

∣∣6Lf

(∣∣y′− y′′
∣∣+∣∣v′− v′′

∣∣) .
A5. The function σ(s, y) : [0, T ] × R3 → R is

measurable and bounded, that is

|σ(s, y)| 6 Cσ.

A6. The function σ(s, y) is Hölder regular,
namely ∣∣σ(s′, y′)− σ(s′′, y′′)

∣∣ 6
6 Lσ

(∣∣s′ − s′′
∣∣β(σ) + ∣∣y′ − y′′

∣∣β(σ)),
1/2 < β(σ) 6 1.

A7. |u0(y)| → 0,
∣∣∂u0
∂yi

(y)
∣∣→ 0, |v0(y)| → 0,

sup
s∈[0,T ], z∈R

|f(s, y, z)| → 0, sup
s∈[0,T ]

|σ(s, y)| → 0, as

|y| → ∞.
The symbols C and C(ω) denote a nonrandom

and random constants, respectively, that can be
different in different places and whose precise
values do not matter for our reasoning.

Theorem 3.1. Suppose Assumptions A1 – A7
hold. Then the solution of equation (6) has a versi-
on u(t, x) such that for all t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω,

|u(t, x)| → 0, |x| → ∞.

Proof. According to Theorem 2.1 of [6], under
Assumptions A1 – A6 for all t ∈ [0, T ], x ∈ R3,
equation (6) has the unique solution u(t, x).

We have

|u(t, x)| 6
∣∣∣∣∣ 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

v0(y) dS(y)

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ 1

4πa2
∂

∂t

(
1

t

∫
|y−x|=at

u0(y) dS(y)

)∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ 1

4πa2

∫ t

0
ds

∫
|y−x|=a(t−s)

f(s, y, u(s, y))

t− s
dS(y)

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ 1

4πa2

∫ t

0

1

t− s
dµ(s)

∫
|x−y|=a(t−s)

σ(s, y) dS(y)

∣∣∣∣∣=
= |J1(t, x)|+|J2(t, x)|+|J3(t, x)|+|J4(t, x)|. (7)

Now each of terms is treated separately. First
we consider the stochastic integral. Similarly to
proof of [6, Lemma 4.1] we use equality (5), pass
from the surface integral to the multiple integral
and obtain

J4(t, x) =
1

4π

∫
(0,t]

h(t, x, s)dµ(s),

where

h(t, x, s) = (t− s)

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
σ
(
s, xt−s

)
sin θ dθ ,

and

xt−s = (x1 + a(t− s) cosφ sin θ, x2+

+a(t− s) sinφ sin θ, x3 + a(t− s) cos θ),

x = (x1, x2, x3).

Let arbitrary t ∈ [0, T ], x ∈ R3, be fixed. Then
the random function J4(t, x) has a version (3) that
admits bound (4). This version is denoted by the
same symbol J4. To use this bound we estimate
the norm of the function h(t, x, s) in the Besov
space.

By Assumption A7 for all ε0 > 0 there exists
δ0 > 0 such that for all |y| > δ0,

sup
s∈[0,T ]

|σ(s, y)| < ε0, sup
s∈[0,T ], z∈R

|f(s, y, z)| < ε0,

|u0(y)| < ε0,
∣∣∂u0
∂yi

(y)
∣∣ < ε0, |v0(y)| < ε0. (8)
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Then ∀ s 6 t, ∀ |x| > δ0 + aT there exists a
point y0, |y0 − x| 6 a(t− s), such that

|h(t, x, s)| = (t− s)

∣∣∣∣∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
σ
(
s, xt−s

)
sin θdθ

∣∣∣∣ =
= (t− s)|σ(s, y0)|

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θdθ < 4πTε0. (9)

Here we use the Mean Value Theorem, the Squeeze
Theorem and the first inequality of (8).

Hence

|h(t, x, s)| < Cε0,

∥h(t, x, s)∥L2([0,t]) =

(∫ t

0
|h(t, x, s)|2ds

) 1
2

< Cε0,

|h(t, x, s+ h)− h(t, x, s)| < 8πTε0 = Cε0.

Therefore, for s+ h 6 t,

w2,[b,c](g, r) < Cε0
√
t 6 Cε0 (10)

On the other hand, by A5 and A6 we have

|h(t, x, s+ h)− h(t, x, s)| =
∣∣∣∣(t− s)×

×
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0

(
σ(s, xt−s−h)− σ(s, xt−s)

)
sin θ dθ−

−h

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
σ(s, xt−s−h) sin θ dθ

∣∣∣∣ 6
6 (t− s)4πLσh

β(σ) + h4πCσ 6 Chβ(σ).

Consequently,

w2,[b,c](g, r) < Crβ(σ).

Raise the latter inequality to the power θ and
multiply by inequality (10) raised to the power
1− θ for an arbitrary θ ∈ (0, 1). We obtain

w2,[b,c](g, r) 6 Crθβ(σ)ε1−θ
0 .

Thus there exists α < θβ(σ) such that

∥h(t, x, s)∥Bα
22([0,t])

< Cε0+

+Cε1−θ
0

(∫ t

0
r2θβ(σ)−2α−1dr

) 1
2

6

6 C
(
ε0 ∨ ε1−θ

0

)
,

where a ∨ b is a maximum of numbers a and b.

Now the bounds obtained above are substi-
tuted to (4). Finally, we obtain

|J4(t, x)| < C
(
ε0 ∨ ε1−θ

0

)
×

×
(
|µ((0, t])|+

{∑
n>1

2−nε
∑

16k62n

∣∣∣µ(∆(t)
kn

)∣∣∣2} 1
2
)
6

6 C(ω)
(
ε0 ∨ ε1−θ

0

)
, (11)

where the sum with the stochastic measure is finite
according to [15, Lemma 3.1].

Next, by equality (22) of [6] we get the followi-
ng representation of J1

J1(t, x) =
t

4π

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
v0
(
xt
)
sin θ dθ .

The same reasoning as that used in obtaining
bound (9) proves, ∀ |x| > δ0 + aT ,

|J1(t, x)| < Tε0 . (12)

Analogously, since by (23) of [6]

J2(t, x) =
1

4π

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
u0
(
xt
)
sin θ dθ+

+
t

4π

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0

∂

∂t
u0
(
xt
)
sin θ dθ ,

we have, ∀ |x| > δ0 + aT ,

|J2(t, x)| < (1 + T )ε0 . (13)

Then we obtain similarly to the preceding
bounds by representation (5) and the second
inequality of (8) that for all |x| > δ0 + aT ,

|J3(t, x)| =
1

4πa2
×

×
∣∣∣∣∫

|y|6at

f
(
t− |y|

a , y + x, u
(
t− |y|

a , y + x
))

|y|
dy

∣∣∣∣<
<

ε0
4πa2

∣∣∣∣ ∫
|y|6at

1

|y|
dy

∣∣∣∣ = t2ε0
2

6 T 2

2
ε0 . (14)

Finally, we substitute estimations (11)–(14) to
relation (7). For all ε > 0 put ε0 = εC−1(ω) if
ε > 1, and ε0 =

(
εC−1(ω)

) 1
1−θ if ε < 1. Then

there exists a set Ω0 ⊂ Ω, P(Ω0) = 1, such that
for all t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω0,

∀ ε > 0 ∃ δ = δ0 + aT ∀ |x| > δ : |u(t, x)| < ε.

�
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4 Conclusions

We investigate the equation that describes a wave
in some medium with random and non-random
sources of perturbations. Namely, the situation
when influence of the sources vanishes as the spati-
al variable tends to infinity is studied. It is shown
that in this case the wave also fades with unli-
mited growth of the absolute value of the spatial

variable.
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2. MILLET, A., MORIEN, P.-L. (2000) On a
stochastic wave equation in two space dimensi-
ons: regularity of the solution and its densi-
ty. Stochastic Processes and their Applicati-
ons. 86, p. 141–162.

3. RADCHENKO, V.N. (1997) On a definition
of the integral of a random function, Theory
of Probability and its Applications. 41, no. 3,
p. 597–601.

4. BODNARCHUK, I.M. (2017) Wave equation
with a stochastic measure. Theory of Probabi-
lity and Mathematical Statistics. 94, p. 1–16.

5. BODNARCHUK, I.M., RADCHENKO, V.M.
(2019) Wave equation in the plane driven by a
general stochastic measure. Theory of Probabi-
lity and Mathematical Statistics. 98, p. 73–90.

6. BODNARCHUK, I.M., RADCHENKO, V.M.
(2019) Wave equation in three-dimensional
space driven by a general stochastic measure,
Teoriya Imovirnostei ta Matematychna
Statystyka. 1(100), p. 43–59. (In Ukrainian)

7. BODNARCHUK, I.M., RADCHENKO, V.M.
(2012) Asymptotic behavior of a soluti-
on of the heat equation with general
stochastic measure. Scientific Herald of Yuriy
Fedkovych Chemivtsi National University.
Series: mathematics. 2, № 1, p. 7–11. (In
Ukrainian)

8. BODNARCHUK, I. (2018) Asymptotics of
the mild solution for the wave equation wi-
th a stochastic measure. Vesnik of Brest Uni-

versity. Series 4. Physics. Mathematics. № 2,
p. 70–78. (In Russian)

9. BODNARCHUK, I. (2016) Asymptotic
behavior of a mild solution of the stochastic
heat equation. Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv. Maths. Mechani-
cs. № (2)36, p. 40–42. (In Ukrainian)

10. RADCHENKO, V.M. (2012) Asymptotic
behavior of a solution for the heat equation
with a stochastic measure as t → ∞. Sci-
entific Bulletin of Uzhhorod University. Series
of Mathematics and Informatics. Iss. 23, № 1,
p. 119–124. (In Ukrainian)

11. YANG, M., DUAN, J., KLOEDEN, P. (2011)
Asymptotic behavior of solutions for random
wave equations with nonlinear damping and
white noise. Nonlinear Analysis: Real World
Applications. Vol. 12, no 1, p. 464–478.

12. CHEN, L., DALANG, R.C. (2015) Moment
bounds and asymptotics for the stochastic
wave equation. Stochastic Processes and their
Applications. Vol. 125, p. 1605–1628.

13. JIANG, Y., WANG, S., WANG, X. (2019)
Asymptotics of the Solutions to Stochastic
Wave Equations Driven by a Non-Gaussian
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У роботi дослiджуються властивостi випадкових процесiв, що належать до просторiв φ-
субгауссових випадкових величин Subφ(Ω). Встановлено умови, за яких процеси, що визначенi
на R, є обмеженими i неперервними з ймовiрнiстю 1, виписано оцiнки для розподiлу супремуму
таких процесiв.

Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, неперервнiсть, обмеженiсть, розподiл супремуму

In this paper, there are studied properties of stochastic processes belonging to the spaces of φ-
sub-Gaussian random variables Subφ(Ω). For the processes defined on R, we obtain conditions for
boundedness and continuity with probability 1, estimates for the distribution of the supremum are also
derived.

Key Words: φ-sub-Gaussian processes, continuity, boundedness, distribution of supremum

1 Вступ

У цiй роботi дослiджуються властивостi випад-
кових процесiв, що належать до просторiв φ-
субгауссових випадкових величин Subφ(Ω). Та-
кi процеси являють собою пiдклас процесiв iз
просторiв Орлича експоненцiального типу. Де-
тальне дослiдженння випадкових процесiв iз
просторiв Орлича представлено у монографiї
[3]. За допомогою ентропiйних методiв в [3]
встановлено загальнi умови обмеженостi та не-
перервностi процесiв Орлича, заданих на ком-
пактних множинах, знайдено оцiнки розподi-
лiв супремумiв таких процесiв, а також значну
увагу придiлено специфiкацiї цих умов для φ-
субгауссових процесiв.

Простори φ-субгауссових випадкових вели-
чин Subφ(Ω) узагальнюють простори гауссових

випадкових величин, тому вони широко засто-
совуються для моделювання реальних випад-
кових процесiв у теорiї черг, фiнансовiй ма-
тематицi, фiзицi. Детальну iнформацiю щодо
основних понять i властивостей φ-субгауссових
випадкових процесiв можна знайти у джере-
лах [2, 3, 4, 6] та iн.

У данiй роботi розглядається питання про
встановлення умов обмеженостi та непервно-
стi φ-субгауссових випадкових процесiв X(t),
t ∈ T , для випадку, коли параметрична мно-
жина T не є компактом, а саме, припускається,
що T = R.

Зауважимо, що для процесу X(t), t ∈ T ,
заданого на компактi T , умови обмеженостi i
неперервностi формулюються однаково, з ви-
користанням припущення про збiжнiсть так

c⃝ О.I. Василик, О.М. Гопкало, Ю.В. Козаченко, Л.М. Сахно 2019

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2419/4.3
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званих ентропiйних iнтегралiв, якi визначаю-
ться через ентропiйнi характеристики множи-
ни T вiдносно певної метрики, що породжу-
ється самим процесом X. Для некомпактних
множин ситуацiя є iншою. Дослiдження непе-
рервностi є бiльш простою задачею: якщо T є σ-
компактною множиною (тобто може бути пред-
ставлена як злiченне об’єднання компактних
пiдмножин), тодi iз неперервностi з ймовiрнi-
стю 1 процесу X на цих компактних пiдмножи-
нах випливатиме неперервнiсть з ймовiрнiстю 1
на T (див., наприклад, [1], Роздiл 1.3). Але такi
аргументи вже не можна застосувати для вста-
новлення обмеженостi процесу i потрiбно вво-
дити певнi додатковi умови. Один iз можливих
пiдходiв до розв’язання цiєї задачi представле-
но у данiй статтi.

Робота складається зi вступу та 2 роздiлiв.
У роздiлi 2 наведено основнi поняття та деякi
необхiднi результати щодо випадкових величин
та процесiв iз простору Subφ(Ω). Роздiл 3 мi-
стить основнi результати роботи – теореми про
умови обмеженостi i неперервностi з ймовiрнi-
стю 1 φ-субгауссових випадкових процесiв X(t),
t ∈ R, наведено також деякi їх застосування.

2 Необхiднi вiдомостi з теорiї φ-
субгауссових випадкових процесiв

У цьому роздiлi наведено основнi поняття та де-
якi необхiднi результати щодо випадкових вели-
чин та процесiв iз простору Subφ(Ω) [3, 4].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлича, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x → ∞.

Означення 2.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлича. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Приклад 2.1. Якщо φ(x) = |x|p
p , x ∈ R, p > 1, то

φ∗(x) = |x|q
q , де q таке число, що 1

q +
1
p = 1.

Якщо φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R, то
φ∗(x) = (|x|+ 1) ln(|x|+ 1)− |x|.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо

lim inf
x→0

φ(x)

x2
= C > 0.

Можливо, що C = +∞.
У книзi [7] мiститься детальна iнформацiя

щодо N-функцiй Орлича та їх властивостей.
Нехай (Ω,F ,P)— це стандартний iмовiрнi-

сний простiр.

Означення 2.3. Нехай φ—N -функцiя Орли-
ча, для якої виконується умова Q. Випад-
кова величина ξ належить простору Subφ(Ω)
(простору φ-субгауссових випадкових величин),
якщо Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та
iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R вико-
нується нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 2.1. [3] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то простiр
Subφ(Ω) = Sub(Ω) називається простором суб-
гауссових випадкових величин.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)— деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя

H(ε) := lnN(T,ρ)(ε), ε > 0,

де N(T,ρ)(ε)— це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Приклад 2.2. Якщо T = [a, b] та ρ— це евклiдо-
ва вiдстань, то для довiльного значення ε > 0:

ln
(
max

{b− a

2ε
, 1
})

≤ H(T,ρ)(ε) ≤ ln
(b− a

2ε
+1
)
.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 2.3. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.
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3 Основнi результати

Нехай X = {X(t); t ∈ T} – випадковий про-
цес з простору Subφ(Ω) та псевдометрика ρX ,
породжена випадковим процесом X на T , має
вигляд

ρX(t, s) = τφ(X(t)−X(s)), t, s ∈ T.

Припустимо, що виконуються такi умови:
A1) ε0 = supt∈T τφ(X(t)) < ∞;
A2) (T, ρX) – сепарабельний простiр та випад-
ковий процес X є сепарабельним на (T, ρX).

Теорема 3.1 ([3], Theorem 4.2, p. 105). Якщо

Iφ(ε0) =

∫ ε0

0

H(ε)

φ(−1)(H(ε))
dε < ∞, (3.1)

де φ(−1)(x), x > 0 – функцiя, обернена до
φ(x), x > 0, та H(ε) – метрична ентропiя про-
стору (T, ρX), то для довiльного θ ∈ (0, 1) i всiх
u >

2Iφ(θε0)
θ(1−θ) справедлива така оцiнка:

P
{
sup
t∈T

|X(t)| ≥ u
}
≤ 2A(u, θ), (3.2)

де

A(u, θ) = exp
{
−φ∗

( 1

ε0

[
u(1−θ)− 2

ε0
Iφ(θε0)

])}
,

φ∗ – це переворення Юнга-Фенхеля функцiї φ.

Наслiдок 3.1. Нехай T = [a, b]. Тодi у твер-
дженнi Теореми 3.1 умова (3.1) набуде вигляду

Îφ(ε0) =

∫ ε0

0

ln( b−a
2σ(−1)(u)

+ 1)

φ(−1)(ln( b−a
2σ(−1)(u)

+ 1))
du < ∞.

Доведення. Твердження цього наслiдку випли-
ває з Теореми 3.1 та нерiвностi N(u) ≤

b−a
2σ(−1)(u)

+1, де N(u) – метрична масивнiсть про-
стору T = [a, b], H(u) = lnN(u).

Нехай замiсть умови A2) виконується така
умова:

A3) Процес X(t) є сепарабельним на
(R, ρX); послiдовнiсть {Bk = [ak, bk]; k ∈ Z}
утворює розбиття простору R на пiдмножини
Bk = [ak, bk]; k ∈ Z, bk > ak,

∪
k∈ZBk = R;

Hk(u) – метрична ентропiя множини Bk вiдно-
сно псевдометрики ρX , k ∈ Z.

Теорема 3.2. Нехай для випадкового процесу
X = {X(t); t ∈ R} з простору Subφ(Ω) викону-
ються умови A1) та A3), а також нехай iсну-
ють монотонно зростаючi неперервнi функцiї
σk = {σk(h), 0 ≤ h ≤ maxt,s∈Bk

ρX(t, s)}, такi,
що σk(0) = 0 та на кожнiй множинi Bk

sup
ρX(t,s)≤h, t,s∈Bk

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σk(h). (3.3)

Нехай виконується умова:

Îφ(ε0k) =

∫ ε0k

0

ln( bk−ak

2σ
(−1)
k (u)

+ 1)

φ(−1)(ln( bk−ak

2σ
(−1)
k (u)

+ 1))
du < ∞.

(3.4)
Тодi для всiх θ ∈ (0, 1) та u >

supk∈Z
2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) = ε∗ має мiсце така оцiнка:

P{ sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ u} ≤ 2Ak(u, θ), (3.5)

де

Ak(u, θ) = exp{−φ∗(
1

ε0k
[u(1−θ)− 2

ε0k
Îφ(θε0k)])},

φ∗ – перетворення Юнга-Фенхеля функцiї φ.
Якщо для деякого ε̂ ≥ ε∗ ряд

∑
k∈ZAk(ε̂, θ)

збiгається, то для всiх ε ≥ ε̂ ряд
∑

k∈ZAk(ε, θ)
теж збiгається i виконується нерiвнiсть:

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} ≤ 2
∑
k∈Z

Ak(ε, θ)

та
P{sup

t∈R
|X(t)| < ∞} = 1.

Доведення. Розглянемо розбиття {Bk =
[ak, bk]; k ∈ Z},

∪
k∈ZBk = R. Тодi

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} = P{
∪
k∈Z

sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ ε} ≤

≤
∑
k∈Z

P{ sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ ε}.

З теореми 3.1 та наслiдку 3.1 випливає, що
коли ε0k < ∞, Îφ(θε0k) < ∞, та X(t) – сепа-
рабельний процес, то умова (3.5) виконується
для всiх u >

2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) . Таким чином, для всiх

θ ∈ (0, 1) та u > supk∈Z
2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) матимемо

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} ≤ 2A(ε, θ),

де A(ε, θ) =
∑

k∈ZAk(ε, θ).
За теоремою 3.1, Iφ(ε0k) =

∫ ε0k
0

Hk(ε)

φ(−1)(Hk(ε))
dε <

∞. З означення метричної масивностi отриму-
ємо: Nk(ε) ≤ bk−ak

2σ
(−1)
k (ε)

+ 1, де функцiя σk(h) ви-

значена у (3.3).
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З [3] вiдомо, що функцiя Hk(ε)

φ(−1)(Hk(ε))
є моно-

тонно зростаючою. Тодi
Iφ(ε0k) ≤

≤ Îφ(ε0k) =

∫ ε0k

0

ln( bk−ak
2σ(−1)(u)

+ 1)

φ(−1)(ln( bk−ak
2σ(−1)(u)

) + 1)
du < ∞.

Покажемо, що A(ε, θ) → 0, ε → ∞.
ОскiлькиAk(ε, θ) ≤ Ak(ε̂, θ) при ε̂ ≤ ε, то
з того, що

∑
k∈ZAk(ε̂, θ) < ∞, випливає, що∑

k∈ZAk(ε, θ) < ∞.
Тепер покажемо, що для всiх δ при до-

статньо великих значеннях ε виконується:
A(ε, θ) < δ. Нехай M ∈ N. Тодi

A(ε, θ) =
M∑

|k|=0

Ak(ε, θ) +
∞∑

|k|=M+1

Ak(ε, θ) ≤

≤
M∑

|k|=0

Ak(ε, θ) +
∞∑

|k|=M+1

Ak(ε̂, θ).

Виберемо таке значення M , що∑∞
|k|=M+1Ak(ε̂, θ) ≤ δ

2 , та C таке, що при
ε > C, |k| ≤ M : Ak(ε, θ) <

δ
2(M+1) . Тодi

A(ε, θ) ≤
M∑

|k|=0

δ

2(M + 1)
+

δ

2
≤ δ.

Отже, A(ε, θ) → 0, при ε → ∞.

Теорема 3.3. Нехай X = {X(t); t ∈ R} – ви-
падковий процес з простору Subφ(Ω). Припус-
тимо, що X – неперервний на довiльному вiд-
рiзку [a, b], a < b з ймовiрнiстю 1, а також X є
обмеженим випадковим процесом на R з ймо-
вiрнiстю 1, тобто P{supt∈R |X(t)| < ∞} = 1.
Тодi X(t) є неперервним процесом на R з ймо-
вiрнiстю 1.

Зауваження 3.1. За умов теореми 3.2, процес
X є неперервним на R з ймовiрнiстю 1.
Зауваження 3.2. Аналогiчно до теореми 3.2,
результат про обмеженiсть i неперервнiсть ви-
падкового процесу X = {X(t); t ∈ R} з прос-
тору Subφ(Ω) можна встановити, формулюючи
умови з використанням iншого ентропiйного iн-
тегралу замiсть (3.4). А саме, можна розгляда-

ти iнтеграл Ir(ε) :=
ε∫
0

r(N(v)) dv, де r(x), x ≥ 1

– невiд’ємна монотонно зростаюча функцiя та-
ка, що r(ex), x ≥ 0, є опуклою функцiєю. При
цьому, замiсть теореми 3.1, застосовується iн-
ший результат з [3] (Theorem 4.4, p. 107).

Приклад 3.1. Нехай в умовах теореми 3.2
φ(x) = |x|p

p , x ∈ R, 1 < p ≤ 2 i σk(h) = ckh
α,

α ∈ (0, 1). Тодi маємо (при q: 1/q + 1/p = 1)

Ak(u, θ) = exp
{
−1

q
(
1

ε0k
[u(1−θ)− 2

ε0k
Îφ(θε0k)])

q
}
,

де Îφ(θε0k) ≤
(
c
1
α
k (bk−ak)

2

)1− 1
p (θε0k)

1
αp− 1

α+1

1
αp

− 1
α
+1

(i припускаємо, що 1
αp − 1

α + 1 > 0).

Отриманi результати можна застосувати
при дослiдженнi розв’язкiв задачi Кошi для рiв-
няння теплопровiдностi{

ut(t;x) = a2uxx(t;x), t > 0, x ∈ R,
u(0;x) = f(x), x ∈ R, (3.6)

де функцiя f неперервна та обмежена на R.

Теорема 3.4 ([8], c. 181). Якщо f – неперервна
та обмежена функцiя на R, то єдиний розв’я-
зок задачi Кошi (3.6) у класi неперервних та
обмежених функцiй задається формулою Пу-
ассона:

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
f(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R.

Теорема 3.5. Нехай ξ = {ξ(x);x ∈ R} – випад-
ковий процес з простору Subφ(Ω) такий, що
supx∈R |ξ(x)| < ∞, з ймовiрнiстю 1 та ξ(x) є
вибiрково неперервним з ймовiрнiстю 1.

Тодi з ймовiрнiстю 1 випадковий процес

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
ξ(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R,

є обмеженим та неперервним розв’язком зада-
чi Кошi (3.6) з випадковою початковою умовою
u(0;x) = ξ(x), x ∈ R.

Доведення. Твердження цiєї теореми випливає
з теореми 3.4.

Наслiдок 3.2. Нехай для випадкового процесу
ξ = {ξ(x);x ∈ R} з простору Subφ(Ω) виконую-
ться умови теореми 3.2. Тодi з ймовiрнiстю 1
випадковий процес

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
ξ(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R,
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є обмеженим та неперервним розв’язком за-
дачi Кошi (3.6) з випадковою початковою умо-
вою u(0;x) = ξ(x), x ∈ R, i має мiсце оцiн-
ка P{supt≥0,x∈R |u(t, x)| > ε} ≤

∑
k∈ZAk(ε), де

Ak(ε), ε > 0, визначаються для процесу ξ згiд-
но з теоремою 3.2.

Висновки

У роботi встановлено умови, за яких φ-
субгауссовi випадковi процеси, що визначенi на
R, є обмеженими i неперервними з ймовiрнiстю
1, виписано оцiнки для розподiлу супремуму та-
ких процесiв.
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У роботi вивчаються асимптотичнi властивостi оцiнки найменших квадратiв параметрiв
тригонометричної моделi регресiї з сильно залежним шумом. Мета роботи полягає в отри-
маннi вимог до функцiї регресiї та часового ряду, що моделює випадковий шум, за яких оцiнка
найменших квадратiв параметрiв функцiї регресiї є асимптотично нормальною.

Ключовi слова: тригонометрична модель регресiї, функцiя регресiї, випадковий шум, локаль-
не перетворення гауссiвського стацiонарного часового ряду, оцiнка найменших квадратiв, син-
гулярна спектральна щiльнiсть, спектральна мiра функцiї регресiї, 𝜇-припустимiсть, розклади
за полiномом Чебишова-Ермiта, ранг Ермiта, асимптотична нормальнiсть.

The least squares estimator asymptotic properties of the parameters of trigonometric regression
model with strongly dependent noise are studied. The goal of the work lies in obtaining the requirements
to regression function and time series that simulates the random noise under which the least squares
estimator of regression model parameters are asymptotically normal. Trigonometric regression model
with discrete observation time and open convex parametric set is research object. Asymptotic normality
of trigonometric regression model parameters the least squares estimator is research subject. For obtai-
ning the thesis results complicated concepts of time series theory and time series statistics have been
used, namely: local transformation of Gaussian stationary time series, stationary time series with si-
ngular spectral density, spectral measure of regression function, admissibility of singular spectral density
of stationary time series in relation to this measure, expansions by Chebyshev-Hermite polynomials of
the transformed Gaussian time series values and it’s covariances, central limit theorem for weighted
vector sums of the values of such a local transformation and Brouwer fixed point theorem.

Key words: trigonometric regression model, regression function, random noise, local transformati-
on of Gaussian stationary time series, the least squares estimator, singular spectral density, spectral
measure of regression function, 𝜇-admissibility, expansions by Chebyshev-Hermite polynomials, Hermite
rank, asymptotic normality.

Communicated by Dr. Sci., Prof. Moklyachuk M.P.

Вступ

У роботi розглядається нелiнiйна модель
регресiї з дискретним часом спостереження,
яка є складною в тому сенсi, що випадковий
шум є локальним нелiнiйним перетворенням га-
уссiвського часового ряду з сингулярною спе-
ктральною щiльнiстю (с.щ.).

Серед рiзноманiтних проблем нелiнiйного
регресiйного аналiзу варто звернути увагу на
задачу оцiнювання амплiтуд та кутових частот,

взагалi кажучи, суми гармонiчних коливань,
що маскується адитивним випадковим шумом.
Таку модель регресiї називають тригонометри-
чною, а описану задачу – задачею про виявле-
ння прихованих перiодичностей.

Асимптотичну поведiнку оцiнок наймен-
ших квадратiв (о.н.к.) параметрiв тригономе-
тричної моделi регресiї у 50-х роках минулого
столiття вивчав П. Уiтл [1], а пiзнiше цю задачу
розв’язували А.М. Уолкер [2], Е.Дж. Хеннан [3],
А.Я. Дороговцев [4], О.В. Iванов [5] та iн. в

c○ Т.О. Драбик, О.В. Iванов, 2019
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моделях iз дискретним та неперервним часом
за рiзними припущеннями вiдносно випадково-
го шуму. Паралельно рiзнi узагальнення триго-
нометричної моделi регресiї розглядали
А.Я. Дороговцев та П.С. Кнопов [6].

В роботi дослiджується асимптотична нор-
мальнiсть о.н.к. параметрiв тригонометричної
моделi регресiї з дискретним часом та шумом,
що є нелiнiйним локальним перетворенням га-
уссiвського стацiонарного часового ряду з син-
гулярним спектром. Тут ми спираємось на ста-
ттю О. В. Iванова, Н.Н. Леоненка, М.Д. Руїз-
Медини, Б.М. Жураковського [7]. На вiдмiну
вiд вказаної статтi, у якiй доведення асимпто-
тичної нормальностi о.н.к. параметрiв тригоно-
метричної моделi здiйснюється iз застосуван-
ням дiаграмної формули, ми користуємось те-
оремою про асимптотичну нормальнiсть деякої
зваженої векторної суми значень шуму, яку до-
ведено в статтi О. В. Iванова, Н.Н. Леоненка,
М.Д. Руїз-Медини, I.М. Савич [8].

1 Постановка задачi та допомiжнi резуль-
тати

Припустимо, що випадковi процеси, якi
розглядаються в подальшому текстi, задано на
ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ ,P).

Розглянемо модель регресiї

𝑋𝑡 = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , (1.1)

де 𝑔 : N × Θ𝛾 → R – неперервна функцiя при
кожному 𝑡 ∈ N на Θ𝛾 =

⋃︀
‖𝑎‖≤1

(Θ + 𝛾𝑎),

𝛾 > 0 – деяке число, Θ ∈ R𝑞 – вiдкрита множи-
на, що мiстить монотонно неспадну послiдов-
нiсть вiдкритих опуклих множин {Θ𝑇 , 𝑇 ≥ 1}
таких, що

∞⋃︀
𝑡=1

Θ𝑇 = Θ. Iстинне значення параме-

тра 𝜃0 ∈ Θ𝑇 для достатньо великих 𝑇 (будемо
писати 𝑇 > 𝑇0).

Вiдносно шуму 𝜀 припустимо, що
A1. 𝜀𝑡 = 𝐺(𝜉𝑡), 𝑡 ∈ Z, де 𝐺(𝑥), 𝑥 ∈ R, – бореле-
ва функцiя, причому E𝜀0 = 0, E𝜀40 <∞.
A2. 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z, є гауссiвським стацiонарним часо-
вим рядом, E𝜉0 = 0, iз коварiацiйною функцiєю

𝐵(𝑡) =

𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡), 𝑟 ≥ 0, 𝑡 ∈ Z, (1.2)

𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡) =
cosκ𝑗𝑡

(1 + 𝑡2)𝛼𝑗/2
, 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), (1.3)

0 ≤ κ0 < κ1 < ... < κ𝑟 < 𝜋,
𝑟∑︀
𝑗=0

𝐴𝑗 = 1, 𝐴𝑗 > 0.

Нехай 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, – неперервний в сере-
дньому квадратичному стацiонарний випадко-
вий процес з нульовим середнiм та коварiацiй-
ною функцiєю

𝐵(𝑡) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡), 𝑟 ≥ 0, 𝑡 ∈ R, (1.4)

де 𝐴𝑗 > 0, 𝑗 = 0, 𝑟,
𝑟∑︀
𝑗=0

𝐴𝑗 = 1,

𝐵𝛼𝑗κ𝑗 (𝑡) =
cosκ𝑗𝑡

(1 + 𝑡2)𝛼𝑗/2
, 𝛼𝑗 ∈ (0, 1), (1.5)

0 ≤ κ0 < κ1 < ... < κ𝑟 < 𝜋.
С.щ. 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ R, процесу 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, має

вигляд

𝑓(𝜆) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ R, (1.6)

де для 𝑗 = 0, 𝑟, 𝜆 ∈ R,

𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆) =
𝑐1(𝛼𝑗)

2

(︁
𝐾𝛼𝑗−1

2

(|𝜆+ κ𝑗 |) |𝜆+κ𝑗 |
𝛼𝑗−1

2 +

+𝐾𝛼𝑗−1

2

(|𝜆− κ𝑗 |) |𝜆− κ𝑗 |
𝛼𝑗−1

2

)︁
, (1.7)

𝑐1(𝛼) =
2(1−𝛼)/2
√
𝜋Γ
(︀
𝛼
2

)︀ , 𝐾𝜈(𝑧) =
1

2

∞∫︁
0

𝑠𝜈−1×

× exp

{︂
−1

2

(︂
𝑠+

1

𝑠

)︂
𝑧

}︂
𝑑𝑠, 𝑧 ≥ 0, 𝜈 ∈ R.

Функцiя 𝐾𝜈(𝑧), 𝑧 ≥ 0, називається модифiко-
ваною функцiєю Бесселя 2-го роду порядку 𝜈,
або функцiєю Макдональда [9]. Вiдмiтимо, що
𝐾−𝜈(𝑧) = 𝐾𝜈(𝑧) i при 𝑧 → 0

𝐾𝜈(𝑧) v Γ(𝜈)2𝜈−1𝑧−𝜈 , 𝜈 > 0.

В околах точок 𝜆 = ±κ𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑟,

𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆) =
𝑐2(𝛼𝑗)

2

[︁
|𝜆+κ𝑗 |𝛼𝑗−1

(︀
1−ℎ𝑗(|𝜆+κ𝑗 |)

)︀
+

+|𝜆− κ𝑗 |𝛼𝑗−1
(︀
1 − ℎ𝑗(|𝜆− κ𝑗 |)

)︀]︁
, (1.8)

де 𝑐2(𝜆) =
(︀
2Γ(𝛼) cos 𝛼𝜋2

)︀−1
,

ℎ𝑗
(︀
|𝜆|
)︀

=
Γ
(︁
𝛼𝑗+1
2

)︁
Γ
(︁
3−𝛼𝑗

2

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝜆
2

⃒⃒⃒⃒1−𝛼𝑗

+

+
Γ
(︁
𝛼𝑗+1
2

)︁
4Γ
(︁
3+𝛼𝑗

2

)︁ ⃒⃒⃒⃒𝜆
2

⃒⃒⃒⃒2
+ 𝑜
(︀
|𝜆|2
)︀
, 𝜆→ 0, 𝑗 = 0, 𝑟.
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Отже, с.щ. (1.6) має 2𝑟 + 2 точки сингулярно-
стi, якщо κ0 ̸= 0, та 2𝑟+1 точку сингулярностi,
якщо κ0 = 0. Процес 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, є процесом з
сильною залежнiстю, якщо κ0 = 0.

Коварiацiйна функцiя 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, стацiо-
нарного часового ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z, з умови A2
має спектральне представлення

𝐵(𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑓(𝜆) 𝑑𝜆, 𝑡 ∈ Z, (1.9)

тобто 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z – послiдовнiсть коефiцiєнтiв
Фур’є с.щ.

𝑓(𝜆) =
𝑟∑︁
𝑗=0

𝐴𝑗𝑓𝛼𝑗κ𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.10)

Зауважимо, що с.щ. (1.10) та с.щ. (1.6), що
вiдповiдає неперервному аналогу (1.4) коварiа-
цiйної функцiї 𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, пов’язанi мiж собою
спiввiдношенням [10]

𝑓(𝜆) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑓(𝜆+ 2𝜋𝑘), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]. (1.11)

Оскiльки функцiя Макдональда має власти-
вiсть

𝐾𝜈(𝑧) v

√︂
𝜋

2𝑧
𝑒−𝑧

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑧

)︂)︂
,

𝑧 → +∞, 𝜈 ≥ 0, (1.12)

то ряд (1.11) збiгається, i функцiю 𝑓(𝜆) озна-
чено коректно. До того ж можна сказати, що
функцiя 𝑓(𝜆) має, як i функцiя 𝑓(𝜆), тi ж самi
сингулярностi в точках 𝜆 = ±κ𝑗 ∈ (−𝜋, 𝜋),
𝑗 = 0, 𝑟.

Припустимо, що функцiї 𝑔(𝑡, ·) неперервно
диференцiйовнi на Θ𝛾 , 𝑡 ≥ 1. Позначимо

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃) =
𝜕

𝜕𝜃𝑖
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞.

Розглянемо вектор-градiєнт
∇𝑔(𝑡, 𝜃) =

(︀
𝑔1(𝑡, 𝜃), ..., 𝑔𝑞(𝑡, 𝜃)

)︀*, функцiї регресiї
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ𝛾 , 𝑡 ∈ N.

Нехай ℬ – 𝜎-алгебра борелевих пiдмно-
жин iнтервалу [−𝜋, 𝜋]. Введемо матричну мi-
ру 𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ𝛾 на

(︀
[−𝜋, 𝜋],ℬ

)︀
з матрицею

щiльностi(︁
𝜇𝑘𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)

)︁𝑞
𝑘,𝑙=1

=
(︁
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)×

×
(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆

𝜋∫︁
−𝜋

⃒⃒⃒
𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆
)︁−1/2)︁𝑞

𝑘,𝑙=1
,

(1.13)

𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑘(𝑡, 𝜃), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑘 = 1, 𝑞.

Вiдмiтимо, що 𝑑2𝑘𝑇 (𝜃) =

= (2𝜋)−1
𝜋∫︀

−𝜋

⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃)

⃒⃒2
𝑑𝜆 =

𝑇∑︀
𝑡=1

𝑔2𝑘(𝑡, 𝜃), 𝑘 = 1, 𝑞.

B1. Послiдовнiсть мiр 𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) слабко збiга-
ється до додатно визначеної матричної мiри
𝜇(𝑑𝜆, 𝜃):

𝜇𝑇 =⇒ 𝜇, 𝑇 → ∞. (1.14)

Умова B1 вказує, що елементи 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃)
матрицi 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) є комплекснi заряди обмеженої
варiацiї, а матрицi 𝜇(𝐵, 𝜃), 𝐵 ∈ ℬ, невiд’ємно
визначенi, причому 𝜇

(︀
[−𝜋, 𝜋], 𝜃

)︀
– додатно ви-

значена матриця. До того ж, для будь-якої не-
перервної та обмеженої функцiї
𝑎(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋],

𝜋∫︁
−𝜋

𝑎(𝜆)𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) −→
𝜋∫︁

−𝜋

𝑎(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃), 𝑇 → ∞.

(1.15)

Означення 1. Мiра 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) називається спе-
ктральною мiрою функцiї регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃) [11,12]
(точнiше, її вектор-градiєнта ∇𝑔(𝑡, 𝜃) [13]).

За умов lim
𝑇→∞

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) = ∞,

max
1≤𝑡≤𝑇

|𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)| = 𝑜(𝑑𝑖𝑇 (𝜃)) при 𝑇 → ∞, 𝑖 = 1, 𝑞,

компоненти 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃) мiри 𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) можна ви-
значити iз спiввiдношень [12]

𝑅𝑘𝑙(ℎ) = lim
𝑇→∞

𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)×

×
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑘(𝑡+ ℎ, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃) =

=

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝜆ℎ 𝜇𝑘𝑙(𝑑𝜆, 𝜃), 𝑘, 𝑙 = 1, 𝑞, (1.16)

якi виконуються при кожному ℎ ∈ Z.
Введемо матрицю

𝐽𝑇 (𝜃) =
(︁
𝐽𝑘𝑙,𝑇 (𝜃)

)︁𝑁
𝑘,𝑙=1

=

=

(︃
𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑘(𝑡, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃)

)︃𝑞
𝑘,𝑙=1

.

(1.17)
Тодi з (1.13) при 𝑎(𝜆) = 1, 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋],

𝐽𝑇 (𝜃) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃) −→
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−→
𝜋∫︁

−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) = 𝜇
(︀
[−𝜋, 𝜋], 𝜃

)︀
= 𝐽(𝜃), 𝑇 → ∞,

(1.18)
причому матриця 𝐽(𝜃) додатно визначена за
означенням спектральної мiри 𝜇. Звiдси, i ма-
трицi Λ𝑇 (𝜃) = 𝐽−1

𝑇 (𝜃) додатно визначенi для
𝑇 > 𝑇0. До того ж, lim

𝑇→∞
Λ𝑇 (𝜃) = Λ(𝜃) = 𝐽−1(𝜃)

також додатно визначена матриця.
Зауважимо, що коли 𝑎(𝜆) втрачає властиво-

стi неперервностi та обмеженостi, спiввiдноше-
ння (1.15) може в деяких випадках також вико-
нуватись. Для цього дамо вiдповiдне означення
для с.щ. стацiонарного часового ряду
𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋].

Означення 2. С.щ. 𝑓 називається 𝜇-
припустимою [12], якщо вона iнтегрована
за мiрою 𝜇, тобто всi елементи матрицi
𝜋∫︀

−𝜋
𝑓(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃) скiнченнi, та для 𝑎 = 𝑓 ви-

конується (1.15).

Далi будемо розглядати властивiсть 𝜇-
припустимостi с.щ. 𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], яку зада-
но формулою (1.11). Введемо множину iндексiв
𝐼 = {−𝑟, 𝑟 } i для визначеностi нехай 𝜒0 = 0.
Покладемо 𝜆−𝑙 = −𝜆𝑙, 𝜆𝑙 = 𝜒𝑙, 𝑙 = 1, 𝑟,
𝜆0 = 𝜒0 = 0. Спираючись на формули (1.7),
(1.8) та (1.11), можна стверджувати iснування
такого достатньо великого числа 𝑐0 > 0, що
для всiх 𝑐 ≥ 𝑐0 знайдуться околи 𝑉𝑙(𝑐) точок
𝜆𝑙, 𝑙 ∈ 𝐼, для яких

{𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋] : 𝑓(𝜆) > 𝑐} ⊂
⋃︁
𝑙∈𝐼

𝑉𝑙(𝑐), (1.19)

причому 𝑉𝑙(𝑐) у (1.19) не перетинаються та мiри
Лебега 𝑚

(︀
𝑉𝑙(𝑐)

)︀
↓ 0 при 𝑐→ ∞, 𝑙 ∈ 𝐼.

B2. Для 𝑇 > 𝑇0

𝑑−1
𝑘𝑇 (𝜃0) max

𝜆∈𝑉𝑙(𝑐0)

⃒⃒⃒
𝑔𝑘𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒
< ℎ𝑙𝑘(𝜃

0) <∞,

𝑙 ∈ 𝐼, 𝑘 = 1, 𝑞. (1.20)

Наступне твердження є варiантом загаль-
ної теореми роботи [7] для дискретного часу
спостережень та с.щ. (1.11).

Теорема 1. Нехай виконуютья умови A2, B1,
B2 та с.щ. 𝑓 iнтегрована за мiрою 𝜇. Тодi 𝑓 є
𝜇-припустимою функцiєю.

Далi ми побачимо, що теорема 1 потрi-
бна для доведення асимптотичної нормальностi
о.н.к.

Нехай деяка функцiя
𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥), 𝜙(𝑥) = (2𝜋)−1/2𝑒−𝑥

2/2 –
стандартна гауссiвська щiльнiсть. Тодi її можна
розкласти в цьому гiльбертовому просторi в ряд
Фур’є за полiномами Чебишова-Ермiта

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛
(︁√

2𝜋𝜙(𝑥)
)︁−1

×

× 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛

(︁√
2𝜋𝜙(𝑥)

)︁
, 𝑛 ≥ 0,

що утворюють повну ортогональну систему в
L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥):

𝑊 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑊 )

𝑛!
𝐻𝑛(𝑥),

𝐶𝑛(𝑊 ) =

∞∫︁
−∞

𝑊 (𝑥)𝐻𝑛(𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑛 ≥ 0.

(1.21)
У сформулюванiй нижче теоремi 2 будемо

вважати, що

𝐶0 =
∞∫︀

−∞
𝑊 (𝑥)𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = E𝑊 (𝜀0) = 0.

Означення 3. Функцiя 𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
має ранг Ермiта 𝑚 (𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚), якщо або
𝐶1(𝑊 ) ̸= 0 та 𝑚 = 1, або для деякого 𝑚 ≥ 2

𝐶1(𝑊 ) = ... = 𝐶𝑚−1(𝑊 ) = 0, 𝐶𝑚(𝑊 ) ̸= 0.
(1.22)

У сформульованiй нижче ЦГТ використано
поняття ермiтового рангу функцiї для деякої
векторної суми випадкових величин та с.щ.,
що вiдповiдають стацiонарним часовим рядам
iз коварiацiйними функцiями 𝐵𝑠(𝑡), 𝑠 ∈ N, де
𝐵(𝑡), 𝑡 ∈ Z, – коварiацiйна функцiя часового
ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z.

Коварiацiйнiй функцiї 𝐵𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ R, 𝑠 ≥ 2,
де 𝐵(𝑡) – коварiацiйна функцiя (1.4), вiдповiдає
𝑠-та згортка

𝑓*𝑠(𝜆) =

∫︁
R𝑠−1

𝑓(𝜆− 𝜆2 − ...− 𝜆𝑠)×

×
𝑠∏︁
𝑖=2

𝑓(𝜆𝑖) 𝑑𝜆2...𝑑𝜆𝑠, 𝜆 ∈ R, (1.23)

с.щ. (1.6)-(1.8), стацiонарного випадкового про-
цесу 𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ R, який було розглянуто вище.
Тодi за формулою (1.11) коварiацiйнiй функцiї
𝐵𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ Z, вiдповiдає с.щ.

𝑓 (𝑠)(𝜆) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑓*𝑠(𝜆+2𝜋𝑘), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], 𝑠 ≥ 2.

(1.24)
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Будемо вважати за означенням, що
𝑓*1(𝜆) = 𝑓(𝜆) та 𝑓 (1)(𝜆) = 𝑓(𝜆), до того ж,
сформулюємо для функцiї 𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
наступну альтернативу.
A3. Або (i)𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 1, 𝛼 > 1

2 ,
або (ii)𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚, 𝑚𝛼 > 1, де

𝛼 = min
0≤𝑙≤𝑟

𝛼𝑙, (1.25)

𝛼𝑙 – параметри коварiацiйної функцiї (1.3) ста-
цiонарного часового ряду 𝜉𝑡, 𝑡 ∈ Z.

Нехай для функцiї 𝑊 виконується умова
(i). При виконаннi умови (ii) подальшi мiрку-
вання аналогiчнi. Звiдси коварiацiйна функцiя
𝐵(𝑡),
𝑡 ∈ R, за формулами (1.4), (1.5) iнтегрована з
квадратом на R i згортка

𝑓*2(𝜆) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜆𝑡𝐵2(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜆 ∈ R, (1.26)

є обмеженою та неперервною функцiєю. До то-
го ж, для будь-якого 𝑠 ≥ 2

𝑓*𝑠(𝜆) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜆𝑡𝐵𝑠(𝑡) 𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐵𝑠−2(0)

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝐵2(𝑡) 𝑑𝑡 <∞, (1.27)

i всi згортки 𝑓*𝑠 неперервнi та обмеженi однi-
єю константою, враховуючи наше припущення
𝐵(0) = 1.

Також зауважимо, що з рiвностi

𝐵𝑠(𝑡) =

(︃
𝑠∑︁
𝑙=0

𝐴𝑙𝐵𝛼𝑙,κ𝑙
(𝑡)

)︃𝑠
, 𝑡 ∈ R, 𝑠 ≥ 2,

(1.28)
пiсля пiдведення правої частини в 𝑠-й степiнь
видно, що с.щ. 𝑓*𝑠(𝜆) є лiнiйною комбiнацiєю
функцiй Макдональда порядкiв 𝜈 > 1, для яких
справедлива асимптотична формула (1.12). Та-
ким чином, ряд (1.24) збiгається рiвномiрно за
𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋].

Сформулюємо теорему про асимптотичну
нормальнiсть зваженої векторної суми значень
нелiнiйного перетворення гауссiвської стацiо-
нарної випадкової послiдовностi з сингулярним
спектром, яку доведено в роботi [14]. Нам зна-
добиться додаткова умова
B3. Для 𝑇 > 𝑇0,

𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃0) max

𝑡=1,𝑇
|𝑔𝑖(𝑡, 𝜃0)| ≤ 𝑘𝑖(0) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞.

(1.29)

Теорема 2. Нехай виконуютья умови A1, A2,
B1-B3 та одна з наступних умов для функцiї
𝑊 ∈ L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥):
(i) 𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 1, 𝛼 > 1

2 та с.щ. 𝑓 часового
ряду 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ Z, є 𝜇-припустимою;
(ii) 𝐻𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑊 ) = 𝑚 та 𝑚𝛼 > 1, де 𝛼 задана
формулою (1.25). Тодi випадковий вектор

𝜁𝑇 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑊 (𝜉𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0),

∇𝑔(𝑡, 𝜃0) =
(︀
𝑔1(𝑡, 𝜃

0), ..., 𝑔𝑞(𝑡, 𝜃
0)
)︀*

(1.30)

асимптотично нормальний 𝑁(0, 𝜎) при
𝑁 → ∞, де

𝜎 = 2𝜋
∞∑︁
𝑠=𝑚

𝐶2
𝑠 (𝑊 )

𝑠!

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓 (𝑠)(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0). (1.31)

Як було вказано у вступi, нас особливо цi-
кавить тригонометрична функцiя регресiї

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︀
𝐴0
𝑘 cos𝜙0

𝑘𝑡+𝐵0
𝑘 sin𝜙0

𝑘𝑡
)︀
, (1.32)

𝜃0 = (𝜃01, 𝜃
0
2, 𝜃

0
3, ..., 𝜃

0
3𝑁−2, 𝜃

0
3𝑁−1, 𝜃

0
3𝑁 ) =

= (𝐴0
1, 𝐵

0
1 , 𝜙

0
1, ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜙

0
𝑁 ),

(𝐶0
𝑘)2 = (𝐴0

𝑘)
2 + (𝐵0

𝑘)2 > 0, 𝑘 = 1, 𝑁 . Розмi-
стимо частоти 𝜙0 = (𝜙0

1, ..., 𝜙
0
𝑁 ) у порядку зро-

стання. Розглянемо монотонно неспадну сiм’ю
вiдкритих множин

Φ𝑇 ⊂ Φ(𝜙,𝜙), 𝑇 > 𝑇0 > 0,

Φ(𝜙,𝜙) = {𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑁 ) ∈ R𝑁 :

0 ≤ 𝜙 < 𝜙1 < ... < 𝜙𝑁 < 𝜙 < 𝜋},

стосовно яких припустимо, що вони мiстять
iстинне значення параметра 𝜙0 та задовольня-
ють умовам

lim
𝑇→∞

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

𝑇 (𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = +∞, (1.33)

lim
𝑇→∞

inf
𝜙∈Φ𝑇

𝑇𝜙1 = +∞. (1.34)

Умови (1.33) та (1.34) – це умови розрiзнен-
ня параметрiв тригонометричної моделi регресiї
(1.1) та (1.32).

Позначимо

𝑄𝑇 (𝜃) = 𝑇−1
𝑇∑︁
𝑡=1

[︀
𝑋(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝜃)

]︀2
.

28



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Означення 4. Будемо називати о.н.к. пара-
метра 𝜃0 у сенсi Уолкера [15] такий випадковий
вектор 𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜙1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜙𝑁𝑇 ),
що мiнiмiзує функцiонал 𝑄𝑇 (𝜃) на параметри-
чнiй множинi Θ𝑇 ⊂ R3𝑁 , в якiй амплiтуди
𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , можуть набувати будь-якi
значення, а кутовi частоти 𝜙 ∈ Φ𝑐

𝑇 , де Φ𝑐
𝑇 –

замикання множини Φ𝑇 .

Коли 𝜙 > 0, умова (1.34) виконується.
Якщо 𝜙 = 0 та Φ𝑇 ⊂ Φ(0, 𝜙), то для виконання
(1.33), (1.34) можемо взяти, наприклад, пара-
метричнi множини Φ𝑇 , для яких

inf
1≤𝑗<𝑘≤𝑁
𝜙∈Φ𝑇

(𝜙𝑘 − 𝜙𝑗) = 𝑇−1/2, inf
𝜙∈Φ𝑇

𝜙1 = 𝑇−1/2.

Неважко перевiрити, що тригонометрична
функцiя регресiї задовольняє умовам B2 та B3,
щодо умови B1 див. роздiл 4.

2 Теорема редукцiї

В цьому роздiлi для загальної моделi регре-
сiї (1.1) ми доводимо теорему редукцiї, яка до-
зволяє замiнити вивчення асимптотичного роз-
подiлу о.н.к. в нелiнiйнiй моделi вивченням
асимптотичного розподiлу о.н.к. у деякiй допо-
мiжнiй лiнiйнiй моделi. Таким чином, вказана
теорема редукцiї, фактично, є теоремою лiнеа-
ризацiї.

Означення 5. О.н.к. невiдомого параметра
𝜃0 = (𝜃01, ..., 𝜃

0
𝑞) ∈ Θ𝑇 , 𝑇 > 𝑇0, отриманої

за спостереженнями 𝑋𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , у моделi
спостережень (1.1) називається будь-який ве-
ктор 𝜃𝑇 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑞) ∈ Θ𝑐

𝑇 , де Θ𝑐
𝑇 – замикання

множини Θ𝑇 , для якого

𝑄𝑇 (𝜃𝑇 ) = min
𝜃∈Θ𝑐

𝑇

𝑄𝑇 (𝜃). (2.1)

Означення 5 узагальнює означення 4 о.н.к.
в сенсi Уолкера для тригонометричної функцiї
регресiї (1.32). Iснування хоча б одного озна-
ченого вище випадкового вектора випливає iз
теореми (3.10), стор. 270, роботи I. Пфанца-
гля [16], якщо min

𝜃∈Θ𝑐
𝑇

𝑄𝑇 (𝜃) досягається для ко-

жного 𝜔 ∈ Ω.
Зробимо наступнi припущення. Нехай фун-

кцiя регресiї 𝑔(𝑡, ·) ∈ C2(Θ𝛾), 𝑡 ∈ N, та
lim𝑇→∞𝑇

−1𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) > 0, 𝜃 ∈ Θ, 𝑖 = 1, 𝑞.
Позначимо

𝑑2𝑇 (𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑2𝑖𝑇 (𝜃))𝑞𝑖=1,

𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃) =
𝜕2

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑙
𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞, (2.2)

𝑑2𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔2𝑖𝑙(𝑡, 𝜃), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (2.3)

Введемо нормовану о.н.к.

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0). (2.4)

Виконаємо замiну змiнних
𝑢 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃 − 𝜃0), 𝜃 ∈ Θ𝑐

𝑇 , яка вiдповiдає нор-
муванню (2.4) у функцiї регресiї та її похiдних,
i запишемо для 𝑢 ∈ 𝑈𝑇 (𝜃0) = 𝑑𝑇 (𝜃0)(Θ𝑐

𝑇 − 𝜃0)

ℎ(𝑡, 𝑢) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑢),

𝐻(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ(𝑡, 𝑢1) − ℎ(𝑡, 𝑢2),

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖 = 1, 𝑞,

𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2) = ℎ𝑖(𝑡, 𝑢1) − ℎ𝑖(𝑡, 𝑢2),

ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Будемо також використовувати позначення

𝑉 (𝑅) = {𝑢 ∈ R𝑞 : ‖𝑢‖ < 𝑅}.

Припустимо, що для 𝑅 ≥ 0 i 𝑇 > 𝑇0(𝑅)
виконується наступна умова на зростання похi-
дних 1-го та 2-го порядкiв функцiї регресiї.

B4. (i) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)∩𝑈𝑇 (𝜃0)

|ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖(𝑅) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞; (2.5)

(ii) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)∩𝑈𝑇 (𝜃0)

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑅) · 𝑇−1/2, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞; (2.6)

(iii)
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
≤ 𝑘𝑖𝑙 · 𝑇−1/2,

𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (2.7)

В умовi В4 припускається, що констан-
ти 𝑘𝑖, 𝑘𝑖𝑙, 𝑘𝑖𝑙, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞, можуть залежати вiд
iстинного значення параметра 𝜃0 ∈ Θ. Заува-
жимо також, що при 𝑅 = 0 умова B4(i) пере-
творюється на умову B3 роздiлу 1.

Введемо вектори

Ψ𝑇 (𝑢) =
(︁

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢)

)︁𝑞
𝑖=1
,

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
,

𝑖 = 1, 𝑞, (2.8)
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та
𝐿𝑇 (𝑢) =

(︁
𝐿𝑖𝑇 (𝑢)

)︁𝑞
𝑖=1
,

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝜀𝑡 −

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
,

𝑖 = 1, 𝑞. (2.9)

Нормована о.н.к. 𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 −𝜃0) задо-
вольняє систему нормальних рiвнянь

Ψ𝑇 (𝑢) = 0. (2.10)

Вектор 𝐿𝑇 (𝑢) вiдповiдає допомiжнiй лiнiйнiй
регресiйнiй моделi

𝑍(𝑡) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)𝛽𝑖 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, 𝑇 , (2.11)

i система нормальних рiвнянь

𝐿𝑇 (𝑢) = 0 (2.12)

задає нормовану о.н.к. 𝑢̃𝑇 параметра 𝛽 ∈ R𝑞,
якщо ми покладемо

𝑢̃𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝛽𝑇 − 𝛽), (2.13)

де 𝛽𝑇 – звичайна о.н.к. параметра 𝛽 моделi
(2.11).

Теорема 3. Якщо виконуються умови A1,
A2, а також умова B4, то для довiльних
𝑅 > 0, 𝑟 > 0

P{ max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟} → 0, 𝑇 → ∞.

(2.14)

Доведення. Для довiльного 𝑖 = 1, 𝑞

Ψ𝑖
𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
−

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙 =

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

]︃
=

= 𝑠1(𝑢) + 𝑠2(𝑢) + 𝑠3(𝑢). (2.15)

Для фiксованого 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) маємо

E𝑠21(𝑢) = E

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃2

=

=

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
· 𝐻𝑖(𝑠;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
E𝜀𝑡𝜀𝑠 ≤

≤ max
𝑡=1,𝑇

𝐻2
𝑖 (𝑡;𝑢, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| . (2.16)

Використовуючи формулу скiнченних приро-
стiв та умову В4, отримуємо

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅), 𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

|𝑢𝑙| =

=

𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅), 𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
|𝑢𝑙| ≤

≤ 𝑅

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
𝑇−1. (2.17)

Тодi

E𝑠21(𝑢) ≤ 𝑅2

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃2

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| .

Доведемо, що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| → 0, 𝑇 → ∞. (2.18)

За умов A1, A2

|E𝜀𝑡𝜀𝑠| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ E𝐺2(𝜉0)|𝐵(𝑡− 𝑠)|, (2.19)

тобто для доведення (2.18) достатньо довести,
що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| → 0, 𝑇 → ∞.

Нехай виконується умова A2, тодi

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| =

= 𝑇−2
𝑇−1∑︁

𝑡=−(𝑇−1)

(𝑇 − |𝑡|)|𝐵(𝑡)| ≤
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≤ 𝑇−1
𝑇−1∑︁

𝑡=−(𝑇−1)

|𝐵(𝑡)| =

= 𝑇−1𝐵(0) + 2𝑇−1
𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)|.

Якщо 𝛼 = min
0≤𝑗≤𝑟

𝛼𝑗 ∈ (0, 1), то при 𝑡 ≥ 1

|𝐵(𝑡)| ≤ 𝑡−𝛼;

𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)| ≤
𝑇−1∑︁
𝑡=1

𝑡−𝛼 ≤
𝑇∫︁
0

𝑡−𝛼𝑑𝑡 =
𝑇 1−𝛼

1 − 𝛼
,

тобто

𝑇−1 + 2𝑇−1
𝑇−1∑︁
𝑡=1

|𝐵(𝑡)| = 𝑂(𝑇−𝛼).

Тодi отримуємо, що 𝑠1(𝑢)
𝑃−→ 0 при 𝑇 → ∞

поточково для 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅). З iншого боку,

P

{︂
max

‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ
|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| > 𝑟

}︂
≤

≤ 𝑟−1E max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀
𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑟−1 max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

E |𝜀0|𝑇.

(2.20)
Використовуючи умову B4, маємо

max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻𝑖(𝑡;𝑢1, 𝑢2)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ ℎ

[︃
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅),𝑡=1,𝑇

|ℎ𝑖𝑙(𝑡, 𝑢)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

]︃
≤

≤ ℎ

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅) · 𝑘𝑖𝑙
)︃
𝑇−1. (2.21)

Iз (2.21) випливає нерiвнiсть

P

{︂
max

‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ
|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| > 𝑟

}︂
≤ 𝑘1𝑟

−1ℎ,

(2.22)
де

𝑘1 =

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
E |𝜀0| .

Позначимо 𝑁ℎ скiнченну ℎ-сiтку кулi
𝑉 𝑐(𝑅). Тодi

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠1(𝑢)| ≤

≤ max
‖𝑢1−𝑢2‖≤ℎ

|𝑠1(𝑢1) − 𝑠1(𝑢2)| + max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝑠1(𝑢)|.

(2.23)
З (2.20), (2.21) маємо для будь-якого 𝑟 > 0

P

{︂
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

}︂
≤

≤ 2𝑘1𝑟
−1ℎ+ P

{︂
max
𝑢∈𝑁ℎ

|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

2

}︂
. (2.24)

Для 𝜀 > 0 задамо ℎ = 𝜀𝑟
4𝑘1

. Тодi для 𝑇 > 𝑇0
завдяки поточковiй збiжностi 𝑠1(𝑢) до нуля за
ймовiрнiстю,

P

{︃
max

𝑢∈𝑁 𝜀𝑟
4𝑘1

|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

2

}︃
≤ 𝜀

2
,

i, таким чином,

P

{︂
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
|𝑠1(𝑢)| > 𝑟

}︂
≤ 𝜀.

Отже, 𝑠1(𝑢) збiгається рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)
до нуля за ймовiрнiстю.

За умови B4 отримуємо

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

|𝐻(𝑡; 0, 𝑢)| =

= max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑅

[︃
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅),𝑡=1,𝑇

𝑞∑︁
𝑖=1

(︂
ℎ𝑖(𝑡, 𝑢)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︂2
]︃1/2

≤

≤ ‖𝑘(𝑅)‖ ·𝑅 · 𝑇−1/2, (2.25)

де 𝑘(𝑅) =
(︀
𝑘1(𝑅), ..., 𝑘𝑞(𝑅)

)︀
. Тодi, за допомогою

(2.17) та (2.25), можемо записати

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠2(𝑢)| =

= max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐻(𝑡; 0, 𝑢)
𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝐻(𝑡; 0, 𝑢)

𝐻𝑖(𝑡;𝑢, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇−1/2 ·𝑅2 · ‖𝑘(𝑅)‖ ·

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑘𝑖𝑙(𝑅)𝑘𝑖𝑙

)︃
,

а, отже, 𝑠2(𝑢) рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) при
𝑇 → ∞ збiгається до 0.

Зауважимо, що 𝑠3(𝑢) можна переписати у
виглядi

𝑠3(𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

[︃
𝐻(𝑡; 0, 𝑢)+

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

]︃
=
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= −1

2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙𝑢𝑗 =

= −1

2

𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

(︃
ℎ𝑙𝑗(𝑡, 𝑢

*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃
𝑢𝑙𝑢𝑗 ,

𝑢*𝑡 ∈ 𝑉 (𝑅).

Тодi за умови B4

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

|𝑠3(𝑢)| ≤ 𝑇

2
· 𝑘𝑖(𝑅)×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑙,𝑗=1

𝑘𝑙𝑗(𝑅)𝑘𝑙𝑗 |𝑢𝑙||𝑢𝑗 |

⎞⎠𝑇−3/2 ≤

≤ 𝑞𝑘𝑖(𝑅)

2
max

1≤𝑙,𝑗≤𝑞

[︁
𝑘𝑙𝑗(𝑅)𝑘𝑙𝑗

]︁
𝑅2𝑇−1/2.

Отже, 𝑠3(𝑢) рiвномiрно за 𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) при
𝑇 → ∞ збiгається до 0. �
Зауваження 1. Твердження теореми 3 є вiр-
ним для о.н.к. 𝜃𝑇 iз означення 4, так як триго-
нометрична фiнкцiї регресiї задовольняє умовi
B4.

3 Асимптотична єдинiсть оцiнки наймен-
ших квадраiв

В даному роздiлi буде доведено, що з ймо-
вiрнiстю, яка прямує до 1 при 𝑇 → ∞, нор-
мована о.н.к. 𝑢̂𝑇 з (2.4), де о.н.к. 𝜃𝑇 задано
означенням 5, є єдиним розвязком системи рiв-
нянь (2.10). Цей факт використаємо у роздi-
лi 4 при доведеннi асимптотичної нормальностi
о.н.к. 𝜃𝑇 .

Запишемо

𝐽𝑇 (𝜃) =
(︁
𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃)

)︁𝑞
𝑖,𝑙=1

,

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃) = 𝑑−1
𝑖𝑇 (𝜃)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃), (3.1)

𝜆min(𝐴)(𝜆max(𝐴)) – найменше (найбiльше) вла-
сне число додатно визначеної матрицi 𝐴.
B5. Для деякого 𝜆* > 0 при 𝑇 > 𝑇0

𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) ≥ 𝜆*. (3.2)

Розглянемо нормовану о.н.к.

𝑤̂𝑇 = 𝑇−1/2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0), (3.3)

якiй вiдповiдає замiна змiнних
𝑤 = 𝑇−1/2𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃 − 𝜃0) у функцiї регресiї та її
похiдних.

Введемо позначення

𝑓(𝑡, 𝑤) = 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1
𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤) = 𝑔𝑖𝑙(𝑡, 𝜃
0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤),

𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Також використаємо наступнi позначення

𝐹 (𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓(𝑡, 𝑤1) − 𝑓(𝑡, 𝑤2),

𝐹𝑖(𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤1) − 𝑓𝑖(𝑡, 𝑤2),

𝐹𝑖𝑙(𝑡;𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤1) − 𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤2),

Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0) =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 2
𝑖𝑙(𝑡;𝑤, 0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞.

Введемо умову
B6. Для деякого 𝑟0 > 0

(i) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖(𝑟0) · 𝑇−1/2, 𝑖 = 1, 𝑞; (3.4)

(ii) max
𝑡=1,𝑇 , 𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)|
𝑑𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑇−1/2, 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞; (3.5)

(iii) max
𝑤∈𝑉 𝑐(𝑟0)

𝑇Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑2𝑙𝑇 (𝜃0)
‖𝑤‖−2 ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (3.6)

Звернемо увагу на те, що нерiвностi (3.4) та
(3.5) є модифiкацiями нерiвнестей (2.5) та (2.6)
з умови B4, вiдповiдно.

Розглянемо функцiонал

(2𝑇 )−1
𝑇∑︁
𝑡=1

[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]2 =

=
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤) (3.7)

i введемо вектор

ℳ𝑇 (𝑤) =
(︀
ℳ𝑖

𝑇 (𝑤)
)︀𝑞
𝑖=1

=

=

(︃
𝜕

𝜕𝑤𝑖

(︃
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤)

)︃)︃𝑞
𝑖=1

=

=

(︃
𝑇−1/2

𝑇∑︁
𝑡=1

[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]
−𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

.

Тодi нормована о.н.к. 𝑤̂𝑇 задовольняє систему
рiвнянь

ℳ𝑇 (𝑤) = 0. (3.8)
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Варто зауважити, що якщо нормована
о.н.к. 𝑤̂𝑇 є єдиним розв’язком системи рiвнянь
(3.8), тодi 𝑢̂𝑇 є єдиним розв’язком системи рiв-
нянь (2.10).

Ми будемо вимагати, що нормована о.н.к.
𝑤̂𝑇 є слабко консистентною, тобто виконується
умова
C. Для будь-якого 𝑟 > 0 P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} → 0,
𝑇 → ∞.

Достатнi умови слабкої консистентностi
для тригонометричної моделi з неперервним ча-
сом спостереження мiстяться в роботi [7].

Теорема 4. Нехай виконуються умови A1,
A2 та B4(iii), B5, B6, C. Тодi нормована
о.н.к. 𝑤̂𝑇 з ймовiрнiстю, що прямує до 1 при
𝑇 → ∞, є єдиним розв’язком системи рiвнянь
(3.8).

Доведення. Розглянемо загальний елемент
матрицi Гессе функцiонала (3.7)
ℋ𝑇 =

(︀
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤)

)︀𝑞
𝑖,𝑙=1

:

ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) =

𝜕2

𝜕𝑤𝑖𝜕𝑤𝑙

(︃
1

2
𝑄𝑇 (𝜃0 + 𝑇 1/2𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑤)

)︃
=

= 𝑇−1
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
[𝑋(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑤)]

−𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇+

+
𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇

)︃
=

=
𝑇∑︁
𝑡=1

[︀
𝐹 (𝑡; 0, 𝑤) + 𝜀𝑡

]︀ −𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑤)𝑓𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 (𝑡;𝑤, 0)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
−

−
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0) + 𝑓𝑖(𝑡, 0))×
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

×(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0) + 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤)+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))𝑓𝑖(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑖(𝑡, 0)𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
=

= 𝑞1(𝑤) + 𝑞2(𝑤) + 𝑞3(𝑤) + 𝑞4(𝑤)+

+𝑞5(𝑤) + 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0), 𝑖, 𝑙 = 1, 𝑞. (3.9)

Використовуючи нерiвнiсть (її доведення
наведено у [17], стор.103)⃒⃒

𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))
⃒⃒
≤

≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒
, (3.10)

отримуємо

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

⃒⃒⃒
ℋ𝑖𝑙
𝑇 (𝑤) − 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒
≤

5∑︁
𝑚=1

max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

|𝑞𝑚(𝑤)|.

(3.11)
Застосовуючи умови теореми, одержуємо

для ‖𝑤‖ ≤ 𝑟0

|𝑞1(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐹 (𝑡;𝑤, 0)
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 max
𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (𝑡;𝑤, 0)

𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇
|𝐹 (𝑡;𝑤, 0)| ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇
|𝑓(𝑡, 𝑤) − 𝑓(𝑡, 0)| =

= 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇−1 max

𝑡=1,𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑇 1/2

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑓𝑙(𝑡, 𝑤
*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑤𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑘𝑖𝑙(𝑟0)𝑘
𝑖𝑙𝑇 1/2×

×

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

max
𝑡=1,𝑇

(︂
𝑓𝑙(𝑡, 𝑤

*
𝑡 )

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂2
)︃1/2

‖𝑤‖ ≤

≤ ‖𝑘(𝑟0)‖ · 𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑙 · ‖𝑤‖, (3.12)

𝑘(𝑟0) =
(︁
𝑘1(𝑟0), ..., 𝑘𝑞(𝑟0)

)︁
, ‖𝑤*

𝑡 ‖ ≤ ‖𝑤‖,
𝑡 = 1, 𝑇 .
Далi розглянемо

|𝑞2(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 𝑤)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐹𝑖𝑙(𝑡, 𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
+

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
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≤ |𝑞6(𝑤)| + |𝑞7(𝑤)|. (3.13)

Iз умови B6(iii) отримуємо

|𝑞6(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝐹𝑖𝑙(𝑡, 𝑤, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2(︂
𝑇

Φ𝑖𝑙,𝑇 (𝑤, 0)

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑2𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂1/2

≤

≤

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2

𝑘
1/2
𝑖𝑙 (𝑟0)‖𝑤‖. (3.14)

Тепер маємо (︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀2𝑡

)︃1/2

=

=

(︃
𝑇−1

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝜀2𝑡 − E𝜀20

)︀
+ E𝜀20

)︃1/2

=

=
(︀
𝜉𝑇 + E𝜀20

)︀1/2
,

E𝜉2𝑇 = 𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

(︁
E𝜀2𝑡 𝜀

2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2)︁
.

Доведемо, що

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 →

(︀
E𝜀20

)︀2
, 𝑇 → ∞. (3.15)

За умови A1 функцiю 𝐺2(𝑥) можна розкласти
в ряд в гiльбертовому просторi L2(R, 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥)
за полiномами Чебишова-Ермiта:

𝐺2(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘(𝐺
2)

𝑘!
𝐻𝑘(𝑥),

𝐶𝑘(𝐺
2) =

∞∫︁
−∞

𝐺2(𝑥)𝐻𝑘(𝑥)𝜑(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘 ≥ 0.

Таким чином,

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2
=

=

∞∑︁
𝑘=0

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠) −

(︀
E𝜀20

)︀2
=

=

∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
𝐵𝑘(𝑡− 𝑠) ≤

≤ |𝐵(𝑡− 𝑠)|
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
. (3.16)

Оскiльки
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2
𝑘(𝐺2)

𝑘!
= E𝐺4(𝜉(0)) −

(︀
E𝐺2(𝜉(0))

)︀2
=

= D𝐺2(𝜉(0)) <∞, (3.17)

то iз (3.16), (3.17) та (2.18), маємо при 𝑇 → ∞

𝑇−2
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

E𝜀2𝑡 𝜀
2
𝑠 −

(︀
E𝜀20

)︀2 ≤
≤ D𝐺2(𝜉(0))𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)| → 0,

як було доведено у розiдiлi 2. Введемо наступне
позначення

𝜉𝑇 = 𝑜(1)𝑝 (1)
𝑃−→ 0, 𝑇 → ∞. (3.18)

Далi, опираючись на умови B6, отримуємо

E|𝑞7(𝑤)|2 = E

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤

≤
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|E𝜀𝑡𝜀𝑠|
(︂

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑙(𝑡, 0)|
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

)︂2

≤

≤
(︁
𝑘𝑖𝑙(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑙

)︁2
· 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

|𝐵(𝑡− 𝑠)|, (3.19)

звiдси,

|𝑞7(𝑤)| = 𝑜(2)𝑝 (1)
𝑃−→ 0, 𝑇 → ∞. (3.20)

Продовжимо далi оцiнювати доданки суми
(3.9). Отримуємо

|𝑞3(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))×
𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

×(𝑓𝑙(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑙(𝑡, 0))

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 2
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑠=1

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
1𝑡)|

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
×

× max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑙𝑠(𝑡, 𝑤*
2𝑡)|

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑠𝑇 (𝜃0)
· |𝑤𝑗 | · |𝑤𝑠| ≤

≤ 𝑇 2
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑞∑︁
𝑠=1

max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
1𝑡)|

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
×

× max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑙𝑠(𝑡, 𝑤*
2𝑡)|

𝑑𝑙𝑠,𝑇 (𝜃0)
·

𝑑𝑙𝑠,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)𝑑𝑠𝑇 (𝜃0)
|𝑤𝑗 | · |𝑤𝑠| ≤

≤

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0) · 𝑘𝑖𝑗

)︁2⎞⎠1/2

×
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×

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0) · 𝑘𝑙𝑠

)︁2)︃1/2

‖𝑤‖2, (3.21)

‖𝑤*
1𝑡‖, ‖𝑤*

2𝑡‖ ≤ ‖𝑤‖, 𝑡 = 1, 𝑇 .
Аналогiчно з умов B4 та B6 випливає, що

|𝑞4(𝑤)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑓𝑖(𝑡, 𝑤) − 𝑓𝑖(𝑡, 0))𝑓𝑙(𝑡, 0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝑇 3/2
𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑤𝑗 | max
𝑡=1,𝑇

|𝑓𝑖𝑗(𝑡, 𝑤*
𝑇 )|

𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)
×

×
𝑑𝑖𝑗,𝑇 (𝜃0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)𝑑𝑗𝑇 (𝜃0)
· |𝑓𝑙(𝑡, 0)|
𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

≤

≤ 𝑘𝑙(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖. (3.22)

Таким же чином для |𝑞5(𝑤)| отримуємо

|𝑞5(𝑤)| ≤ 𝑘𝑖(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0)𝑘

𝑙𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖.

(3.23)
Звiдси, враховуючи (3.10)-(3.23), бачимо,

що ⃒⃒
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤)) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))

⃒⃒
≤

≤ 𝑞 max
1≤𝑖,𝑙≤𝑞

(︃
‖𝑘(𝑟0)‖𝑘𝑖𝑙𝑘𝑖𝑙‖𝑤‖+

+
(︁
𝑜(1)𝑝 (1) + E𝜀20

)︁1/2 (︁
𝑘𝑖𝑙
)︁1/2

‖𝑤‖ + 𝑜(2)𝑝 (1)+

+

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

×

×

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

(︁
𝑘𝑙𝑠(𝑟0)𝑘

𝑙𝑠
)︁2)︃1/2

‖𝑤‖2+

+𝑘𝑙(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑖𝑗(𝑟0)𝑘

𝑖𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖+

+𝑘𝑖(𝑟0)

⎛⎝ 𝑞∑︁
𝑗=1

(︁
𝑘𝑙𝑗(𝑟0)𝑘

𝑙𝑗
)︁2⎞⎠1/2

‖𝑤‖

)︃
. (3.24)

Пiдставляючи в (3.24) нормовану о.н.к. 𝑤̂𝑇 ,
та беручи до уваги, що для 𝑇 > 𝑇0 за умови
B5 𝐽𝑇 (𝜃0) – додатно визначена матриця з мiнi-
мальним власним числом 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) ≥ 𝜆*,
для деякого 𝑟 > 0 розглянемо подiю

Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3 =

=
{︁ ⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
≤ 𝑟,

⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
≤ 𝑟, ‖𝑤̂𝑇 ‖ ≤ 𝑟

}︁
⊂

⊂
{︁⃒⃒⃒
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) − 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))

⃒⃒⃒
≤ 𝜆*

2

}︁
=

=
{︁
𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2
≤ 𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≤

≤ 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) +
𝜆*
2

}︁
⊂

⊂
{︁
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0)) − 𝜆*

2

}︁
⊂

⊂
{︂
𝜆min(ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 )) ≥ 𝜆*

2

}︂
. (3.25)

Тепер, отримуємо

P
{︀

Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3

}︀
≤

≤ P
{︀

Γ1

}︀
+ P

{︀
Γ2

}︀
+ P

{︀
Γ3

}︀
=

= P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+

+P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+ P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} .

Для довiльного 𝜀 > 0 для 𝑇 > 𝑇0

P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
, та P

{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
.

В такому разi, якщо для 𝑇 > 𝑇0
P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} ≤ 𝜀

3 за умови C, то

P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(1)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+ P
{︁⃒⃒⃒
𝑜(2)𝑝 (1)

⃒⃒⃒
> 𝑟
}︁

+

+P {‖𝑤̂𝑇 ‖ > 𝑟} ≤ 𝜀,

а, значить, для 𝑇 > 𝑇0

P {Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3} > 1 − 𝜀. (3.26)

Таким чином, нормована о.н.к. 𝑤̂𝑇 з ймо-
вiрнiстю, що прямує до 1 при 𝑇 → ∞, є єди-
ним розв’язком системи рiвнянь (3.8), тому що
матриця ℋ𝑇 (𝑤̂𝑇 ) є додатно визначеною, i фун-
кцiонал (3.7) має єдиний екстремум (мiнiмум)
в точцi 𝑤̂𝑇 . �
Зауваження 2. Оскiльки
− 1
𝑇 1/2 Ψ(𝑢̂𝑇 ) = 𝑀𝑇 (𝑤̂𝑇 ) = 0, де 𝑤̂𝑇 = 𝑇−1/2𝑢̂𝑇 ,

𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0), то iз єдиностi оцiнки 𝑤̂𝑇 в
кулi 𝑉 (𝑟) з великою ймовiрнiстю при 𝑇 > 𝑇0
для деякого 𝑟 > 0 випливає єдинiсть оцiнки
𝑢̂𝑇 з такою ж ймовiрнiстю для 𝑇 > 𝑇0 в кулi
𝑉 (𝑇 1/2𝑟).

Вiдмiтимо, що умови доведеної теореми ви-
конано для тригонометричної функцiї регресiї,
тобто для неї є вiрним висновок теореми 4.
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4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки
найменших квадраiв параметрiв суми
гармонiчних коливань

В даному роздiлi доведемо теорему про
асимптотичну нормальнiсть о.н.к. 𝜃𝑇 , яку за-
дано означенням 5, параметра нелiнiйної моде-
лi регресiї (1.1) i застосуємо її для одержання
асимптотичної нормальностi о.н.к. 𝜃𝑇 з означе-
ння 4 параметрiв суми гармонiчних коливань
(1.32).

Теорема 5. Нехай виконуються умови A1,
A2, A3 для 𝑊 = 𝐺, B1, B2, B4-B6, C, та
𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], iнтегровна за мiрою 𝜇 у ви-
падку 𝑚 = 1. Тодi розподiл випадкового вектора
𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) при 𝑇 → ∞ збiгається до
гауссiвського розподiлу 𝑁(0,Γ), де

Γ = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)

𝑛!

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠−1

×

×
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓 (𝑛)(𝜆)𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎛⎝ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠−1

. (4.1)

Доведення. Пiсля використання (2.8), (2.9) та
позначень роздiлу 1 отримуємо, що

𝐿𝑖𝑇 (𝑢) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝐺(𝜉𝑡)−

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑢𝑙

)︃
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
= 0,

або
𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
=

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)
· 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)
· 𝑢𝑙 =

=

𝑞∑︁
𝑙=1

𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)𝑢𝑙, 𝑖 = 1, 𝑞.

Таким чином, отримали систему рiвнянь вiдно-
сно 𝑢:

𝐽𝑇 (𝜃0)𝑢 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0).

В наслiдок цього, маємо

𝑢̃𝑇 =
(︀
𝑢̃1 · · · 𝑢̃𝑞

)︀*
=

= Λ𝑇 (𝜃0)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐺(𝜉𝑡)𝑑
−1
𝑇 (𝜃0)∇𝑔(𝑡, 𝜃0) = Λ𝑇 (𝜃0)𝜁𝑇 ,

(4.2)

де Λ𝑇 (𝜃0) = 𝐽−1
𝑇 (𝜃0).

Далi, взявши до уваги теорему 2, отриму-
ємо, що випадковий вектор 𝑢̃𝑇 є асимптотично
нормальним 𝑁(0,Γ) при 𝑇 → ∞, де 𝜎 задана
формулою (4.1). Зауважимо, що коварiацiйна
матриця вектора 𝑢̃𝑇 , має вигляд

Γ𝑇 = Λ𝑇 (𝜃0)𝜎2𝑇Λ𝑇 (𝜃0), (4.3)

де 𝜎2𝑇 – коварiацiйна матриця вектора 𝜁𝑇 . При
𝑇 → ∞

Γ𝑇 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)

𝑛!

(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
)︁−1

×

×
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓 (𝑛)(𝜆)𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
(︁ 𝜋∫︁
−𝜋

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0)
)︁−1

→ Γ.

(4.4)
Далi потрiбно довести, що функцiя розпо-

дiлу 𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) випадкового вектору
𝑢̂𝑇 = 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) збiгається при 𝑇 → ∞ до
гауссiвської функцiї розподiлу
Φ0,Γ(𝑦) = Φ0,Γ(П(𝑦)),
П(𝑦) = (−∞, 𝑦1) × ...× (−∞, 𝑦𝑞), 𝑦 ∈ R𝑞.

Для довiльного 𝑟 > 0, покажемо, що

∆𝑇 (𝑟) = P {‖𝑢̂𝑇 − 𝑢̃𝑇 ‖ > 𝑟} → 0, 𝑇 → ∞.
(4.5)

Введемо подiю 𝐴𝑇 = {𝑢̃𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅 − 𝑟)}, де
𝑅 таке, що для 𝑇 > 𝑇0, в наслiдок асимптоти-
чної нормальностi 𝑢̃𝑇 , виконується P{𝐴𝑇 } ≤ 𝜀

3 ,
де 𝜀 > 0 – фiксоване достатньо мале число.

Також задамо подiю

𝐵𝑇 =
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤ 𝑟
}︁
.

З теореми 3 (редукцiї) випливає, що для 𝑇 > 𝑇0

P
{︀
𝐵𝑇

}︀
= P

{︁
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
‖Λ𝑇 (𝜃0)×

× (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ > 𝑟
}︁
≤

≤ P
{︁
𝜆max(Λ𝑇 (𝜃0))×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟
}︁

=

= P

{︃
1

𝜆min(𝐽𝑇 (𝜃0))
×

× max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ > 𝑟

}︃
≤

≤ P
{︁

max
𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)

‖Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)‖ ≥ 𝜆*𝑟
}︁
≤ 𝜀

3
.
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Крiм того, розглянемо подiю 𝐶𝑇 , яка поля-
гає в тому, що о.н.к. 𝑢̂𝑇 є єдиним розв’язком
системи рiвнянь (2.7), до того ж, для 𝑇 > 𝑇0
P{𝐶𝑇 } ≤ 𝜀

3 за теоремою 4. Таким чином, для
𝑇 > 𝑇0

P {𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 } ≥ 1 − 𝜀. (4.6)

Далi маємо

Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢) =

= Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜀𝑡
𝑔𝑖(𝑡, 𝜃

0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

−

−Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑙(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑙𝑇 (𝜃0)

𝑔𝑖(𝑡, 𝜃
0)

𝑑𝑖𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

=

= 𝑢̃𝑇 − Λ𝑇 (𝜃0)

(︃
𝑞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙 · 𝐽𝑖𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︃𝑞
𝑖=1

= 𝑢̃𝑇 − 𝑢.

Якщо подiя 𝐴𝑇 ∩ 𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 вiдбулася, то для
𝑢 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)

‖𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢)‖ =

= ‖𝑢+Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢))+Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢)‖ =

= ‖𝑢+ 𝑢̃− 𝑢+ Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤

≤ ‖𝑢̃‖ + ‖Λ𝑇 (𝜃0) (Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)) ‖ ≤

≤ 𝑅− 𝑟 + 𝑟 = 𝑅,

тобто 𝐺𝑇 (𝑢) = 𝑢 + Λ𝑇 (𝜃0)Ψ𝑇 (𝑢) – неперервне
вiдображення 𝑉 𝑐(𝑅) в 𝑉 𝑐(𝑅).

Для доведення (4.5) застосуємо теорему
Брауера про нерухому точку [18], сформульо-
вану в наступнiй формi.

Теорема (Брауера). Нехай 𝐹 неперервне вiд-
ображення 𝑉 𝑐(𝑅) в себе. Тодi iснує 𝑥0 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)
таке, що 𝐹 (𝑥0) = 𝑥0.

Застосуємо дану теорему до 𝐹𝑇 (𝑢), тодi
отримуємо, що iснує точка 𝑢0𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅) така,
що 𝐹𝑇 (𝑢0𝑇 ) = 𝑢0𝑇 , або, в наслiдок того, що
Λ𝑇 (𝜃0) – невироджена, Ψ𝑇 (𝑢0𝑇 ) = 0. Оскiльки
подiя 𝐶𝑇 виконується, то єдиним розв’язком си-
стеми рiвнянь Ψ𝑇 (𝑢) = 0 в кулi 𝑉 𝑐(𝑅) є нормо-
вана о.н.к. 𝑢̂𝑇 , тобто
{𝐴𝑇 ∩𝐵𝑇 ∩ 𝐶𝑇 } ⊂ {𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} i
P {𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ≥ 1 − 𝜀. Зауважимо, що з (4.6)
випливає

1 − 𝜀 ≤ P {{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩𝐵𝑇 } =

= P
{︁
{𝑢̂𝑇 ∈ 𝑉 𝑐(𝑅)} ∩

{︁
max

𝑢∈𝑉 𝑐(𝑅)
‖Λ𝑇 (𝜃0)×

×
(︁

Ψ𝑇 (𝑢) − 𝐿𝑇 (𝑢)
)︁
‖ ≤ 𝑟

}︁}︁
≤

≤ P
{︁
‖Λ𝑇 (𝜃0)

(︁
Ψ𝑇 (𝑢̂𝑇 ) − 𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 )

)︁
‖ ≤ 𝑟

}︁
=

= P
{︁
‖Λ𝑇 (𝜃0)𝐿𝑇 (𝑢̂𝑇 )‖ ≤ 𝑟

}︁
=

= P {‖𝑢̃𝑇 − 𝑢̂𝑇 ‖ ≤ 𝑟} . (4.7)

Тодi з (4.7) випливає (4.5).
Нехай для 𝐴 ∈ B𝑞 ( B𝑞 – 𝜎-алгебра бореле-

вих пiдмножин R𝑞) та 𝜀 > 0

𝐴𝜀 =

{︂
𝑥 ∈ R𝑞 : inf

𝑦∈𝐴
‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀

}︂
,

𝐴−𝜀 = R𝑞 ∖ (R𝑞 ∖𝐴)𝜀.

Враховуючи (4.5), одержуємо для функцiї роз-
подiлу

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) = P {𝑢̂𝑇 ∈ П(𝑦)} , 𝑦 ∈ R𝑞,

та для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑞 i довiльного 𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≥ P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀} − ∆𝑇 (𝜀), (4.8)

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤ P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} + ∆𝑇 (𝜀). (4.9)

Ранiше було доведено, що для довiльних
𝑦 ∈ R𝑞, 𝜀 > 0⃒⃒

P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)±𝜀} − Φ0,Γ(П(𝑦)±𝜀)
⃒⃒
→ 0,

𝑇 → ∞. (4.10)

Нехай 𝜙(𝑦, 𝜃0) – гауссiвська щiльнiсть, що
вiдповiдає функцiї розподiлу Φ0,Γ(𝑦). Через те,
що 𝜆min(Γ) = 𝜆 > 0, 𝜆max(Γ) = 𝜆 <∞, маємо

𝜙(𝑦, 𝜃0) ≤ (2𝜋𝜆)−𝑞/2 exp

{︂
−‖𝑦‖2

2𝜆

}︂
= 𝜈 (‖𝑦‖) .

Тепер до 𝜈 (‖𝑦‖) застосуємо наступну теоре-
му [19].

Теорема. Нехай 𝜈 – невiд’ємна диференцiйов-
на функцiя на [0,∞) така, що

(1) 𝑏 =

+∞∫︁
0

|𝜈 ′(𝜆)|𝜆𝑞−1 𝑑𝜆 <∞;

(2) lim
𝜆→∞

𝜈(𝜆) = 0.

Тодi для довiльної опуклої множини 𝐶 ∈ B𝑞

та для довiльних 𝜀, 𝛿 > 0 має мiсце нерiвнiсть∫︁
𝐶𝜀∖𝐶−𝛿

𝜈 (‖𝜆‖) 𝑑𝜆 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
(𝜀+ 𝛿).
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Пiсля застосування даної теореми до
𝜈 (‖𝑦‖), для будь-якого 𝜓 ̸= 0 отримуємо⃒⃒

Φ0,Γ(П(𝑦)) − Φ0,Γ(П(𝑦)𝜓)
⃒⃒

=

=

∫︁
П
𝜙(𝑦, 𝜃0) 𝑑𝑦 ≤ 𝑏

(︃
2𝜋𝑞/2

Γ(𝑞/2)

)︃
|𝜓|, (4.11)

де П =

{︂
П(𝑦)𝜓 ∖ П𝑐(𝑦), якщо 𝜓 > 0,
П(𝑦) ∖ П(𝑦)𝜓, якщо 𝜓 < 0.

Для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑞 та для довiльного
𝜀 > 0

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) + P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(𝑦)

⃒⃒
≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)𝜀} − Φ0,Γ(П(𝑦)𝜀)

⃒⃒
+

+
⃒⃒
Φ0,Γ(П(𝑦)𝜀) − Φ0,Γ(𝑦)

⃒⃒
; (4.12)

Φ0,Γ(𝑦) −𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀} + Φ0,Γ(𝑦) ≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
Φ0,Γ(𝑦) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀}

⃒⃒
≤

≤ ∆𝑇 (𝜀) +
⃒⃒
Φ0,Γ(П(𝑦)−𝜀) − P {𝑢̃𝑇 ∈ П(𝑦)−𝜀}

⃒⃒
+

+ |Φ0,Γ(𝑦) − Φ0,Γ(П(𝑦)−𝜀)| . (4.13)

Таким чином, зi спiввiдношень (4.6)-(4.13),
отримуємо

𝐺𝑇 (𝑦, 𝜃0) → Φ0,Γ(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑞, 𝑇 → ∞. �

Нехай 𝑔(𝑡, 𝜃0) має вигляд (1.32), тодi во-
на має блочно-дiагональну спектральну мiру
𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0) (див., наприклад, [5]) з блоками⎛⎝ 𝛿𝑘 𝑖𝜌𝑘 𝛽𝑘

−𝑖𝜌𝑘 𝛿𝑘 𝛾𝑘
𝛽𝑘 𝛾𝑘 𝛿𝑘

⎞⎠ , (4.14)

де

𝛽𝑘 =

√
3

2

(︀
𝐶0
𝑘

)︀−1(︀
𝐵0
𝑘𝛿𝑘 + 𝑖𝐴0

𝑘𝜌𝑘
)︀
,

𝛾𝑘 =

√
3

2

(︀
𝐶0
𝑘

)︀−1(︀−𝐴0
𝑘𝛿𝑘 + 𝑖𝐵0

𝑘𝜌𝑘
)︀
, (4.15)

мiра 𝛿𝑘 = 𝛿𝑘(𝑑𝜆) та заряд 𝜌𝑘 = 𝜌𝑘(𝑑𝜆) зосере-
дженi у точках ±𝜙0

𝑘, причому

𝛿𝑘
(︀
{±𝜙0

𝑘}
)︀

=
1

2
, 𝜌𝑘

(︀
{±𝜙0

𝑘}
)︀

= ±1

2
, 𝑘 = 1, 𝑁.

Це означає, що умову B1 для тригономе-
тричної функцiї регресiї (1.32) виконано.

За тотожнiстю Планшереля

𝜇𝑇 (R, 𝜃0) =

∞∫︁
−∞

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0) =

=

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝜇𝑗𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃0) 𝑑𝜆

⎞⎠𝑞

𝑗,𝑙=1

=

=

(︃ ∞∫︁
−∞

𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)𝑔𝑙𝑇 (𝜆, 𝜃0)

(︃ ∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒
𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆×

×
∞∫︁

−∞

⃒⃒⃒
𝑔𝑗𝑇 (𝜆, 𝜃0)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜆
)︁−1/2

𝑑𝜆

)︃𝑞
𝑗,𝑙=1

=

=

(︃
𝑑−1
𝑗𝑇 (𝜃0)𝑑−1

𝑙𝑇 (𝜃0)
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑗(𝑡, 𝜃
0)𝑔𝑙(𝑡, 𝜃

0)

)︃𝑞
𝑗,𝑙=1

=

=
(︁
𝐽𝑗𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︁𝑞
𝑗,𝑙=1

.

Таким чином, за умови B1

∞∫︁
−∞

𝜇𝑇 (𝑑𝜆, 𝜃0) =
(︁
𝐽𝑗𝑙,𝑇 (𝜃0)

)︁𝑞
𝑗,𝑙=1

= 𝐽𝑇 (𝜃0),

i коли 𝑇 → ∞, то 𝐽𝑇 (𝜃0) → 𝐽(𝜃0), де 𝐽(𝜃0)
деяка додатно визначена матриця, для якої
𝜆min(𝐽(𝜃0)) ≥ 𝜆̃* > 0, i

𝐽(𝜃0) =

⎛⎝ ∞∫︁
−∞

𝜇𝑗𝑙(𝑑𝜆, 𝜃0)

⎞⎠𝑞

𝑗,𝑙=1

=

∞∫︁
−∞

𝜇(𝑑𝜆, 𝜃0).

(4.16)
Для тригонометричної функцiї регресiї (1.32)
матрицю 𝐽(𝜃0) задано виразом (3.30).

Варто зауважити, що для тригонометри-
чної моделi регресiї (1.1), (1.32), використову-
ючи (4.14), (4.15), отримуємо, що матриця 𝜎 з
теореми 2 роздiлу 1 є блочно-дiагональною з
блоками 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , вигляду

𝜎𝑘 = 2𝜋
∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0

√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1 −
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦ > 0. (4.17)

Тепер можна сформулювати
Наслiдок 3. За умов A1, A2, A3 при 𝑊 = 𝐺,
справедливе твердження теореми 2 з блочно-
дiагональною матрицею 𝜎 з блоками
𝜎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , вигляду (4.17).

Враховуючи формули (4.1), (4.14)-(4.17),
можна побачити, що для тригонометричної
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функцiї регресiї Γ є блочно-дiагональною ма-
трицею з блоками

Γ𝑘 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0

√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1 −
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦
−1

,

𝑘 = 1, 𝑁. (4.18)

Також варто зауважити, що як показано у
роздiлi 2, для тригонометричної функцiї регре-
сiї (1.32) вiрнi наступнi спiввiдношення

𝑑3𝑘−2,𝑇 (𝜃0) ∼ 2−1/2𝑇 1/2,

𝑑3𝑘−1,𝑇 (𝜃0) ∼ 2−1/2𝑇 1/2,

𝑑3𝑘,𝑇 (𝜃0) ∼ 6−1/2𝐶0
𝑘𝑇

3/2, 𝑘 = 1, 𝑁. (4.19)

Далi перейдемо вiд нормованої о.н.к.
𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0) до нормованої о.н.к.(︁

𝑇 1/2
(︀
𝐴1𝑇 −𝐴0

1

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵1𝑇 −𝐵0

1

)︀
,

𝑇 3/2
(︀
𝜙1𝑇 − 𝜙0

1

)︀
, ... ,

𝑇 1/2
(︀
𝐴𝑁𝑇 −𝐴0

𝑁

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁

)︀
,

𝑇 3/2
(︀
𝜙𝑁𝑇 − 𝜙0

𝑁

)︀ )︁
(4.20)

i введемо блочно-дiагональну матрицю 𝑍 з бло-
ками

𝑍𝑘 =

⎡⎣2−1/2 0 0

0 2−1/2 0

0 0 6−1/2𝐶0
𝑘

⎤⎦ , 𝑘 = 1, 𝑁.

(4.21)

В такому разi вектор (4.20) асимптотично нор-
мальний 𝑁(0, Γ̃), де блочно-дiагональна матри-
ця Γ̃, мiстить блоки

2𝜋
∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎢⎣𝑍𝑘
⎡⎢⎢⎢⎣

1 0
√
3𝐵0

𝑘

2𝐶0
𝑘

0 1
−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘√

3𝐵0
𝑘

2𝐶0
𝑘

−
√
3𝐴0

𝑘

2𝐶0
𝑘

1

⎤⎥⎥⎥⎦𝑍𝑘
⎤⎥⎥⎥⎦
−1

=

= 4𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
×

×

⎡⎢⎢⎣ 1 0
𝐵0

𝑘
2

0 1
−𝐴0

𝑘
2

𝐵0
𝑘
2

−𝐴0
𝑘

2
𝐶0

𝑘
2

3

⎤⎥⎥⎦
−1

, 𝑘 = 1, 𝑁. (4.22)

Пiсля обернення цих матриць отримуємо
наступний результат, враховуючи, що всi умо-
ви, якi накладались на функцiю регресiї в те-
оремi 2 (роздiл 1) справедливi для тригономе-
тричної функцiї регресiї також. Зокрема, вико-
нання умови B2 (𝜇-припустимостi с.щ. 𝑓(𝜆),
𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋]) для тригонометричної функцiї ре-
гресiї (1.32) доведено в роботi О.В. Iванова,
I.М. Савич [20].

Розглянемо множини Φ =
{︀
𝜙0
1, 𝜙

0
2, ... , 𝜙

0
𝑁

}︀
та 𝐾 = {κ0,κ1,κ2, ... ,κ𝑟}. Тодi умова B2 вико-
нується, якщо

Φ ∩𝐾 = ∅. (4.23)

Теорема 6. Якщо для тригонометричної мо-
делi регресiї (1.1), (1.32) виконано умови A1,
A2, A3 при 𝑊 = 𝐺, (4.23), то нормована
о.н.к. (4.20) асимптотично нормальна 𝑁(0, Γ̃),
iз блочно-дiагональною матрицею

Γ̃ = 𝑑𝑖𝑎𝑔
(︁

Γ̃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁
)︁

(4.24)

з блоками

Γ̃𝑘 =
4𝜋

(𝐶0
𝑘)2

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐶2
𝑛(𝐺)𝑓 (𝑛)(𝜙0

𝑘)

𝑛!
𝑀𝑘, (4.25)

𝑀𝑘 =

⎡⎢⎣𝐴0
𝑘
2

+ 4𝐵0
𝑘
2 −3𝐴0

𝑘𝐵
0
𝑘 −6𝐵0

𝑘

−3𝐴0
𝑘𝐵

0
𝑘 4𝐴0

𝑘
2

+𝐵0
𝑘
2

6𝐴0
𝑘

−6𝐵0
𝑘 6𝐴0

𝑘 12

⎤⎥⎦ ,
𝑘 = 1, 𝑁.

Висновки

У роботi отримано асимптотичну нормаль-
нiсть о.н.к. параметрiв тригонометричної моде-
лi регресiї з дискретним часом та шумом, що
є нелiнiйним локальним перетворенням гауссiв-
ського стацiонарного часового ряду з сингуляр-
ним спектром. Одержано достатнi умови асим-
птотичної єдиностi за ймовiрнiстю о.н.к. пара-
метрiв нелiнiйної моделi регресiї, що охоплює
випадок тригонометричної регресiї. З викори-
станням теореми Брауера про нерухому точку
отримано достатнi умови асимптотичної нор-
мальностi о.н.к. параметрiв загальної нелiнiй-
ної моделi регресiї та розглянуто їх застосуван-
ня до тригонометричної моделi регресiї.
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Природним напрямком продовження дослi-
джень є апроксимацiя з достатньою точнiстю
громiздкої коварiацiйної матрицi граничного
гауссiвського розподiлу о.н.к., щоб наблизити
отриманi результати до практичних застосу-
вань. Крiм цього, бажано знайти iншi прикла-

ди несумовних коварiацiйних функцiй та сингу-
лярних спектральних щiльностей стацiонарних
часових рядiв для збiльшення кiлькостi матема-
тичних моделей спостережень, аналогiчних ви-
вченiй у роботi.
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У данiй роботi ми розглядаємо майже критичнi гiллястi процеси з iммiграцiєю. Було вста-
новлено оцiнку швидкостi збiжностi в центральнiй граничнiй теоремi для флуктуацiй таких
процесiв. При виводi оцiнки швидкостi збiжностi до граничного розподiлу було використано до-
бре вiдому нерiвнiсть Ессеєна, що дозволяє оцiнювати близькiсть функцiй розподiлу за близь-
кiстю їх характеристичних функцiй. Вiдомо, що теорема Беррi-Ессеєна дає результат, який
неможливо в загальному випадку покращити, або, як кажуть - правильну оцiнку. Варто вiд-
мiтити, що в нашiй оцiнцi залежнiсть сталих вiд розподiлу прямих нащадкiв однiєї частинки
та потоку iммiграцiї є бiльш складною нiж в класичнiй оцiнцi Беррi-Ессеєна. Отримана оцiнка
узагальнює та уточнює попередню вiдому оцiнку для флуктуацiї подiбних процесiв.

Ключовi слова: Гiллястi процеси, iммiграцiя, нерiвнiсть Ессеєна.

In this paper, we consider a nearly critical branching process with immigration. We obtain the rate
of convergence in central limit theorem for nearly critical branching processes with immigration.

Key Words: Branching process, immigration, Esseen inequality
Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Introduction

Let for each n ∈ N
{
ξ
(n)
k,j , k, j ∈ N

}
and{

ε
(n)
k , k ∈ N

}
be the two independent famili-

es of independent identically distributed random
variables with non-negative integer values. The
sequence of branching processes with immigration
{X(n)

k , k > 0}, n ∈ N is defined by the following
recursion relation

X
(n)
0 = 0, X

(n)
k =

X
(n)
k−1∑
j=1

ξ
(n)
k,j +ε

(n)
k , k, n ∈ N. (1)

For a fixed n ∈ N we can interpret X(n)
k as the size

of k−th generation of a population and ξ
(n)
k,j is the

number of offsprings of the j−th individual in the

(k − 1)−st generation and ε
(n)
k is the number of

immigrants contributing to the k−th generation.
Branching processes models are extensively

used in various parts of natural sciences, among
others in biology, epidemiology, physics, computer
sciences. We refer to monographs by Athreya and
Ney [1], Rahimov [17], Haccou et al. [6] where one
may find a recent developments and various appli-
cations of these process.

Assume that for all n ∈ N

mn = Eξ
(n)
1,1 , σ2

n = var ξ
(n)
1,1 , λn = Eε

(n)
1 ,

b2n = var ε
(n)
1

exist and finite.

Означення 1.1. Branching processes with immi-
gration defined by (1) is called nearly critical with
rate α ∈ R if mn = 1+αn−1+ o

(
n−1

)
as n → ∞.

c⃝ Я. Хусанбаєв, С. Шарiпов, В. Голомозий 2019
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This notation was introduced for the first ti-
me by Chan and Wei [3] in order to study AR(1)
processes.

Introduce the random process

Xn (t) = X
(n)
[nt], t ∈ R+, n ∈ N, (2)

where [a] denotes the lower integer part of number
a. It is clear that {Xn(t), n ∈ N} is a sequence
of random elements with values in the Skorokhod
space D[0,∞), which is the space of non–negative
functions on [0,∞) that are right continuous and
have left limits.

There have been a lot of research works
devoted to the asymptotic behavior of the process
defined by (2). For instance, in case when mn =
m = 1 and with finite moments σ2

n = σ2 > 0,
λn = λ and b2n = b2 > 0, Wei and Winnicki
[23] proved that the random processes n−1Xn(t)
weakly converge in Skorokhod space D[0,∞) to
the solution of some stochastic differential equati-
on. Later, the case mn = 1 + αn−1 + o

(
n−1

)
(α ∈ R), σ2

n → σ2 > 0 as n → ∞ was studied
by Sriram[22], who proved the weak convergence
of random processes n−1Xn(t) in Skorokhod space
D[0,∞) to the solution of stochastic differential
equation. Ispány et al. [8] showed that Sriram’s
[22] result still holds if condition σ2

n → σ2 replaced
by σ2

n → 0 as n → ∞. They also proved fluctuation
limit theorem in case where σ2

n → 0, namely, the
sequence n− 1

2 (Xn(t)−EXn(t)) has a limit process
X(t). The process {X(t), t ∈ R} turns out to be
an Ornstein–Uhlenbeck type process driven by a
time changed Wiener process. Further systematic
investigations are due to Ispány [7], Györfi et
al.[5], Li [14], [15] Rahimov [18],[19], Khusanbaev
[10],[11],[12],[13] and see also references therein.
From these papers, it follows that the necessary
norming factor and the possible limit process
strongly depend on the various conditions that are
supposed to hold for the offspring and immigration
processes.

The problem of estimating the rate of
convergence in the central limit theorem (CLT)
is one of the traditional problems in probabi-
lity theory. It attracted the attention of many
researchers during the last six decades. However,
most of the attention was paid to clarifying
the estimate of the Berry–Esseen theorem, whi-
ch considers the uniform distance between the
distribution functions of the normalized sums of
independent random variables and the standard

normal law.
However, few scientific papers are devoted to

studying of the rate of weak convergence in li-
mit theorems for branching processes. Apparently,
such a problem was first studied by Nagaev
and Mukhamedkhanova in [16]. They obtai-
ned the rate of convergence in the well-known
Yaglom’s limit theorem on the weak convergence
of the critical Galton–Watson branching process
to the exponential distribution. We note that the
constants in this estimate have a more compli-
cated relationship to the distribution of offspri-
ngs as compared to the classical Berry-Esseen esti-
mate. Later, Borovkov [2] established the rate of
weak convergence for the Galton–Watson branchi-
ng processes (without immigration) to the Feller
process. We also refer to Rahimov and Sirazhdinov
[20] where one can find several types of estimati-
ons for fluctuation of (1). Recently, Khusanbaev
[9] obtained the rate of convergence in CLT for
fluctuation of process (1). Motivated by that paper
we continue studying the rate of convergence in
one-dimensional functional limit theorem 2.9 of
Ispány [7].

More precisely, Ispány [7] proved the following
a fluctuation limit theorem for the process defined
in (2).

Theorem 1.1. Assume that b2n > 0 for all n ∈ N
such that nb2n → ∞ as n → ∞ and

1) mn = 1 + αn−1 + o
(
n−1

)
as n → ∞ for

some α ∈ R;
2) σ2

n = σ2n−1 + o
(
n−1

)
as n → ∞ for some

σ2 > 0;

3) E

((
ξ
(n)
1,1 −mn

)2
I(Un)

)
= o

(
n−1

)
as

n → ∞ for all θ > 0, where Un ={∣∣∣ξ(n)1,1 −mn

∣∣∣ > θ
√

nb2n

}
and I {A} denotes an

indicator of event A;
4) λn = λb2n + o

(
b2n
)

as n → ∞ for some
λ > 0;

5) E

((
ε
(n)
1,1 − λn

)2
I(U ′

n)

)
= o

(
b2n
)

as

n → ∞ for all θ > 0, where U ′
n ={∣∣∣ε(n)1 − λn

∣∣∣ > θ
√
nb2n

}
.

Then(
nb2n
)− 1

2 (Xn (t)− EXn (t)) ⇒ χ (t) ,

t ∈ R+ as n → ∞
where convergence holds in Skorokhod space
D [0,∞), and {χ (t) , t ∈ R+} is an Ornstein–
Uhlenbeck type process defined by the following
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stochastic differential equation

dχ (t) = αχ (t) dt+
√

σ2µ (t) + 1dW (t) , χ (0) = 0,

where W (t) is a standard Wiener process and µ is
defined by µ(t) = λ

∫ t
0 e

αsds.

Note that the limiting process χ (t) may be
represented as

χ(t) =

∫ t

0
eα(t−s)dM(s), t ∈ R+,

where {M(t), t ∈ R+} is a Wiener process M(t) =
W (T (t)), t ∈ R+ with T (t) =

∫ t
0 ρ(s)ds and

ρ(t) = λσ2

∫ t

0
eαsds+ 1.

From the properties of the stochastic integral [4]
we can obtain

Eχ(t) = 0, var(χ(t)) =

∫ t

0
e2α(t−s)ρ(s)ds.

Consequently,

β2 := var(χ(1)) =

{
σ2λ
2 + 1, α = 0,

σ2λ
2α2 (e

α − 1)2 + e2α−1
2α , α ̸= 0

Hence, χ(1) has normal distribution with zero
mean and variance β2.

The main purpose of this paper is to obtain
the rate of convergence of the random variables
(nb2n)

− 1
2 (Xn(1)− EXn(1)) to χ(1). The approach

we use in the proofs comes from Khusanbaev [9].
However, we have to pay more attention to the
asymptotics of mean and variances of immigrati-
on.

The remainder of the paper is organized as
follows. Section 2 contains some notations and
assumptions. The main result and examples are gi-
ven in Section 3. Section 4 is devoted to the proof
of the main theorem.

2 Some notations and assumptions

Before giving our main result, we need to some
notations and conditions.

For each n ∈ N, let S(n)
k , k > 0 be the Galton–

Watson branching process defined by

S
(n)
0 = 1, S

(n)
k =

S
(n)
k−1∑
i=1

ξ
(n)
k,j .

Then it is well–known [1]

ES
(n)
k = mk

n, E
[
S
(n)
k

]2
=

mk−1
n

(
mk−1

n − 1
)

mn − 1
b2n+m2k

n ,

E
[
S
(n)
k

]3
=

mk−1
n

(
m2k

n − 1
)

m2
n − 1

γn+

+
3mk−1

n

(
mk

n − 1
) (

mk−1
n − 1

)
(mn − 1) (m2

n − 1)

(
b2n +m2

n −mn

)2
+

+
3mk−1

n

(
mk

n − 1
)

mn − 1

(
b2n +m2

n −mn

)
+mk

n,

where γn = Eξ
(n)
1,1

(
ξ
(n)
1,1 − 1

)(
ξ
(n)
1,1 − 2

)
.

Let fn(s) be a generating function of ξ1,1.
Then, plainly, f

(k)
n (s) is the generating function

of S(n)
k .
Further, we put

hn(s) = Esε
(n)
1 , φn(s) = EsX

(n)
n , |s| 6 1.

Suppose that for all n ∈ N the variables

β2
n :=

var(Xn(1))

n
=

λnσ2
n(n−1)
2 + b2n, mn = 1,

λnσ2
n(m

n−1
n −1)(mn

n−1)

n(mn−1)(m2
n−1)

+
b2n(m2n

n −1)
n(m2

n−1)
, mn ̸= 1.

χn ={
nγn + 3

2σ
4
nn (n− 1) + 3nσ2

n + 1, mn = 1,

γn
mn|m2

n−1| +
3(σ2

n+m2
n−mn)

2

mn|mn−1||m2
n−1| +

3|σ2
n+m2

n−mn|
mn|mn−1| , mn ̸= 1.

τn = Eε
(n)
1

(
ε
(n)
1 − 1

)(
ε
(n)
1 − 2

)
exist and finite.

Set
Ln = AnBn,

where

An = max
{
(1 + λn)

3 ; b2n + λ2
n; τn

}
,

Bn = Anχnmax {1; mn
n} .

As usual, denote by Φβ (x) normal di-
stribution function with zero mean and vari-
ance β2 and ρ (F,G) stands for uniform di-
stance (Kolmogorov’s metric) between distributi-
on functions F (x) and G(x). The symbol C
denotes a positive number which may vary from
place to place.

The proof of the main theorem is based on
the following inequality (see [21] Chap.II, p.376),
which allows us to estimate the proximity of di-
stribution functions by the proximity of their
characteristic functions.
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Lemma 1 (Esseen’s inequality). Let F (x) and
G (x) be two distribution functions with characteri-
stic functions f (t) and g (t), respectively. Assume
G (x) has derivative G′ (x) with sup

x
|G′ (x)| 6 C.

Then, for arbitrary x ∈ R and T > 0

ρ (F,G) 6 2

π

∫ T

0

∣∣∣∣f (t)− g (t)

t

∣∣∣∣ dt+ 24

πT
sup
x

∣∣G′ (x)
∣∣ .

3 Main result

Now we state our main result.

Theorem 3.1. Let b2n > 0, n ∈ N, nb2n → ∞
and Ln = o

(√
nb2n

)
as n → ∞. Assume that

min
(
β2
n

b2n
, β2
)

> 0 and the following conditions
hold:

1) mn = 1 + αn−1 + o
(
n−1

)
as n → ∞ for

some α ∈ R;
2) σ2

n = σ2n−1 + o
(
n−1

)
as n → ∞ for some

σ2 > 0;
3) λn = λb2n + o

(
b2n
)

as n → ∞ for some
λ > 0;

4) τ = lim sup
n→∞

τn 6 ∞;

5) γn = γn−1 + o
(
n−1

)
as n → ∞ for some

γ > 0.
Then distribution functions of normalized vari-
ables

Fn (x) =

P
((

nb2n
)−1/2

(Xn (1)− E (Xn (1))) < x
)
,

−∞ < x < ∞,

such that for all n > 2,

ρ (Fn,Φβ) 6
CLn√
nb2n

+

∣∣∣β2
n

b2n
− β2

∣∣∣
min

(
β2
n

b2n
, β2
) , (3)

where C depends on variables α, σ2, λ, b2, β2, τ ,
γ.

Remark 1. Theorem 2 is a generalization of the
main result of paper [9] for the cases b2n → 0 and
b2n → ∞ as n → ∞ (see condition 3). Assumption
nb2n → ∞ and the condition 3) imply that the vari-
able b2n may converge to a finite number (zero or
non-zero) or infinity. Khusanbaev [9] obtained the
rate of convergence in one-dimensional Theorem
2.2 of Ispány et al. [8].

Remark 2. Note that both terms are important
on the right-hand side of (3) since each of first or
second terms on the right hand side of (3) may be
dominating in different situations.

As an example, we give the following corollary.

Наслiдок 1. 1) Let ξ
(n)
1,1 has a Bernoulli distri-

bution with mean 1−αn−1, α > 0 and the random
variable ε

(n)
1 is distributed as follows:

P(ε
(n)
1 = 0) = 1− 1

n
, P(ε

(n)
1 = [lnn]) =

1

n
, n ∈ N.

Then it is easy to see that the conditions 1), 2)
and 5) are satisfied. Moreover, we have λn = lnn

n ,
b2n ∼ ln2 n

n , n → ∞ and thus the condition 3)
holds. The condition 4) fulfills since τn ∼ ln3 n

n and
τ < ∞. Consequently, all conditions of Theorem 2
hold in the case when immigration variance tends
to zero.

2) Let us consider the case when the immi-
gration variance tends to infinity such that nb2n →
∞ as n → ∞. Let ξ(n)1,1 is distributed as below and
take for n ∈ N

P(ε
(n)
1 = 0) = 1− 1

lnn
, P(ε

(n)
1 = [lnn]) =

1

lnn
.

In this case, we have λn = 1, b2n = lnn − 1 and
τn ∼ lnn and all conditions of Theorem 2 hold.

4 Proof of the main result

Доведення. We consider only the case mn > 1.
The statement of Theorem for the cases mn = 1
and mn < 1 can be proved by analogous consi-
derations. By Esseen inequality

sup
x

|Fn (x)− Φβ (x)| 6

2

π

∫ T

0

∣∣∣∣gn (t)− g (t)

t

∣∣∣∣ dt+ 24

πT
sup
x

∣∣Φ′
β (x)

∣∣ , (4)

where

gn (t) = e
−itEX

(n)
n

/√
nb2nφn

(
e
it
/√

nb2n

)
,

g (t) = e−
t2

2
β2
, sup

x

∣∣Φ′
β (x)

∣∣ = 1√
2πβ

.

In relation (4), a positive number T = Tn may be
chosen arbitrary.

We set

Tn =

√
nb2n

24Ln
.
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Now we have to estimate the integral (4). For this
aim, we represent it as the sum of three integrals:

J (1)
n + J (2)

n + J (3)
n =

∫ T

0

∆
(1)
n (t)

t
dt+

+

∫ T

0

∆
(2)
n (t)

t
dt+

∫ T

0

∆
(3)
n (t)

t
dt, (5)

where

∆(1)
n (t) =

∣∣∣∣e−itEX
(n)
n

/√
nb2nφn

(
e
it
/√

nb2n

)
−

− e
−it λn√

nb2n

mn
n−1

mn−1
+

n−1∑
k=0

(
znk−

z2nk
2

)∣∣∣∣,
∆(2)

n (t) =

∣∣∣∣∣∣e
−it λn√

nb2n

mn
n−1

mn−1
+

n−1∑
k=0

(
znk−

z2nk
2

)
− e

−β2n
b2n

t2

2

∣∣∣∣∣∣ ,
∆(3)

n (t) =

∣∣∣∣∣e−β2n
b2n

t2

2 − e−β2 t2

2

∣∣∣∣∣ ,
where znk = hn

(
f
(k)
n

(
e
it
/√

nb2n

))
− 1 and we

have to bound each ∆
(i)
n (t), i = 1, 2, 3 and evaluate

integrals J
(i)
n , i = 1, 2, 3, separately.

Consider ∆
(1)
n (t). It is well-known that the

generating function of X(n)
n is defined by

φn (s) =

n−1∏
k=0

hn

(
f (k)
n (s)

)
.

Since E
(
ξ
(n)
1,1

)3
< ∞, then we may use Taylor

expansion with Lagrange form of remainder

f (k)
n

(
e
it
/√

nb2n

)
=

= 1+ it
ES

(n)
k√
nb2n

− t2

2

E
(
S
(n)
k

)2
nb2n

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n
,

|θ1| 6 1. (6)

Similarly, by the assumption τn < ∞ we
may decompose the generating function hn (s) in
Taylor series with Lagrange form of remainder

hn (s) =

= 1 + (s− 1)Eε
(n)
1 +

(s− 1)2

2
Eε

(n)
1

(
ε
(n)
1 − 1

)
+

+ θ2 (s− 1)3 τn, |θ2| 6 1. (7)

Substituting (6) in (7), we obtain

hn

(
f (k)
n

(
e
it
/√

nb2n

))
= 1 +

it√
nb2n

λnES
(n)
k −

− t2

2nb2n
λnE

(
S
(n)
k

)2
−

− t2

2nb2n
λn

(
ES

(n)
k

)2 (
b2n + λ2

n − λn

)
+Q(k)

n (t) =

= 1 +
itmk

n√
nb2n

λn − t2λnσ
2
n

2nb2n

mk−1
n

(
mk

n − 1
)

mn − 1
−

− t2m2k
n

2nb2n

(
b2n + λ2

n

)
+Q(k)

n (t) ,

where Q
(k)
n (t) admits the representation:

Q(k)
n (t) = θ1

|t|3 E
(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n
λn+

+
itE
(
S
(n)
k

)
√

nb2n

 t2E
(
S
(n)
k

)3
2nb2n

+

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n

(b2n + λ2
n − λn

)
+

+
1

2

− t2E
(
S
(n)
k

)2
2nb2n

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n


2

×

×
(
b2n + λ2

n − λn

)
+ θ2×

×

 itES(n)
k√

nb2n
−

t2E
(
S
(n)
k

)2
2nb2n

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n


3

τn.

Then, it is easily seen that for |t| 6 Tn, we have
the following estimate

1−
∣∣∣∣hn(f (k)

n

(
e
it
/√

nb2n

))∣∣∣∣ 6 |znk| 6

6 |t|√
nb2n

mk
n (1 + λn) 6

1

24
. (8)

Therefore, for |t| 6 Tn, it is valid the representati-
on

n−1∏
k=0

hn

(
f (k)
n

(
e
it
/√

nb2n

))
= e

n−1∑
k=0

ln(1+znk)
,

where ln z means the main value of
the logarithm of a complex number z
(ln z = ln |z|+ i arg z, −π < arg z < π).
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Now by using the following inequalities

|ex − 1| 6 |x| e|x|,
∣∣∣∣ln (1 + x)− x+

x2

2

∣∣∣∣ 6 |x|3 ,

|x| 6 1

2
, (9)

we obtain

∆(1)
n (t) 6

∣∣∣∣∣e−it λn√
nb2n

mn
n−1

mn−1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣e

n−1∑
k=0

(
znk−

z2nk
2

)∣∣∣∣∣∣×
×

n−1∑
k=0

|znk|3 e
n−1∑
k=0

|znk|3
.

First we will estimate |znk|3. By (8), for |t| 6 Tn,
we have

|znk|3 6
|t|3

nb2n
√

nb2n
m3k

n (1 + λn)
3 6 t2

24nb2n
m2k

n ,

and thus

n−1∑
k=0

|znk|3 6
t2

24nb2n

n−1∑
k=0

m2k
n =

t2

24nb2n

m2n
n − 1

mn − 1
.

(10)
On the other hand,

n−1∑
k=0

|znk|3 6
|t|3

nb2n
√

nb2n
(1 + λn)

3
n−1∑
k=0

m3k
n 6

6 |t|3

nb2n
√

nb2n
(1 + λn)

3 m
3n
n − 1

mn − 1
. (11)

Further,∣∣∣∣∣∣e
n−1∑
k=0

(
znk−

z2nk
2

)∣∣∣∣∣∣ 6 e
− t2

2nb2n

n−1∑
k=0

(
λnσ2

nmk
n(mk

n−1)
mn(mn−1)

+m2k
n b2n

)
×

×e

n−1∑
k=0

(
δ
(1)
nk (t)+δ

(2)
nk (t)

) ∣∣∣∣∣eit
λn√
nb2n

mn
n−1

mn−1

∣∣∣∣∣ (12)

where

δ
(1)
nk (t) =

|t|√
nb2n

mk
nλn

∣∣∣Q(k)
n (t)

∣∣∣+
+
1

2

(
t2

2nb2n
λnE

(
S
(n)
k

)2
+

t2

2nb2n
m2k

n

(
b2n + λ2

n − λn

)
+

+
∣∣∣Q(k)

n (t)
∣∣∣)2

,

δ
(2)
nk (t) = θ1

|t|3 E
(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n
λn+

+
itmk

n√
nb2n

θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n

(
b2n + λ2

n − λn

)
+

+
1

2

− t2E
(
S
(n)
k

)2
2nb2n

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n


2

×

×
(
b2n + λ2

n − λn

)
+

+θ2

 itES(n)
k√

nb2n
−

t2E
(
S
(n)
k

)2
2nb2n

+ θ1
|t|3 E

(
S
(n)
k

)3
nb2n
√

nb2n


3

τn.

We may notice that for |t| 6 Tn

∣∣∣Q(k)
n (t)

∣∣∣ 6 1

5

t2

nb2n
m2k

n ,
∣∣∣δ(1)nk (t)

∣∣∣ 6 1

100

t2

nb2n
m2k

n ,

∣∣∣δ(2)nk (t)
∣∣∣ 6 4

25

t2

nb2n
m2k

n . (13)

From (12) and taking estimations (13) into
account, we may write

∣∣∣∣∣∣e
n−1∑
k=0

(
znk−

z2nk
2

)∣∣∣∣∣∣ 6
6 e

− t2

2nb2n

λnσ2
n(mn−1

n −1)(mn
n−1)

(m2
n−1)(mn−1)

− t2

2n

m2n
n −1

m2
n−1 ×

× e
17
100

t2

nb2n

m2n
n −1

m2
n−1 . (14)

Recalling relations (10), (11) and (14) we have the
bound

∆(1)
n (t) 6 |t|3

nb2n
√

nb2n
(1 + λn)

3 m
3n
n − 1

mn − 1
×

×e
− t2

2nb2n
[
λnσ2

n(mn−1
n −1)(mn

n−1)

(m2
n−1)(mn−1)

+ 11
25

m2n
n −1

mn−1
]
e
− t2

2n

m2n
n −1

m2
n−1 .
(15)
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Hence, the integral J (1)
n does not exceed

C
(1 + λn)

3

nb2n
√

nb2n

m3n
n − 1

mn − 1
×

×
∫ ∞

0
t2e

− t2

2nb2n
[
λnσ2

n(mn−1
n −1)(mn

n−1)

(m2
n−1)(mn−1)

+ 11
25

m2n
n −1

mn−1
]
×

× e
− t2

2n

m2n
n −1

m2
n−1 dt

6 C
(1 + λn)

3

nb2n
√

nb2n

m3n
n − 1

mn − 1
×

× nb2n

[
λnσ2

n(m
n−1
n −1)(mn

n−1)

(m2
n−1)(mn−1)

+ 11
25

m2n
n −1

mn−1 + b2n
m2n

n −1
m2

n−1
]
6

6 C
Ln√
nb2n

. (16)

Now we consider the relation ∆
(2)
n (t). From the

inequalities (9), it entails

∆(2)
n (t) 6 e

− t2

2

β2n
b2n χn (t) e

χn(t), (17)

where

χn (t) =
n−1∑
k=0

{∣∣∣Q(k)
n (t)

∣∣∣+ |t|mk
nλn√
nb2n

×

×
(
t2λn

2nb2n
E
(
S
(n)
k

)2
+

t2

2nb2n

(
ES

(n)
k

)2
×

×
(
b2n + λ2

n − λn

))
+

+
1

2

( t2E
(
S
(n)
k

)2
2nb2n

+
t2

2nb2n

(
ES

(n)
k

)2
×

×
(
b2n + λ2

n − λn

)
+
∣∣∣Q(k)

n (t)
∣∣∣)2}

.

For |t| 6 Tn, we have∣∣∣Q(k)
n (t)

∣∣∣ 6 C
|t|3

nb2n
√

nb2n
m4k

n Bn,

χn (t) 6 C
|t|3

nb2n
√

nb2n

m4n
n − 1

m4
n − 1

AnBn,

χn (t) 6
1

4

|t|2

nb2n

m4n
n − 1

m4
n − 1

. (18)

Substituting the bound (18) in (17), we get

∆(2)
n (t) 6 C

|t|3

nb2n
√

nb2n

m4n
n − 1

m4
n − 1

×

× Lne
− t2

2

β2n
b2n e

1
4

t2

nb2n

m2
n−1

m2
n−1 6

6 C
|t|3

nb2n
√
nb2n

m4n
n − 1

m4
n − 1

×

×Lne
− t2

2nb2n

(
λnσ2

n(mn−1
n −1)(mn

n−1)

(mn−1)(m2
n−1)

+b2n
m2n

n −1

m2
n−1

− 1
2

m2n
n −1

m2
n−1

)
.

Consequently, for the integral J (2)
n we may deduce

J (2)
n 6 C

Ln√
nb2n

. (19)

Finally, it remains to estimate the relation ∆
(3)
n (t).

Now, the application of the inequality

∣∣e−x − e−y
∣∣ 6 e−min(x,y) |x− y| , x, y > 0

gives us the estimate

∆(3)
n (t) 6 t2

2

∣∣∣∣β2
n

b2n
− β2

∣∣∣∣ e− t2

2
min

(
β2n
b2n

,β2

)
. (20)

The estimation of the integral J (3)
n is not difficult.

Collecting (16), (19), (20), and (5), we get the desi-
red result.
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for non-concave utility functions
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Основна мета даної роботи полягає у вивченнi функцiоналу максимiзацiї функцiї корисно-
стi,

sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )], за умов повної ринкової моделi, коли iнвестор не впевнений в ймовiрнi-

снiй моделi i протистоїть як ризику, так i невизначеностi моделi. У попереднiй лiтературi
ця проблема була вивчена для строго увiгнутих функцiй корисностi, i ми розширили iснуючi
результати для не увiгнутих функцiй корисностi, розглядаючи їхнє увiгнення.

Ключовi слова: функцiонал максимiзацiї функцiї корисностi, мiнiмакс проблема, увiгнення.

The main goal for this paper is to study the robust utility maximization functional,
i.e. sup

X∈X (x)
inf
Q∈Q

EQ[U(XT )], of the terminal wealth in complete market models, when the investor is

uncertain about the underlying probabilistic model and averse against both risk and model uncertainty.
In the previous literature, this problem was studied for strictly concave utility functions and we extended
existing results for non-concave utility functions by considering their concavization.

Key Words: robust utility maximization functional, minimax problem, concavization.

1 Introduction

One of the most popular and challenging
investment problems concerns utility-maximizing
investments strategies. There is a lot of aspects
which can be considered in this problem such as
completeness of the market, properties of utili-
ty function, modeling of the payoff, probability
measures etc. The main interest is in the very
general setup, with an incomplete market, general
sets of prior models and non-concave utility functi-
ons.

2 Model setup

We will consider the model as in [5] with the
additional assumption that the discounted price
process is locally bounded.

We assume that investor has utility function
U(x), the conditions on U(x) will be stated later.

We consider the discounted price process with
d assets which modeled by a stochastic process
S = (St)06t6T . We assume that S is a d-
dimensional locally bounded semimartingale on

(Ω,F ,P) with respect to a filtration (Ft)06t6T .
The pair (x, ξ) is a self-financing trading strategy,
where x ∈ R is the initial wealth and ξ =
(ξt)06t6T is a d-dimensional predictable and S
is an integrable process. The corresponding value
process X satisfies

Xt = X0 +

∫ t

0
ξrdSr, 0 6 t 6 T.

By X (x), x > 0 we denote the set of all such
processes X, with X0 6 x which are also admissi-
ble in the sense that Xt > 0, for 0 6 t 6 T.

Additionally, the authors of [5] impose the
assumptions on the set of probability measures Q
on (Ω,F).

Assumption 1. (i) Q is convex;

(ii) P[A] = 0 if and only if Q[A] = 0 for all
Q ∈ Q;

(iii) The set Z := {dQ/dP |Q ∈ Q} is closed in
L0(P).

Also, to the Assumption 1 we add

(iv) The set Ze := {dQ/dP |Q ∈ Qe} is closed in
L0(P),

© О.О. Харитонова, 2019
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where Qe denotes the set of measures in Q that
are equivalent to P.

Assumption 2. There is a unique equivalent local
martingale measure, which we denote as Qe.

We consider the next value function of the
robust utility problem

u(x) := sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )].

Also, we denote

uQ(x) := sup
X∈X (x)

EQ[U(XT )],

the value function of the optimal investment
problem.

Consider the "abstract version"of X (x), as in
[6, 7]:

C(x) :=

{g ∈ L0
+(Ω,FT ,P)|0 6 g 6 XT for some X ∈ X (x)}.

It is easy to see that

u(x) = sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)];

uQ(x) = sup
X∈X (x)

EQ[U(XT )] = sup
g∈C(x)

EQ[U(g)].

Remark 3. It is known from Delbaen and
Schachermayer (see [2] for the case of a locally
bounded semimartingale S, [3] for the general case
and [4] for more detailed version) that for g > 0,
it holds that

g ∈ C(x) ⇐⇒ sup
Q∈Me

EQ(g) 6 x ⇐⇒ sup
Q∈Ma

EQ(g) 6 x,

whereMe is the set of equivalent local martingale
measures and Ma is the set of absolutely conti-
nuous local martingale measures.

In our model setupMe = {Qe}, and hence

g ∈ C(x)⇐⇒ EQe(g) 6 x.

3 Main result

We want to investigate the minimax identity for
the robust non-concave utility functional in a
complete market model, i.e.

sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[U(XT )] = inf
Q∈Q

sup
X∈X (x)

EQ[U(XT )].

We consider utility function U : [0,∞) → R
with U(∞) > 0, which is non-constant, non-
decreasing, upper semi-continuous and satisfies
the mild growth condition:

lim
x→∞

U(x)

x
= 0.

We set U(x) = −∞ for x < 0.
It follows from [8, Proposition 3.1] that U(x)

has a non-decreasing and continuous concave
envelope Uc(x) that is the smallest concave functi-
on such that Uc(x) > U(x) for all x ∈ R.

Denote by

uc(x) := sup
X∈X (x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(XT )] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)];

uc
Q(x) := sup

X∈X (x)

EQ[Uc(XT )] = sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)].

Also, we need the finiteness of the value functions
of the optimal investment problem, which we can
write as

Assumption 4.

For all x > 0 exists a measure Q0 ∈ Qe

such that uQ0(x) <∞.

Assumption 5.

ucQ0
(x) <∞ for some, and hence for all x > 0

and some Q0 ∈ Qe.

Theorem 1. Additionally to Assumption 1, 2,
3 and 4 we assume that the probability space
(Ω,F ,P) is atomless. Then the following holds
sup

g∈C(x)
inf

Q∈Qe
EQ[Uc(g)]

(1?)
= sup

g∈C(x)
inf

Q∈Q
EQ[Uc(g)]

(2?)
= inf

Q∈Q
sup

g∈C(x)
EQ[Uc(g)]

6 (4?) =(3?)
sup

g∈C(x)
inf

Q∈Qe
EQ[U(g)] inf

Q∈Qe
sup

g∈C(x)
EQ[Uc(g)]

=(6?) =(5?)

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)]
(7?)
6 inf

Q∈Q
sup

g∈C(x)
EQ[U(g)]

(8?)
6 inf

Q∈Qe
sup

g∈C(x)
EQ[U(g)]

The proof of this theorem will be divided into
several parts.

Lemma 1. Suppose that Assumptions 1 and
Assumption 4 hold.

Then, we have

uc(x)

= sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Q

sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)]

= sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)]

Proof. The proof is similar to the proof of [5,
Lemma 3.4].
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We do not prove the minimax identity in
the general case of non-concave functions but we
establish some conditions under which it will hold.

Lemma 2. If Assumptions 1 and Assumption 3
hold, then for all g ∈ C(x)

inf
Q∈Q

EQ[U(g)] = inf
Q∈Qe

EQ[U(g)]. (1)

Proof. The idea of the proof is the same as in [5,
Lemma 3.4].

To prove equality (5?), we follow the paper
of Christian Reichlin [1]. He considered non-
constant, increasing and upper semi-continuous
function U : (0,∞) → R, with U(∞) > 0 sati-
sfying a mild growth condition:

lim
x→∞

U(x)

x
= 0.

We take the function

u(x, U) =

sup{E[U(f)] |f ∈ L0
+(Ω,F ,P) with EQ(f) 6 x},

for a (pricing) measure Q ≈ P.
For convenience, introduce one more notation.

Namely, the set

C ′(x) := {f ∈ L0
+(Ω,F ,P) with EQ(f) 6 x} (2)

Note that u(x, U) = sup
f∈C′ (x)

E[U(f)].

One of the main results of the Reichlin’s paper
is [1, Theorem 5.1].

Theorem 2 (Theorem 5.1 by [1]). Let (Ω,F ,P)
be atomless. Then it holds that

u(x, U) = u(x, Uc) for all x > 0.

The non-concave problem u(x, U) admits a maxi-
mizer if and only if the concavized problem u(x, Uc)
admits a maximizer. Every maximizer for the
non-concave problem u(x, U) also maximizes the
concavized problem u(x, Uc).

Remark. By our assumptions, there exists at
least one equivalent martingale measure, which is
also equivalent local martingale measure. Noting
that Qe is a unique equivalent local martingale
measure it is also unique equivalent martingale
measure.

Noting Remark 3, we can use the Qe as a pri-
cing measure, in the Reichlin’s paper and obtain

f ∈ C(x)⇐⇒ f ∈ C ′(x).

Then it follows from Theorem 2 that

sup
g∈C(x)

E[U(g)] = sup
g∈C(x)

E[Uc(g)], for all x > 0.

Lemma 3. Suppose Assumption 2 holds and
assume that (Ω,F ,P) is atomless.

Then it holds that

inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[U(g)] = inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)].

Proof. First, note that for his theorem,
C.Reichlin used only the probability space (Ω,F ,P)
and pricing measure Qp ≈ P. Moreover, the condi-
tion EQp(f) 6 x does not depend on P. If (Ω,F ,P)
is atomless then (Ω,F , Q) is atomless for all
Q ≈ P. Moreover, the set L0

+(Ω,F , Q) is the same
for all Q ≈ P, and it means that everything remai-
ns true if we substitute P with another measure
Q̃ ≈ P. And equivalent local martingale measure
Qe remains the same and unique. So, we use Qe

as a pricing measure in Reichlin’s paper.
Hence,

sup
g∈C(x)

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)], for all Q ∈ Qe.

(3)

Consequently,

inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[U(g)] = inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)].

Proof of Theorem 1.

• (1?) - (3?) follows from Lemma 1;

• (4?) follows from the fact that Uc > U ;

• (5?) follows from Lemma 3;

• To obtain (6?) we need to take the sup
g∈C(x)

of

the both sides in the equality (1);

• The inequality (7?) follows from the fact
that for all Q ∈ Q and all g ∈ C(x) holds

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] 6 sup
g∈C(x)

EQ[Uc(g)].

• Since Qe ⊆ Q, the inequality (8?) is clear.
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Lemma 4. Suppose that Assumption 1 holds and
that for all Q ∈ Qe : ucQ(x) <∞ for some x > 0.

Additionally, assume that lim
x→∞

uc
Q(x)

x = 0, for
each Q ∈ Qe. Then, for any x > 0, there exist
some ĝ ∈ C(x) and Q̂ ∈ Q such that

uc(x) = inf
Q∈Q

EQ[Uc(ĝ)] = E
Q̂

[Uc(ĝ)] = uc
Q̂

(x)

Proof. The proof follows from the first part of the
proof of [5, Theorem 2.6 and Lemma 4.1 (a)]. Note
that we have U : [0,∞)→ R, hence we do not have
to consider U(g + ε) and proof of [5, Lemma 4.1
(a)] in our case is easier.

The complete proof of the relation uc(x) =
uc
Q̂

(x) can be done similarly to the proof of
Theorem 3 part (ii) ⇒ (i) noting that minimax
identity for concavized objective function Uc holds.

Remark 6. Actually, under assumptions of the
lemma above for any x > 0, there exist some
ĝ ∈ C(x) and Q̂0 ∈ Qe(instead of Q) such that

uc(x) = inf
Q∈Q

EQ[Uc(ĝ)] = E
Q̂0

[Uc(ĝ)] = uc
Q̂0

(x)

This is true because we add additional assumption
on the set Qe to Assumption 1 which is that the
set Ze is closed in the L0(P).

From now on by Q̂0 ∈ Qe we will denote such
a measure for which the following holds

uc(x) = uc
Q̂0

(x).

Now we are going to present conditions under
which the minimax identity for a non-concave uti-
lity function U holds.

Theorem 3. Suppose that all assumptions of
Theorem 1 hold.

Then, the next two equalities are equivalent

(i) sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

E
Q̂

[U(g)], for

Q̂ ∈ Qe.

(ii) sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)]

Proof. Suppose that (i) holds, then from (3) it
follows that

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

E
Q̂

[U(g)]

= sup
g∈C(x)

E
Q̂

[Uc(g)] > sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)].

Noting that for all x > 0 : Uc(x) > U(x), we have
(ii).

Assume (ii) holds, then from Theorem 1 we
obtain that

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = inf
Q∈Qe

sup
g∈C(x)

EQ[U(g)]

= inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E[ZU(g)].

From the definition of infimum it follows that exi-
sts such a sequence (Zn)n∈N ∈ Ze that

lim
n→∞

sup
g∈C(x)

E[ZnU(g)] = inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E[ZU(g)].

Using [2, Lemma A1.1], we conclude tht there exi-
sts a sequence (Ẑn)n∈N ∈ conv(Zn, Zn+1, . . . ) such
that Ẑn converges a.s. to some Ẑ.

Moreover, (Ẑn)n∈N ⊂ Ze, because (Zn)n∈N ⊂
Ze ⊂ Z. It follows that (Ẑn)n∈N ⊂ Z and also for
all integer n : Ẑn ≈ P.

From Assumption 1 (iv) it follows that Ẑ ∈
Ze.

For each n ∈ N there exists a sequence αn
i ∈

R+ such that
∑
i∈N

αn
i = 1 and Ẑn =

∑
i∈N

αn
i Zn+i−1.

Hence,

sup
g∈C(x)

E[ẐnU(g)] = sup
g∈C(x)

E

[
U(g)

∑
i∈N

αn
i Zn+i−1

]
6

∑
i∈N

αn
i sup
g∈C(x)

E [Zn+i−1U(g)] .

Thus, by applying lim sup
n→∞

, we obtain

lim sup
n→∞

sup
g∈C(x)

E[ẐnU(g)] 6 inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E[ZU(g)].

Noting that

lim inf
n→∞

sup
g∈C(x)

E[ẐnU(g)] > inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E[ZU(g)],

we get that

inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E [ZU(g)] = lim
n→∞

sup
g∈C(x)

E[ẐnU(g)]

(4)

Since U(g) is bounded from below, it follows that
there exists c > 0 such that U(g) + c > 0. From
Fatou’s lemma it follows that for all g ∈ C(x) it
holds that

E
[
lim inf
n→∞

ẐnU(g)
]
6 lim inf

n→∞
E
[
ẐnU(g)

]
.
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This gives us the relations

sup
g∈C(x)

E
[
lim inf
n→∞

ẐnU(g)
]

6 sup
g∈C(x)

lim inf
n→∞

E
[
ẐnU(g)

]
. (5)

Noting that for all Zn ∈ Ze and all g ∈ C(x)

holds E
[
ẐnU(g)

]
6 sup

g∈C(x)
E
[
ẐnU(g)

]
, we have

lim inf
n→∞

E
[
ẐnU(g)

]
6 lim inf

n→∞
sup

g∈C(x)
E
[
ẐnU(g)

]
Since g is arbitrary, we obtain

sup
g∈C(x)

lim inf
n→∞

E
[
ẐnU(g)

]
6 lim inf

n→∞
sup

g∈C(x)
E
[
ẐnU(g)

]
(6)

Combining (4), (5) and (6) we get

sup
g∈C(x)

E[ẐU(g)] 6 inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E [ZU(g)]

Also, it is true that

inf
Z∈Ze

sup
g∈C(x)

E [ZU(g)] 6 sup
g∈C(x)

E[ẐU(g)]

This relation concludes the proof.

Recall that it follows from Remark 6 that the
measure Q̂0 ∈ Qe .

Theorem 4. Suppose that all assumptions from
Lemma 4 and from Theorem 1 hold. Assume that
at least one of the items below holds

(i) There exists such a measure Q̂ ∈ Qe that for
all g ∈ C(x) : inf

Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = E
Q̂

[Uc(g)];

(ii) For any sequence gn ∈ C(x) such that
lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(gn)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] it

holds that

lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(gn)] = lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(gn)]

Then, we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)].

Hence, all inequalities in Theorem 1 turn to equali-
ties.

Proof. Let’s prove the first part, i.e:

(i) =⇒ sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)].

Due to the arguments of Lemma 3 it follows from
[1, Proposition 5.3] that for all g ∈ C(x) exists
g? ∈ C(x) satisfying {g? ∈ {U < Uc}} = ∅ and

E
Q̂

[Uc(g)] = E
Q̂

[Uc(g
?)] = E

Q̂
[U(g?)]

Since {g? ∈ {U < Uc}} = ∅, we have

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)] = inf

Q∈Qe

EQ[U(g?)]

Hence, (i) gives us the following equalities

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = E
Q̂

[Uc(g)] = E
Q̂

[Uc(g
?)]

(i)
= inf

Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)]

= inf
Q∈Qe

EQ[U(g?)] 6 sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].

Because g ∈ C(x) was arbitrary, we obtain

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] 6 sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].

Noting that Uc > U, we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].

Now, let us prove the second part, i.e

(ii) =⇒ sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)].

Recall that it follows from Remark 6 that Q̂0 ∈ Qe,
so we have

uc(x) = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)]

= sup
g∈C(x)

E
Q̂0

[Uc(g)] = uc
Q̂0

(x). (7)

Note that due to Lemma 1 it holds that

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Q

EQ[Uc(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)]

By the definition of supremum exists such a
sequence gn ∈ C(x) that

lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(gn)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)]

(8)

Noting that

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(gn)] 6 E
Q̂0

[Uc(gn)] 6 sup
g∈C(x)

E
Q̂0

[Uc(g)],
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we have

lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(gn)]

6 lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(gn)] 6 sup
g∈C(x)

E
Q̂0

[Uc(g)]

From (7) and (8) we obtain

lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(gn)] = lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(gn)]

= sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] (9)

Due to the arguments of Lemma 3 it follows from
[1, Proposition 5.3] that for all gn ∈ C(x) exists
g?n ∈ C(x) satisfying {g?n ∈ {U < Uc}} = ∅ and

E
Q̂0

[Uc(gn)] = E
Q̂0

[Uc(g
?
n)] = E

Q̂0
[U(g?n)]

Leads to

lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(gn)] = lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(g
?
n)]

(9)
= sup

g∈C(x)
inf

Q∈Qe

EQ[Uc(g)]

Then, it follows from (ii) that

lim
n→∞

E
Q̂0

[Uc(g
?
n)] = lim

n→∞
inf

Q∈Qe

EQ[Uc(g
?
n)]

Noting that {g?n ∈ {U < Uc}} = ∅, we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?
n)]

= lim
n→∞

inf
Q∈Qe

EQ[U(g?n)] 6 sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)]

Since Uc > U, we obtain

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].

Before presenting the next theorem let us
introduce a notation. By V (y) we denote the
conjugate of U as

V (y) := sup
x>0
{U(x)− xy}.

Note that ∂V denotes the subdifferential of V ; see
more in [9, Chapter II].

Theorem 5. Suppose that all assumptions of
Theorem 1 hold. Additionally, assume that dQe

dP
has a continuous distribution. Suppose also that
for some λ(> 0) the maximizer for uc(x) satisfies
g? ∈ −∂V (λ · dQ

e

dP ).

Then g? is also a maximizer for u(x).
Moreover, we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)].

Hence, all inequalities in Theorem 1 turn to equali-
ties.

Proof. Since g? is maximizer for uc(x), we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)].

If follows from the proof of [1, Lemma 5.7] that
P(g? ∈ {U < Uc}) = 0. Hence,

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)] = inf

Q∈Qe

EQ[U(g?)].

Thus, we obtain

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)]

= inf
Q∈Qe

EQ[U(g?)] 6 sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)]

Since Uc > U, we have

sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g)] = inf
Q∈Qe

EQ[Uc(g
?)]

= inf
Q∈Qe

EQ[U(g?)] = sup
g∈C(x)

inf
Q∈Qe

EQ[U(g)].

Now, from Lemma 2 it follows that g? is a maxi-
mizer for u(x).

4 Conclusions

In this paper, we have studied the minimax identi-
ty for non-concave utility functions with the help
of their concavification in the complete market
models. We have shown that under some assumpti-
ons the minimax identity for non-concave functi-
ons holds.

In the future, it will be really helpful to study
further the minimax identity for the non-concave
utility functions in the complete and incomplete
market models. The proof of minimax identity
for non-concave utility functions in the complete
market models will lead to construction of the uni-
que optimal investment strategy for the problem of
maximizing the robust non-concave utility functi-
onal in complete market under natural assumpti-
ons.
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In continual mechanics sedimentation of aggregating particles in concentrated suspensions are 
determined by the mass and momentum conservation laws for each component of the suspension. The 
resulting quasilinear system of differential equations governing the flow could be hyperbolic, strongly 
strictly or weakly hyperbolic depending on the model accepted. The type and Eigenvalues of the matrix 
influence the characteristics of the pattern formation during the sedimentation that is essential for the model 
application in modern medical, microbiological and nanofluidic technologies. In this paper the hyperbolicity 
of the three-phase model of aggregation and sedimentation of micro/nanoparticles is studied.  

Key Words: Aggregation, Sedimentation, Multiphase Continuous Media, Hyperbolic Systems, 
Eigenvalues, Characteristics. 

В механіці суцільних середовищ седиментація частинок, що агрегують, у концентрованих 
суспензіях визначається законами збереження маси та імпульсу для кожного компонента суспензії. 
Отримана квазілінійна система диференціальних рівнянь, які керують течією, може бути 
гіперболічною, суворо або слабко гіперболічною залежно від прийнятої моделі. Тип та власні 
значення матриці задачі впливають на характеристики формування паттерну частинок під час їх 
седиментації, що є важливим для застосування моделі в сучасних медичних, мікробіологічних та 
нанофлюїдних технологіях. В даній роботі вивчається гіперболічність трифазної моделі агрегації та 
седиментації мікро і наночастинок.   

Ключові слова: агрегація, седиментація, багатофазні суцільні середовища, гіперболічні системи, 
власні значення, характеристики.  

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О.

1. Introduction
       Sedimentation of aggregating particles in 
suspensions is widely studied in connection with 
direct engineering applications like testing the 
suspension stability and ageing, formation of the 
layered materials and coatings composed of solid 
nanoparticles of different size and shape, 
biological tests of red blood cells or platelet 
sedimentation of patients [1-4]. The pattern 
formation in the sediment, its continuity and 
mechanical properties depend on the solution of 

the governing system of equations [2-5]. In this 
paper the Eigenvalues (EV), characteristics (Ch) 
and different types of solutions are studied on the 
model of three-phase suspension of solid 
aggregating particles developed in [3].   

2. Mathematical background
       Let us consider a concentrated suspension 
composed of solid particles and basic fluid (BF) 
some part of which could be captured inside the 
aggregations as a captures fluid (CF). The mass and 
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momentum conservation laws in the case of 1D 
sedimentation in a tube in the external non-
uniform flow field can be finally formulated as a 
system of quasilinear differential equations  

n
ji

ij i
j 1

A B , i 1 3
t x


   

  , (1) 

where T(H,C, V) 


, H and C are volumetric 
concentrations of the aggregates and particles in 
them, V is the mean volume of the aggregates per 
unite volume, 1 n n

ij jA (t, x, ) C ( , )     and 
1 n

i jB (t, x, ) C ( )    are matrix and force vector. 
 As it is know from general theory [1], if the 

Jacobian A ij j i, j 1,...,nJ ( ) | A ( ) / x |     
 

 has real EV 
and diagonalizable, (1) is hyperbolic. When the 
EV are distinct, (1) is strongly hyperbolic, and 
when AJ  is not diagonalizable, (1) is weakly 
hyperbolic and singular shocks can occur [1]. 
      Hyperbolic systems can have discontinuous 
solutions even when the boundary conditions 
(BC) are smooth. Such discontinuities are called 
kinematic shocks, which must satisfy jump 
conditions and an entropy condition (admissibility 
condition) [1,4,6]. Depending on the hyperbolicity 
kind of (1), different types of sedimentation (ToS) 
may be observed [1] (Fig.1 a,b).  

a                           б 
Fig.1. Sketch of ToS I (a) and ToS II, III (b); 

explanations are in the text. 

       ToS I corresponds to a sharp interface l1(t) 
separating the basic fluid zone (z1) from the 
particle sedimentation zone (z2) (Fig.1a), while 
ToS II and ToS III (Fig.1b) also have a transition 
zone (tz) between the aggregate sedimentation 
zone (z3) and the sediment zone (z4). In tz the 
concentration increases downwards continuously. 
ToS II shows a jump between the z3 and the tz, 
whereas in ToS III the jump is absent. The 
interfaces propagate as kinematic waves and the 
suspension dynamics is split into two regimes 
(Fig.1a,b): in one only hydrodynamic interactions 

between the particles are dominant (z2,z3) and 
another in which the solid interactions between the 
particles are dominant (z3,z4) [1,2,4,6].  

3. Mathematical problem formulation
      The resulting system of equations for the 3-
phase suspensions has the form [3] 

11 12 13 1

21 22 23 2

2

33 3

H H C VA A A B ,
t x x x
C H C VA A A B ,
t x x x
V V VA ( ) B ,
t x C



  

   
    

   
   

    
   

 
   

 

 (3) 

where   is the rate of the CF accumulation,    are 
rates of aggregation and disaggregation, ikA , 

jB ,   are known nonlinear functions of H,C, V ; 
the corresponding complex expressions are 
presented in [3]; the functions 1 3B 0   here due to 
the presence of the non-uniform vertical field G(x)  
instead of gravitation (for instance, centrifugal, 
magnetic or other force field). The BC for (3) are  

0 0 00, [0, ]: , ,    t x L H H C C V V ,   (4) 

where 0C and 0V  are the initial concentration and 
volume of a single particle; in the case of the 
perfectly uniform suspension  0 0C H . 
      The system (1) determines nonlinear flux 
function ( )F , which needs special consideration 
in solving the initial value problem (3),(4). Any 
potential jump between z1, z2, z3, tz and z4 must 
satisfy the Rankine-Hugoniot condition [1] 

( ) ( ) c ( , )( )            j j j j j j jF F ,   (5) 

where c j is the jump propagation speed. 
 The Liu entropy condition requires that 

c ( , ) c ( , )      j j j j j j , (6) 

for all   in the Hugoniot locus inside [  j ,  j ]. 
       Here the existence of a complete set of EV for 
(3) and different ToS determined by (3), (4) for 
different model parameters taken from [3] for the 
suspension of human red blood cells are studied. As 
it was shown in [3], for such sets of parameters the 
discontinuity between z1 and z2 always exist while 
two more EV are solutions of the square equations 
and one of them could be negative. Theoretical 
sedimentation curves l1(t) can easily be checked in 
experimental measurements using the optical 
techniques, while the curves l2(t), l3(t), l4(t) are 
much more difficult for experimental studies.  
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4. Results and discussion
      Solutions of the problem (3), (4) have been 
found by the method of characteristics [3,7]. The 
method had been validated by the particle 
dynamics method [8] and experiments [9]. The 
characteristic ch1 of the 1-st family separates z1 
and z2 and moves with the speed c1>0 at any set 
of material parameters. For the microparticles 
with high aggregation rate   and  ~0 the 
length l2-l1 of z2 is very short, while in the 
nanofluids it could be long enough due to high 
buoyancy of the nanoparticles [1].  At the low 
concentrations 0C < *C , *C  is a critical value, the 
cross-section of the ch1 and ch2 with negative 
speed c3<0 (Fig.2a). The ch1 curves correspond to 
the experimentally observed sedimentation curves 
l1(t) and in Fig.2a *C ~0.25-0.3 depending on the 
suspension parameters.   
      The nonlinear flux (5) can generate a centered 
rarefaction wave originating from the bottom 
(Fig.2b). This wave may be interpreted as a 
‘supersediment’ consistsed of the tz built above 
the sediment during sedimentation [1,5]. At some 
mode parameters and low external forces te tz 
layer built from t=0 and is formed by a series of 
thin layers with gradually increased (from x=l4(t) 
to x=l3(t)) concentrations from C=C** in z3 to C=1 
in z4 (Fig.1b). Existence or absence of the 
discontinuity at x=l4 is determined by an 
additional condition that can be satisfied by 
different sets of suspension parameters and G(x). 
      When the aggregation is high enough and the 
external force G(x) grows monotonously, the z4 
zone is formed quickly and another picture of 
zone distributions appear (Fig.2c). The rarefaction 
wave is represented by a fan of piecewise constant 
values split by the propagating fronts [1]. This 
solution strategy has been used for sedimentation 
modeling in bidisperse suspensions in [5]. At 
some combinations of the model parameters the 
discontinuity at x=l1+l2+l3 (ToS III) is also 
presented as a fan-type structure proper to the 
rarefaction wave (Fig.2c). In the highly non-
uniform fields G(x) an additional jump at x= 
x=l1+l2+l4 (ToS II) is formed (Fig.2d). Despite our 
case, in the uniform gravity field this structure is 
also uniform with the sublayers of gradually 
decreasing concentrations and, therefore, density. 
       Contrary to the 2-phase suspensions [1,4,5], 
in the 3-phase suspensions with the ability of 
rapid capture of the BF and its temporary 
absorption inside the sedimented aggregates in z3, 
release of the CF inside the zt will produce more 

complex structures of the fan-type structures (ToS 
III) with a possibility with complex discontinuities
with additional fan-type structures (ToS II) in each 
sublayer (Fig.3) depending on the relationships 
between the model parameters. This double 
structures are formed by the intersections of three 
family of characteristics of the system (3).  
      The corresponding bulky expressions for the 
conditions on the model parameters needed for 
development of each case (Fig.2a-d, Fig.3) are not 
presented here for brevity.  

a  b 

c                                                d 
Fig.2. Characteristics of the 1-st and 2-nd families for (a) 
low C0=0.1; 0.15; 0.2 and (b) high C0=0.35;0.5 values, in 

low- (c) and high- (d) intensity fields G(x) at C0=0.4. 

Fig.3. Distribution of 3 families of characteristics for 3-
phase suspensions with high BF capture ( 0.5  ).  

5. Conclusions
The complete sets of EV for the 3-phase 

suspension of aggregating particles sedimented in 
an external non-uniform field are computed for 
different sets of material parameters. It was shown, 
besides well-known ToS I,II,III, a more complex 
sets of characteristics can appear. That may be used 
in manufacture of complex layered nanomaterials 
with non-uniform physical properties as well as in 
medical diagnostics on blood sedimentation tests. 
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Bending vibrations of viscoelastic plates 
within the Kirchhoff-Love model 

Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
03680, Kyiv, Acad. Glushkova av., 4-e 
е-mail: pyatetskaov@gmail.com 

        В рамках гіпотез класичної теорії Кірхгофа-Лява побудовані повні системи розв'язувальних 
рівнянь для визначення напружено-деформованого стану і температури дисипативного розігріву при 
усталених поперечних коливаннях пластин із лінійного в'язкопружного матеріалу, властивості якого 
залежать від частоти зовнішнього навантаження та температури.  

Ключові слова: в'язкопружні пластини, дисипативний розігрів, теорія Кірхгофа-Лява 

       Within the framework of the hypotheses of the classical Kirchhoff-Love theory, complete systems of 
resolving equations are constructed to determine the stress-strain state and the temperature of dissipative 
heating under steady transverse vibrations of plates made of a linear viscoelastic material, the properties of 
which depend on the frequency of external excitation and temperature. The equations were obtained without 
any preliminary suggestions about the law of temperature variation over the plate thickness. This law is 
determined in the process of solving the problem. The unrelated problem of vibrational bending of visco-
elastic plates for complicated way of  fixing a contour and different types of thermal boundary conditions is 
considered. Mathematical models of problems on the steady-state transverse vibrations of plates made of a 
linear viscoelastic material, the properties of which depend on temperature for an arbitrary law of its 
change over the thickness of the object. If the material characteristics depend on temperature, investigation 
of the influence of temperature of dissipative heating is reduced to solution of complicated non-linear 
systems of differential equations. 

Key Words: viscoelastic plates, dissipative heating, Kirchhoff-Love theory 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

        Інтенсивний розвиток науки і техніки, 
створення нових конструкцій будівельних спо-
руд, використання якісно нових матеріалів, що 
відповідають сучасному рівню науково-технічно-
го прогресу, вимагають досконалих досліджень 
нестаціонарної поведінки тонких в'язкопружних 
пластин, які є компонентами різних інженерних 
конструкцій, з врахуванням температури. Темпе-
ратурні ефекти особливо важливі для пластин з 
полімерних матеріалів і композитів на їх основі, 
які дуже чутливі до зміни температури. При 
резонансних коливаннях та високих рівнях меха-
нічних навантажень виникає необхідність враху-
вання впливу фізичної нелінійності, дисипатив-
них властивостей матеріалів і температури диси-
пативного розігріву на напружено-деформований 
стан тонких в'язкопружних пластин. При визна-
ченні напружено-деформованого стану пластин в 

якості основної приймаємо гіпотезу Кірхгофа-
Лява про недеформівний нормальний елемент. 
Коливальний процес, викликаний поперечним 
навантаженням з інтенсивністю  tyxq ,,  [1]: 

      21cos,,,
2

1

 


ktyxqtyxq
k

k  (1) 

вважається встановленим, тобто всі характери-
стики напружено-деформованого стану можуть 
бути представленими у вигляді: 

       21cos,,,,,
2

1

 


ktzyxZtzyxZ
k

k  (2) 

Тут yx, – декартові координати на серединній 
площині пластини, z – координата по нормалі до 
серединної площини пластини. Зв'язок між 
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компонентами тензорів напружень та малих 
деформацій у точці з координатами zyx ,, визна-
чається формулами: 

       


 dtzyxetzyxetTK yx

t

x ,,,,,,,,~
1

1
2 


 



      


 dtzyxetTK yx

t

yx ,,,,,~
12
1







 ,    (3) 

де  zyxTT ,,~~   – температура, що встановилася,

yxyx eee ,, – відносні видовження та зсув для 
направлень yx,  у точці  zyx ,, , коефіцієнт 
Пуасона const . Для визначення максима-
льно можливої температури саморозігріву плас-
тини, яка коливається, при обчисленні потуж-
ності джерел тепла, що з'являються внаслідок 
дисипації енергії, і розподілених по об'єму плас-
тини, приймаємо, що вся робота зовнішніх сил 
при деформуванні одиничного об'єму. пере-
ходить в тепло. Тоді для потужності  zyxQ ,,~

джерела тепла у точці  zyx ,,  одержуємо: 

  dt
t

e
t

e
t

ezyxQ yx
yx

y
y

x
x 


























 2

02
,,~ (4) 

Як випливає із (4), з урахуванням характеру 
розподілу напружень і деформацій по товщині 
пластини, функція  zyxQ ,,~  по змінній z  буде
змінюватись по квадратичному або більш склад-
ному закону, перетворюючись в нуль на середин-
ній поверхні. Тому рівняння теплопровідності 
для осередненої по часу за один цикл коливань 
стаціонарної температури  zyxTT ,,~~   записує-
ться як тривимірне для пластини: 

  0,,~~~~
1

2

2

2

2

2

2











  zyxQ

z
T

y
T

x
T

q ,  (5) 

де q – коефіцієнт теплопровідності матеріалу. 
Надалі при розв'язуванні теплових задач вважа-
ємо, що торці пластини теплоізольовані, а тепло-
обмін із навколишнім середовищем здійснюється 
через лицьові поверхні. З рівнянь руху малого 
елемента пластини, що коливається, та виразів 
для складових внутрішніх зусиль і моментів, які 
випливають із (2) та (3), одержуємо системи 
рівнянь для складових напружено-деформова-
ного стану. Змінні коефіцієнти цих систем (скла-
дові комплексних жорсткостей) інтегрально зале-

жать від невідомої температури  zyxTT ,,~~  .
Приєднуючи рівняння теплопровідності (5), 
одержуємо повну систему розв'язувальних рів-
нянь. Якщо пластина виготовлена із матеріалу, 
властивості якого не залежать від температури T~ ,
то складові  2,1kEk  комплексного модуля 
пов'язані співвідношенням: 

      dsesKEiE si 



0

21 , .  (6) 

Складові комплексних жорсткостей на розтяг та 
згин, що виражаються через  2,1kEk , будуть у 
цьому випадку постійними, хоча можуть залежа-
ти від частоти, а жорсткість взаємного впливу 
розтягу та згину перетворюється в нуль. При 
цьому задача із нелінійної інтегро-диференціа-
льної перетворюється в лінійну диференціальну, 
яка в свою чергу розпадається на дві послідовно 
розв'язувані задачі. Перша з них полягає у визна-
ченні напружено-деформованого стану та обчис-
ленні потужності джерел тепла, розподілених по 
об'єму пластини. Друга задача зводиться до кра-
йової задачі для стаціонарного рівняння тепло-
провідності, розв'язок якої визначає теплове поле 
пластини. Зазначимо, що у цьому випадку задача 
залишається достатньо складною, так як порядок 
системи диференціальних рівнянь для визначен-
ня складових напружено-деформованого стану у 
два рази перевищує порядок відповідної системи 
із ідеально пружного матеріалу. 
        Якщо розглянемо незв'язану задачу про віб-
раційний згин в'язкопружних тонких пластин, то 
визначення напружено-деформованого стану зво-
диться до розв'язування крайової задачі для скла-
дових згину     2,1, kyxw k . Система рівнянь 
для цих функцій має вигляд: 

        yxqyxwhwDwD ,, 1
12222

2
122

1  
(7) 

        yxqyxwhwDwD ,, 2
22222

1
122

2  

де  2 – оператор Лапласа. 
Для шарнірно закріпленої по контуру 

прямокутної пластини маємо: 

 
b

yn
a

xmqyxq  sinsin, 01  , 02 q , constq 0 . 

Використання ідеї відомого розв'язку Нав'є задачі 
стаціонарного згину прямокутної пластини з іде-
ально пружного матеріалу дозволило одержати 
точні аналітичні вирази для функцій   yxw k ,  та 
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складових внутрішніх зусиль і моментів [2]. 
Теплова задача розв'язується за припущення, що 
через площини 21  відбувається тепло-
віддача по закону Ньютона у зовнішнє середо-
вище, температура якого constT 0

1 при 21  і 
constT 0

2  при 21 . Граничні умови для тем-
ператури T~ у цьому випадку мають вигляд:

,~~
0

11 TTTl 




 при  21 , 

 (8) 

,~~
0

22 TTTl 




 при  21 , 

де h  ,    hl k
sqk  ,  k

s  − коефіцієнт 
тепловіддачі в середовище з температурою 

0
kT  2,1k , h  − товщина пластини. Аналіз одер-

жаних розв'язків показує, що максимуми амплі-
тудних значень характеристик напружено-дефор-
мованого стану скінченні при будь-якій   і дося-
гаються в центрі пластини. Максимальна темпе-
ратура саморозігріву досягається в точці нормалі 
до серединної площини, що проходить  через 
центр пластини. Положення цієї точки визна-
чається умовами теплообміну із зовнішнім сере-
довищем ( значеннями kl ). 

Якщо температура зовнішнього середо-
вища поблизу граней 21  змінна, або умови 
теплообміну мають розривний характер, то зада-
ча визначення теплового поля пластини зводи-
ться до розв'язання нескінченної системи ліній-
них алгебраїчних рівнянь. Як приклад, можна 
розглянути пластину. у якої грань 21  тепло-
ізольована, а на грані 21  є прямокутна об-
ласть розмірами 00 22   , через яку проходить 
віддача тепла у зовнішнє середовище, а вся інша 
частина її − теплоізольована. У цьому випадку 
виконуються умови Коха, що дозволяє при роз-
в'язуванні системи застосувати метод редукції. 
Точний розв'язок крайових задач для системи 
рівнянь (7) вдається одержати і для пластин, у 
яких дві сторони  1,0    шарнірно закріп-
лені, а дві інші закріплені довільно. У цьому ви-
падку використовуються ідеї відомого розв'язку 
Леві для стаціонарного згину ідеально пружної 
пластини. Якщо 

    0,sin, 201  qmqq  ,  (9) 

то для      2,1, kw k  , що задовільняють рів-
няням (7) та граничним умовам при  1,0   , 
одержуємо наступні вирази:  

     2,1sin  kmWw k
k  ;  (10) 

            


 
2

1
212

0
11

j
jjjjJjjj YbYbXaXaWW 

 (11) 

           



 

2

1
12

10
22 1

j
Jjjj

j XbXbWW   

   jjjj YaYa 2   . 

Тут      mWW sin, 0
2

0
1 – будь-який частинний

розв'язок рівнянь (7), що відповідає наванта-
женню із складовими (9);  

        2,1exp  kiYiX kkkk  ;  k

та k – постійні величини, що виражаються через 
значення mahtgE ,,,,,,, 1  ;  4,1, jba jj

– довільні константи, які підбираються, щоб ви-
конувались умови при 0  і 1 c . Похідні від 

kX  та kY  виражаються через ці ж функції. Тому 
складові внутрішніх зусиль і моментів в пластині 
можна представити лінійними комбінаціями 
функцій        11 ,,,  kkkk YXYX , де   1

1 c . 
Вирази (10), (11) використовуємо при визначенні 
напружено-деформованого стану пластини, у 
якої сторони  1,0    шарнірно закріплені, 
навантаження  tq ,,  відсутнє, а сторони 
 1,0  c  знаходяться під впливом розпо-
ділених згинних моментів і поперечних сил 
вібраційного типу [2]. Розглядаючи теплову 
задачу для пластини, дві протилежні сторони якої 
шарнірно закріплені, маємо вираз для функції  

       mBQ 2cos,,~
21

2   , 

 де    2,1 kk   визначаються через квадрати 
та добутки функцій 

   .2,1;; 22 jdWddWdW jjj   Якщо збе-
регти умови теплообміну пластини із зовнішнім 
середовищем у вигляді (8) і температуру 
саморозігріву   ,,T  визначати у вигляді: 

        mT 2cos,,,, 21  , 
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то тривимірна крайова задача для функції 
  ,,T  розпадається на дві двовимірні крайові 

задачі: 

   
 kkk

kk B
h







 22

2

2

2
0

2

2

,1 , 

 m2,0 21  , 

,0




k   при   1,0  c ; 

 ,01 



k
kl


  при   21 ;  (12) 

 ,02 



k
kl


  при   21 . 

Після представлення функцій  k та   ,k  у 
вигляді рядів  

      rcg
r

k
rk cos

0





 , 

       rcB
r

k
rk cos,

0





 ,  (13) 

одержані задачі розв'язуються методом розді-
лення змінних. Слід зазначити, що практична 
реалізація такого розв'язку досить складна, так як 
навіть для нескладних  kW  аналітичне обчис-
лення коефіцієнтів  k

rg є досить громіздким. Крім 
того, з'являються труднощі при обчисленні дові-
льних сталих, що входять у вирази для функцій 

    k
r . Тому доцільним буде розв'язування да-

них задач чисельними методами. Складові напру-
жено-деформованого стану пластини, що відпо- 

          k
y

k
y

k
x

k
x

k
yk QQMMw ~,,,,, 

                      mqqmmW k
y

k
y

k
y

k
xkk sin~,,,,,

                     mqhQH k
x

k
xy

k
x

k
x

k
xy

k
x cos,,,,  (14) 

Тут   
 

 
 















k

k
y

k
k

x
w

a
w

a
1,1   2,1k  – 

складові кутів повороту нормального елемента 
до серединної площини пластини. Величини 

   k
y

k
ykk qmW ~,,,   приймаються за основні невідо-

мі. Систему рівнянь для їх визначення одержуємо 
з рівнянь руху малого елемента пластини та 
співвідношень, що виражають моменти через 
похідні від прогину. Після деяких перетворень ця 
система може бути записана у векторній формі: 

   


fYA
d

Yd
 ,  (15) 

де   Y  – невідомий вектор,   jiaA  ,  iff   
– відомі квадратна матриця та вектор. Граничні
умови для  Y : 

  ,0 11 eYH     2
1

2 ecYH  ,  (16) 

21 , HH – відомі матриці, а компоненти векторів 

21, ee  визначаються умовами для відповідних 
основних невідомих функцій    k

y
k

ykk qmW ~,,,  . 
Для чисельного розв'язування задачі (15) - (16) 
доцільно використовувати метод дискретної 
ортогоналізації. 

відають навантаженню (9), представляємо у виг-
ляді: 
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Знання основних теоретичних основ та володіння навичками застосування математичного 
аналізу, диференціальних рівнянь, лінійної алгебри, аналітичної геометрії, дискретної математики, 
чисельних методів, теорії ймовірностей та математичної статистики є важливими для 

професійної підготовки майбутніх фахівців у галузі інформаційні технології. Оскільки майбутні 
фахівці в галузі інформаційних технологій потребують глибокої математичної підготовки, 
навчальні програми ІТ-спеціальностей зазвичай містять різні математичні дисципліни.  

Ця стаття присвячена вивченню деяких особливостей використання інформаційних технологій 
у процесі викладання окремих питань математичних дисциплін англійською мовою студентам ІТ-
спеціальностей, які не є носіями цієї мови.  

Ключові слова: викладання математики ІТ-спеціалістам, викладання математики англійською 

мовою, інформаційні технології. 

Knowledge of the basic theoretical foundations and possession of the skills of applying Mathematical 
Analysis, Differential Equations, Linear Algebra, Analytic Geometry, Discrete Mathematics, Numerical 
Methods, Theory of Probability and Mathematical Statistics are important for the professional training of 
future specialists in the field of information technologies. Since future specialists in the field of information 
technology require a deep mathematical training, the curricula of IT specialties usually contain various 
mathematical disciplines from this list. A specialist of any IT profile must have specific professional features 

and competencies. These characteristics of future IT professionals should preferably be formed in the 
process of studying both special and general scientific disciplines. The result of the educational process is 
formation of both hard and soft skills of students. 

This article is devoted to the study of some features of the use of information technology in the process 
of teaching some questions of mathematical disciplines in English to students of IT profile who are not native 
speakers of this language. 

Key Words: teaching mathematics to IT specialists, teaching mathematics in English, information 

technologies. 

Статтю представила  к.ф.-м.н. Розора І.В. 

Introduction 

We present some results based on our 
experience in teaching mathematical disciplines in 

English-speaking academic groups of IT 
profile.уки”. 

 Knowledge of English is recognized as a basic 
life skill of the XXI century along with the ability to 
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use a computer, now it is no longer a separate 
specialization. English gives people the opportunity 
to work with a much wider variety of information, to 
get acquainted with more views than could be done 
in their native language alone. Implementation of 
education in English in Ukrainian universities 
contributes to their internationalization [1]. 

Therefore, training of foreign students is being 
introduced in many universities of Ukraine. 

As English is one of the official languages of 
ICAO (International Civil Aviation Organization), 
the opportunity to receive professional education in 
English is very important for future professionals in 
the field of aviation. The program "Higher Education 
in Foreign Languages" began to work at NAU since 

1999. Since a good knowledge of professional 
English is also important for future specialists in the 
field of information technology, soon students of IT 
specialties were also included in this program. Then 
the program has been extended to many specialties 
and is successfully operating to this day. 

The teacher's work in English-speaking groups 

has a certain specificity, because for the vast 
majority of students English is not their native 
language. Certain features arise when working with 
groups in which both Ukrainian and foreign students 
study. 

Research on teaching mathematics in English to 
foreign and Ukrainian students of NAU has been 

carried out within the framework of the Higher 
Education Program of NAU in a foreign language by 
a team of experienced teachers of the Department of 
Higher and Computational Mathematics since 2006. 

Some of questions connected with teaching of 
mathematical disciplines in English to foreign 
students were investigated by authors in [2]. Beside 
this, authors studied teaching of separate 

mathematical disciplines and selected topics in 
English (references may be found in [3]). 

Mathematical Education as Component of 

Professional Competence of IT Specialists 

Knowledge of the basic theoretical foundations 

and possession of the skills of applying the theory of 
mathematics is important for the professional 
development of future specialists in all technical 
specialties. Education in the field of information 
technology should be problem-oriented and provide 
broad training for comprehensively trained 
professionals prepared for continuous improvement 

of their skills. This can be achieved by the 
fundamentalization of the educational process and 
the use of STEM technologies. Most students of IT 
specialties require a fairly deep mathematical 

education. But the intensity and depth required differ 
for students who are research-oriented and those 
industry-oriented.  

On that account, the level of mathematical 
training of most of first-year students of National 
Aviation University (NAU) is average. The level of 
mathematical training of students of the Faculty of 

Computer Science and Cybernetics of Taras 
Shevchenko National University of Kyiv (KNU) in 
general is notably higher. 

However, regardless of the level of training of 
first-year students most students at National Aviation 
University require a sufficiently deep mathematical 
background. Therefore, the curricula of these 
specialties contain various collections of 

mathematical disciplines. This is especially true for 
IT professionals. 

As an example we consider three different 
curricula for IT specialists of specialties "Computer 
Science", "Computer Engineering" and "Software 
Engineering".  These curricula include the following 
collections of mathematical disciplines: "Higher 

Mathematics", "Theory of Probability, Probabilistic 
Processes and Mathematical Statistics", "Discrete 
Mathematics" and "Numerical Methods"; "Higher 
Mathematics", "Discrete Mathematics" and "Theory 
of Probability and Mathematical Statistics"; 
"Mathematical Analysis", "Linear Algebra and 
Analytic Geometry", "Discrete Mathematics" and 

"Theory of Probability and Mathematical Statistics". 
The basic course (Course training program) of 

Mathematical Analysis for IT specialists should 
include Calculus I (single variable differential and 
integral calculus) and Calculus II (multivariable 
differential calculus, differential equations, series 
(numerical series and power series)). Additionally 
this course may include complex numbers, 

multivariable integral calculus, Fourier series and 
Fourier integral, complex analysis and operational 
calculus ("Special Sections of Mathematics"). 

The basic course (Course training program) of 
Linear Algebra and Analytic Geometry for IT 
specialists should include elements of linear algebra 
(determinants, matrices and systems of linear 

algebraic equations), elements of vector algebra 
(linear operations with vectors; dot, cross and triple 
products of vectors), straight line on a plane, plane 
and a straight line in space (standard equations and 
the simplest problems), curves and surfaces of the 
second order (standard equations). Additionally this 
course may include linear spaces, basis of linear 

space, vectors coordinates, transformation of 
coordinates, linear operators, matrix of linear 
operator, eigenvalues and eigenvectors of linear 
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operator, reduction of matrix of linear operator to 
diagonal form. 

The basic course (Course training program) of 
Theory of Probability and Mathematical Statistics for 
IT specialists should include random events, discrete 
random variables, continuous random variables, law 
of large numbers, limit theorems, systems of random 

variables and elements of mathematical statistics. 
The basic course (Course training program) of 

Numerical Methods for IT Specialists should include 
approximate calculations, iteration methods, 
numerical methods of linear algebra, approximation 
of functions by polynomials, numeral calculation of 
definite integrals and numeral integration of 
differential equations. 

The core courses (Course training program) of 
Discrete Mathematics for different IT professionals 
are different. However, they should always include 
sets, operations with sets, mappings of sets, relations, 
combinatorics, graphs, elements of mathematical 
logics, Boolean functions and algebraic structures. 

In addition, there are quite a number of 

problems related to the teaching of foreign students 
to differential and integral calculus, since this section 
is difficult enough to perceive, especially in technical 
colleges. In many countries, in addition to the known 
methods of change of variable and integration by 
parts, a third method is also studied: integration by 
the formula, which consists in students substituting 

their parameter values to the formulas given in the 
textbook and immediately getting the result. Most 
students have mastered this method best, which is 
why they have considerable difficulty learning the 
first two methods. The definite integral is introduced 
in schools as an increment of antiderivative. This 
complicates the perception of the definite integral as 
the limit of the integral sums. 

In many textbooks, which are intended for 
technical universities and popular among students, 
the material is presented in the following order: 
derivative, definite integral and its properties, the 
basic formula of integral calculus, the applications of 
a definite integral, integration technique. This gives 
the illusion that the latter question is less important.  

The problems associated with the teaching and 
training of foreign students at National Aviation 
University and Taras Shevchenko National 
University of Kyiv are very similar. A deeper study 
of mathematical disciplines at KNU requires foreign 
students to be more concentrated, choose more 
optimal ways of studying, and search for new 

teaching technologies.  

Issues of formation of professional competence 
of future IT specialists in the teaching of 
mathematics were considered in [4 – 6]. 

About Teaching to Mathematical Disciplines 

in English 

As English is one of the official languages of the 
International Civil Aviation Organization (ICAO), it 
is very important for future aviation professionals to 
be able to obtain a professional education in English. 
Moreover, English is now recognized as a basic life 
skill for the 21st century, like using a computer, 
rather than as a specialist accomplishment. It 

provides people with the ability to explore and 
navigate wider ranges of information and viewpoints 
than if they just have their home languages [1]. This 
is especially true for IT professionals. 

Education in English in universities is a trend 
now. It is implemented for at least part of the 
disciplines in many universities in Ukraine. Some 
universities are preparing for the implementation 

education in English. As example, the preparation of 
the Department of Higher Mathematics of the DSEA 
for teaching mathematical disciplines in English is 
analyzed in [5]. 

The students' language background received at 
school is also important for the implementation 
education in English. Sufficient language 

competence of students, taking into account the 
specifics of mathematical terminology, is important 
for university teachers. It should be noted that the 
assessment of students' and teachers' communicative 
competence is a significant difficulty. Methods and 
results to assess the level of student' skills (future 
primary school teachers) of a foreign language and 

their communication skills, using algorithms to 
process the classification and select the best option 
from a variety of possible, are analyzed in  [6]. 

Education in English is quite prestigious and 
popular among both foreign and Ukrainian students 
of National Aviation University, as it opens up wide 
prospects for further employment in international 
airlines, for work in the field of computer 

technology, for the use of advanced scientific 
developments, especially within the framework of 
Ukraine's integration into the world community. 
Since 1999 for the purpose of training highly 
qualified competitive specialists who would be fluent 
both in professional and informal English on 
separate specialties the teaching in English was 

introduced in the framework of the program "Higher 
Education in Foreign Languages". Within this 
program for twenty years for separate specialties all 
teaching was conducted in English. 
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The NAU program "Higher Education in 
Foreign Languages" provides an opportunity for 
international students to shorten their studies at the 
university by completing language training at the 
preparatory department. That is why the number of 
the first-year students studying in English is 
constantly growing. 

At present, at Taras Shevchenko National 
University of Kyiv the implementation of education 
in English is at the preparatory stage. There are 
separate specialties in IT technology where training 
is conducted in English. The introduction of teaching 
in English is associated with the concept of academic 
mobility. Students of the Faculty of Computer 
Science and Cybernetics practice in leading IT firms, 

for example, Samsung, Google, Microsoft. After 
graduation, they work in the same companies, or 
leading Ukrainian IT firms, where English is the 
working language. 

Analysis of the contingent of foreign students 
studying at NAU shows that they are representatives 
of different education systems, which often differ 

from each other. Level of cognitive activity that 
some foreign students have acquired in their 
homeland, in many respects does not correspond to 
the level of knowledge of Ukrainian students. 
Therefore, when teaching mathematics for such 
students, it is necessary to pay attention to the 
peculiarities of teaching mathematics in secondary 

schools of the respective countries. Teacher has to 
keep in mind that English is not a native language for 
the students; take into account that secondary school 
education was conducted in the native language; 
foreign students are native speakers of languages that 
are characterized by either different from our usual 
direction of writing or hieroglyphics (references may 
be found in [2–4]). 

In many textbooks, intended for technical 
universities and popular among students, the material 
is presented in the following order: derivative, 
definite integral and its properties, the basic formula 
of integral calculus, the applications of a definite 
integral, integration technique. This gives the illusion 
that the latter question is less important. There are 

issues with solving applied problems. For students of 
technical specialties particular attention should be 
paid to the problems with technical content. 
However, in secondary school the main focus was on 
the application of the integral to solving economic 
problems. 

Significant problem encountered in teaching the 

discipline "Linear Algebra and Analytic Geometry" 
and the corresponding sections of the discipline 
"Higher Mathematics" are the poor level of school 

background in geometry. Particularly difficult for 
students to study are problems related to curves and 
second-order surfaces. However, it should be noted 
that foreign students are better trained in 
combinatorics, basic theory of probability, and have 
studied approximate calculations more. As a rule, 
their perception of more abstract issues is much 

lower.  
Some terms in Ukrainian and English literature 

are denoted differently: for example, mathematical 
expectation and variance. This fact must also be 
taken into account. Also, many differences in the 
notation of trigonometric functions exist. 

On experience of applying information 

technologies in English-speaking academic groups 

In the process of teaching English-speaking 
students, especially in IT-specialties, the problem of 
using computer-oriented technologies in the 
educational process is especially relevant. 
Implementation of information technology in the 

study of all disciplines opens wide prospects for 
deepening the theoretical knowledge base, 
strengthening the applied orientation of learning, the 
disclosure of creative potential of students. This is 
especially true for IT students according to their 
inclinations, requests and abilities. The active role of 
information technology in education is due to the 

fact that compared to traditional manuals, computer-
based learning tools provide new opportunities, as 
well as allow the implementation of modern 
pedagogical learning technologies at a higher level, 
stimulate the development of didactics and teaching 
methods. 

There are a fairly large number of problems 

associated with the teaching and mastering by 
students of analytical geometry, geometric 
applications of differential and integral calculus and 
the theory of differential equations, since these 
sections are quite difficult to understand, especially 
in technical universities. In this case, additional tasks 
arise of analytically solving various equations and 
systems of equations, calculating derivatives and 

integrals, operations with matrices, etc. As a rule, 
solving these auxiliary problems is very difficult for 
many students. In organizing the learning process in 
solving such problems, information technology has 
provided significant assistance. This is due to the 
fact that the computer allows you to make quick 
calculations, organize mathematical experiments, 

build mathematical models, etc. 
An important role in the educational process is 

played by clarity, thanks to which the researched 
material is better assimilated. Therefore, we consider 
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it appropriate to use multimedia tools. On slides, for 
example, it is expedient to show English terms with 
translation, to show features of designation of 
various mathematical characteristics in English and 
Ukrainian literature. Also it can be very useful for all 
students to receive at least part of lectures in a 
multimedia classroom with usage of various 

technical tools to visualize the geometric objects 
considered. 

Problem of using computer-oriented 
technologies in the educational process is especially 
relevant in the process of teaching students of 
English-speaking groups, especially in IT specialties. 

It should also be noted that students studying in 
all IT specialties of knowledge better perceive the 

supporting materials in the form of flowcharts of 
appropriate algorithms, and students studying in 
technical specialties, better perceive the supporting 
materials in the form of tables. 

In our opinion, helping students to master 
techniques for solving various problems using 
computer algebra systems (for example: 

Mathematica, MATLAB or MathCAD) is very 
important. System Mathematica provides great 
computational capabilities, allows you to solve many 
problems of linear algebra (including the reduction 
of quadratic forms to canonical form), mathematical 
analysis (differentiation, integration, series 
expansion, Fourier transforms, integral transforms, 

differential operators), problems of probability 
theory and mathematical statistics, discrete 
mathematics, graph theory. However, MATLAB and 
MathCAD are more popular among students.   

An interesting feature of many students of 
English-speaking groups is a higher psychological 
readiness than other students for using the symbolic 
core of computer algebra systems (CAS). Perhaps 

this philosophical peculiarity of these students is 
connected both with the peculiarities of their 
preparation in high school, and with their 
multilingualism. In general, it is natural to assume 
that for graduates of technical universities the most 
successful for the full solution of various applied 
mathematical problems is the skill of combining 

analytical methods, using the symbolic core of 
computer algebra systems and numerical methods. 

It should also be noted that foreign students are 
more willing to use computer algebra systems than 
Ukrainian students and have a certain level of skills 
in applying these systems. Therefore, in order to at 
least partially compensate for the shortcomings of 

the general mathematical training of these students, 
we recommend them to actively use computer 
algebra systems [2, 6 – 8]. 

.Significant difficulties for foreign (as well as 
many Ukrainian) students, even with good 
mathematical training, arise when studying Fourier 
series, Fourier integral and Fourier-transform. It is 
especially difficult for students to solve problems on 
the construction of frequency response, because they 
do not distinguish well between different cases of 

development of functions in the series and Fourier 
integral.  

Note that for future professionals it is very 
important to be able to apply both analytical and 
numerical methods and to distinguish situations of 
their use. Methodical recommendations for the 
application of Fourier- transform and z-transform is 
considered in [7, 8]. Recommendations for the 

application of the symbolic core of the computer 
system MATHCAD in solving problems on the 
expansion of functions in the Fourier series, on the 
representation of functions by the Fourier integral 
and the implementation of direct and inverse Fourier 
transform is given in [8]. 

Conclusion 

The implementation of information technology 
in the study of all subjects opens wide prospects for 
deepening the theoretical knowledge base, 
strengthening the applied orientation of learning, 
opening of creative potential of students. Especially 

this implementation is desirable for education of 
students studying in IT specialties. 

It is important to pay enough attention to 
bringing to students the peculiarities of the use of 
terminology in the process of constructing 
mathematical models and in solving applied text 
problems and providing methods for the application 

of CAS. 
The experience of NAU and KNU in the 

implementation of training in English confirms the 
need for the implementation of such projects. The 
industry orientation of training at NAU and the 
scientific orientation at KNU are based on the same 
curricula, differing only in their content. An 
important point is the assessment of the English 

competence of graduates of both universities. The 
following studies will be devoted to these questions. 

The availability of a full learning cycle in 
English at the university, together with the 
harmonization of the content of credits in the 
curricula, will facilitate the university's future entry 
into the European Higher Education Area within the 

scope of the Bologna Process. Education in English 
is prestigious and desirable for other Ukrainian 
universities; it is especially useful for attracting 
foreign students and promotes academic mobility. 
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Впровадження безпеки до автономного    
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Introducing Security to Efficient Tree-based     
Self-organizing Protocol 
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Нині бездротові сенсорні мережі широко застосовуються для виконання різноманітних задач.          
Задля побудови такої мережі значного масштабу, кожен з сенсорів, що її складають, має був              
дешевим. А значить, в умовах обмежених ресурсів сенсорів, бажаною була б побудова надійного та              
ефективного протоколу їх взаємодії, що забезпечував би рівномірне використання ресурсів окремими           
сенсорами та максимізував тривалість життя мережі. Для досягнення цієї мети протоколи із            
вбудованими схемами реорганізації мережі в залежності від залишку енергії в конкретних вузлах,            
були запропоновані. Не врахованими в таких протоколах залишаються міркування безпеки, що           
також є важливими при експлуатації мережі. Ця стаття пропонує модифікацію до протокола, що             
допоможуть виявляти та брати до уваги підозрілу поведінку певних сенсорів. 

Ключові слова: бездротова сенсора мережа, безпека, протокол, дерево. 

Wireless sensor networks are widely used in many modern settings. In order to build substantial networks                
each sensor must be cheap. So it follows that, since resources of individual sensor are limited, there is a need                    
to create protocols that would use them sparingly and evenly in order to maximize lifetime of the network. To                   
reach this goal some useful self-organizing tree-based protocols were created that use different properties of               
the network nodes, such as number of children, number of hops from the ultimate sink, distance and                 
remaining energy, to optimally select and reselect parent node in a network. However, there is also a                 
challenge of providing security of the network. In this paper we propose a way of integrating a simple                  
security method akin to iterative filtering into the protocol and discuss corresponding trade-off between              
attack prevention and increase of energy consumption.  

Key Words: wireless sensor network, security, protocol, tree. 

Статтю представив д.ф.-м.н. Анісімова А.В. 

Вступ 

Сьогодні берздротові сенсорні мережі    
використовуються в найрізноманітніших   
контекстах і сферах, в тому числі таких як масове         
виробництво та спостереження за довкіллям. Для      
успішного виконання кожного з цих завдань      
необхідне улагодження збору та пересилання     

даних. Необхідність у великій кількості сенсорів      
зумовлює використання недорогих моделей з     
обмеженими обчислювальними можливостями.   
За таких важливо налагодити взаємодію між      
сенсорами у такий спосіб, щоб забезпечити      
найдовше життя мережі. 
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Проблема з застосуванням ієрархічних    
структур задля організації агрегації даних з      
вузлів мережі в тому, що витрата енергії в різних         
вузлах буде нерівномірною. Наприклад, вузли,     
що агрегують інформацію з більшої кількості      
дочірніх вузлів витрачатимуть енергію швидше     
за інші, через що тривалість життя мережі може        
не знизитись. Щоб уникнути цієї проблеми,      
протоколи, що реагують на такі події як падіння        
рівня енергії у вузлі нижче заданого рівня або        
«смерть» вузла, та реогранізують частини дерева,      
було створено. 

Окрім подовження життя мережі, важливою     
задачею є протидія різноманітним атакам     
недоброзичливців, у тому числі й тим, що мають        
на меті спотворити справжні заміри сенсорів [2]. 

Метою цієї статті є включення до      
самоорганізуючогося ієрархічного мережевого   
протоколу складової, що забезпечуватиме    
безпеку від подібних атак, а саме – яка        
помічатиме та від’єднуватиме з мережі сенсори,      
підозрювані у підробці даних. 

Протоколи з самоорганізацією 

Багато з запропонованих в останні роки      
протоколів для бездротових мереж роблять кроки      
в напрямку децентралізації рішення задачі, на      
якому фокусується і ця робота.     
Децентралізований підхід до задачі подається в      
[3], що описує протокол LPEDAP, що базує свій        
підхід до побудови топології на     
децентралізованому алгоритмі зі знаходження    
мінімального кістякового (каркасного) дерева під     
назвою «локальне мінімальне кістякове дерево»     
(LSTM) [4]. Протокол передбачає як початкову      
побудову дерева, так і подальше підтримання      
його зв’язності. 

Конструювання топології починається з    
трансляцій вузлами мережі пакетів HELLO, що      
також містять їх координати та залишки заряду       
батареї, завдяки чому сенсори знаходять своїх      
найближчих сусідів у топології. Після цього      
 починається наступний етап власне побудови     
маршрутів передачі даних, одночасно з яким      
відбувається побудова дерева згідно з LSTM.      
Розбудова дерева ведеться від базової станції.      
Вона транслює дані про себе у пакеті       
ROUTE-DISCOVERY на радіус достатній, для     
того, щоб сигнал зловили всі з кола найближчих        
сусідів, що роблять його своїм батьківським      
вузлом або чекають на подальші трансляції      
протягом зазначеного часу, виходячи з того, чи       

входить ребро між відправником та приймачем      
сигналу до мінімального кістякового дерева. Далі      
всі вузли, що знайшли собі батьківський вузол,       
транслюють найближчим сусідам у своїй околиці      
аналогічний пакет, доки мережа не постане      
деревом з коренем у базовій станції. 

Коригування створеного алгоритмом дерева    
відбувається за умов 

а) додача до мережі нового сенсора або 
б) вичерпання заряду сенсора, або,     

формальніше, зменшення заряду сенсора нижче     
певної межі. 

Ми базуємо наше рішення на протоколі, що       
описано в [5]. Цей протокол (названий Efficient       
Tree-based Self-ogranizing Protocol, або ETSP)     
уможливлює автоматичну організацію вузлів    
мережі у ієрархічну структуру дерева, для      
визначення маршруту даних до базової станції та       
пізнішого оновлення цієї структури для     
подовження життя мережі у схожий з [3] спосіб. 

Цей протокол теж складається з двох      
процедур: одна створює дерево після вибору      
кореня, а інша оновлює його, коли з’являється       
необхідність збалансувати витрати енергії всіх     
сенсорів для подовження життя мережі.     
Відмінність алгоритмів у тому, що в [6] у виборі         
з-поміж потенційних батьківських вузлів сенсори     
обирають за формулою, що, на відміну від       
алгоритму LSTM, що залежить тільки від      
відстаней між сенсорами та їх залишкової      
енергій, враховує також кількість поточних дітей      
у вершин дерева та довжина до базової станції у         
ребрах. В статті розглядається декілька формул,      
що по різному комбінують ці параметри. 

Так само змінною, на нашу думку, може бути        
і список подій, що спричинятимуть оновлення      
дерева в протоколі. Ми можемо скористатися      
цим для від’єднання від мережі сенсорів, що,       
після деякого моніторингу, будуть визначені     
підозрілими. 

Безпека сенсорних вузлів 

[6] змальовує метод, що можна     
використовувати для оцінки надійності    
сенсорних вузлів, – ітеративне фільтрування, що      
діє схоже з принципом відсіювання крайніх. За       
методом, береться блок з послідовних замірів      
сенсорів і за допомогою ітеративного алгоритму      
отримує з нього два вектора: перший – вектор ваг        
сенсорів, які можна співвіднести з їхньої      
надійністю, а другий, його називають     
репутаційним, – сума зважених замірів. В статті       
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[7] вказано на недолік цього метода: він в своєму         
базовому варіанті ініціалізує ваги усіх векторів      

однаково, чим нападник може скористатися,     
якщо йому вдасться отримати контроль над      
двома сенсорами, для атаки змови, за якої один з         
ворожих сенорів зміщує середнє значення замірів      
усіх векторів, а інший відправляє значення, що       
точно дорівнює зміщеному середньому значенню     
і таким чином залишається непоміченною     
алгоритмом. Стаття пропонує вирішити цю     
проблему оцінюючи середнє значення та     
дисперсію кожного сенсора і врахувати їх для       
ініціалізації більш змістовних початкових ваг.  

Запропоноване рішення 

B цій статті ми пропонуємо додати алгоритм        
ітеративного фільтрування до протоколу    
самоогранізації бездротової сенсорної мережі,    
щоб захистити її від прихованих атак. Хоча       
алгорітм, приведений в [7], призначався для      
вузлів, розділених на кластери, його легко      
адаптувати і для мережі, структурованої за      
принципом дерева. У дереві ж-бо вузли мережі       
агрегують інші, що віддалені від кореня на одне        
ребро, подібно до кластера. 

Імплементувати детектування та захист від     
атак пропонується наступним чином додавши до      
протокола ще один алгоритм. Кожен з вузлів       
мережі, що збирає дані (тобто усі, крім листів        
дерева) має проганяти алгоритм ітеративного     
фільтрування на своїх «дітях». 

Вибрано алгоритм ітеративного   
фільтрування, а не його покращений варіант з [6],        
тому що він потребує менше обчислень. 

Новий алгоритм протоколу буде    
застосовуватися, коли вага, встановлена для     
одного з дітей вузла виявиться меншою за альфа        

відсотків від суми всіх вагів. В цьому випадкуα          
сенсор, що моніторить своїх дітей,     
транслюватиме повідомлення, що складатиметься    
з префікса “PT_UNTRUSTWORTHY_SINK” та    
IP-адреси підозрілого вузла. Інші вузли     
ретранслюють повідомлення після отримання    
його першого разу, щоб збільшити шанси на       
отримання повідомлення дітьми задетектованого    
вузла. Коли це відбувається, “діти” враженного      

вузла мають від’єднаються від нього та      
початнуть пошук нового батьківського сенсора,     

процес чого вже описано раніше в протоколі. 

Експеримент 

Для проведення експерименту сенсорну     
мережу було симульовано за допомогою     
мережевого симулятора ns-3. Топологію та базові      
заміри було взято з даних, наданих лабораторією       
Intel[3]. Надана мережа складається з 54 сенсорів,       
розташованих на відстані 40 на 30 метрів. В        
експерименті було задіяно протокол ETSP з      
параметрами, тотожними тим, що вказані в      
оригінальній статті [6], за винятком тих, що       
вказані в таблиці 1. 

Щоб перевірити точність виявлення атак,     
було синтезовано комплекти даних з замірами      
мережі, де заміри одного з сенсорів були       
статистично викривлені, по комплекту на кожний      
сенсор. Тривалість життя мережі вимірювалася з      
розрахунку, що мережа «помирає», коли     
вичерпується заряд з понад 40 відсотків її вузлів. 

За результатами моделювань, тривалість    
життя мережі, яка керується оригінальним     
протоколом, була 209,7 с, в той час як середній         
час для мережі, що керується зміненим      
протоколом, був 133,2 с. 

В дереві, початково побудованому в мережі,      
з двадцяти двох вузлів, що не є листами дерева,         
чотирнадцять мають від одного до двох дітей, що        
унеможливлює виявлення фальшованих замірів    
за допомогою статистичного методу. Через це      
швидкість виявлення атаки значно варіювалася     
від вузла до вузла, а для одинадцяти вузлів так і          
не відбулася. З іншого боку, не відбулося       
жодного помилкового спрацювання. 

Висновки 

Запропонована модифікація до алгоритму    
ієрархічної самоорганізації бездротової мережі    
сенсорів, суттєво скорочує тривалість життя     
мережі (в середньому на 36,5%). В експерименті       
вдалося досягнути доволі високого значення F1 –       
0,887. Проте децентралізованість та автономність     
протоколу початкова структура дерева, що     
формується для агрегації даних у мережі, сильно       
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залежить від геометрії початкового розташування     
сенсорів, що накладає обмеження на     
застосовуваність ітеративного фільтрування для    
детекції сенсорів, підозрілих на посилання     
недостовірних даних. 

Подальша робота може бути спрямована на      
знаходження початкового дерева, за яких новий      

протокол буде оптимально сприятливим для     
виявлення атак, або на модифікації алгоритму,      
що призведуть до зниження його енергетичних      
витрат. 

Список використаних джерел 
1. Malik A. S. Energy consumption    
balancing (ECB) issues and mechanisms in      
wireless sensor networks (WSNs): A     
comprehensive overview / F. Ishmanov, A. S.       
Malik, S. W. Kim – Eur. Trans. Telecommun.        
– 2011. – pp. 151–167.

2. Przydatek B. SIA: secure information    
aggregation in sensor networks / B. Przydatek,       
D. Song, A. Perrig – Proceedings of ACM        
SenSys, Los Angeles, California, USA. – 2003. –        
pp. 255–265. 

3. Ramya K. M. LPEDAP: Localized    
power-efficient data aggregation tree protocol     
for wireless sensor networks / K. M. Ramya, P.         
Shanthi – IJARCST, 2, no.1. – 2014. – pp.         
229-234. 

4. Li N. Design and analysis of an      
MST-based topology control algorithm / N. Li, J.        
C. Hou, L. Sha – IEEE Transactions on Wireless         
Communications. – 4, no.3. – 2005. – pp.       
1195-1206. 

5. Qui T. An efficient tree-based    
self-organizing protocol for internet of things / T.        
Qui, X. Liu, L. Feng та ін. – IEEE Access. –           
no.4. – 2016.  – pp. 3535 – 3546. 

6. Kerchove C. De Iterative filtering in     
reputation systems / C. De Kerchove, P. Van        
Dooren – SIAM J. Matrix Anal. Appl. – 31,         
no.4. – 2010. – pp. 1812-1834. 

7. Rezvani M. Secure data aggregation    
technique for wireless sensor networks in the       
presence of collusion attacks / M. Rezvani, A.        
Ignjatovic, E. Bertino та ін. – IEEE. – 12, no.1. –           
2015.  – pp. 98–110. 

Reference 
1. MALIK A. S. (2011) Energy    
consumption balancing (ECB) issues and     
mechanisms in wireless sensor networks     

(WSNs): A comprehensive overview. Eur. Trans.      
Telecommun. pp. 151–167. 

2. PRZYDATEK B. (2003) SIA: secure    
information aggregation in sensor networks.     
Proceedings of ACM SenSys, Los Angeles,      
California, USA. pp. 255–265. 

3. RAMYA K. M., SHANTHI P. (2014)     
LPEDAP: Localized power-efficient data    
aggregation tree protocol for wireless sensor      
networks. International Journal of Advanced     
Research in Computer Science and Technology,      
2, no.1, pp. 229-234. 

4. LI N., HOU J. C., SHA L. (2005) Design        
and analysis of an MST-based topology control       
algorithm / N. Li, J. C. Hou, L. Sha – IEEE           
Transactions on Wireless Communications, 4,     
no.3, pp. 1195-1206. 

5. QUI T., LIU X., FENG L. (2016) An       
efficient tree-based self-organizing protocol for     
internet of things. IEEE Access. no.4, pp.       
3535-3546. 

6. KERCHOVE C. DE, DOOREN P. VAN     
(2010) Iterative filtering in reputation systems.      
SIAM J. Matrix Anal. Appl., 31, no.4, pp.        
1812-1834. 

7. REZVANI M., IGNATOVIC A.,   
BERTINO E. ET AL. (2015) Secure data       
aggregation technique for wireless sensor     
networks in the presence of collusion attacks.       
IEEE Transactions on Dependable and Secure      
Computing, 12, no.1, pp. 98–110. 

Надійшла до редколегії 21.03.19 

79



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка 
Серія:фізико-математичні науки 

2019, 4    Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics  

© Патрикеєва О., Черноморець В., Коваленко М. 2019 

УДК: 316.614-056.37 

Патрикеєва О.1, начальник відділу STEM-освіти, 

Черноморець В.2, завідувач сектору досліджень 
освітніх процесів відділу STEM-освіти, 

Коваленко М.3, методист вищої категорії 

відділу STEM-освіти

Основні структурні компоненти STEM-

середовища освітнього закладу 

1,2,3 ДНУ «Інститут модернізації змісту освіти» 
м. Київ, вул. Митрополита В. Липківського, 36, 

кімн.206, відділ STEM-освіти, 

е-mail: 1,2,3stemosvita@gmail.com 

Patrykeieva О.1, head of STEM-education 

department, 

Chernomorets V.2, head of the sector of research of 
educational processes of STEM-education 

department, 

Kovalenko M.3, methodist of the highest category of 
STEM-education department 

The main structural components of the STEM-

environment of the educational institution 

1,2,3 SSI „Institute of education content 

modernization” 

Kyiv, street Metropolitan Vasyl Lipkovsky 36, 

room 206, department of STEM-education. 

е-mail: 1,2,3stemosvita@gmail.com 

У статті йдеться про створення освітнього STEM-середовища навчального закладу. 

Обґрунтовано визначення поняття такого освітнього феномена, як STEM-середовище закладу 
освіти, виокремлено найважливіші структурні компоненти STEM-середовища навчального закладу, 

основні завдання його функціонування. Пропонується трактувати поняття освітнього STEM-

середовища закладу освіти як сукупність інтелектуальних та матеріальних умов впровадження 
науково-дослідної роботи, технологій, інжинірингу, інтегрованих знань, які забезпечують 

саморозвиток вільної і активної особистості, реалізацію творчого потенціалу дитини. Окреслено 

ідею про те, що саме особистість дитини є найважливішим елементом STEM-освітнього 

середовища як складної й відкритої системи, що постійно саморозвивається.  

Ключові слова: STEM-освіта, STEM-освітній простір, STEM-освітнє середовище, STEM-

середовище освітнього закладу. 

The article deals with the creation of an educational STEM-environment of an educational institution. 

The definition of the concept of such an educational phenomenon as the STEM-environment of the institution 

is substantiated. The most important structural components of the STEM-environment of the educational 
institution and the main tasks of its functioning are identified. The interpretation of the concept of an 

educational STEM-environment of an educational institution is proposed as the combination of intellectual 

and material conditions for the implementation of researches, technologies, engineering, integrated 
knowledge that ensure self-development of a free and active person, realization of the child’s creative 

potential. The idea that the child's personality is the most important element of the STEM-educational 

environment which is the complex and open system that is constantly self-developing is outlined. 

Key words: STEM-education, STEM-educational space, STEM-educational institution 

У контекстів глобальних викликів сьогодення 
актуалізується питання пошуку освітніх 

інновацій, що забезпечить подальший розвиток 

освітньої галузі. Впровадження та розвиток 
STEM-освіти здійснюється за такими напрямами: 

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2419/4.10

80

mailto:1aap2011@ukr.net
mailto:1aap2011@ukr.net
mailto:1aap2011@ukr.net
mailto:1aap2011@ukr.net


Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка 
Серія:фізико-математичні науки 

2019, 4    Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

 нормативно-правовим (розроблення та
осучаснення нормативно-правових

документів);

 організаційно-управлінським (створення

структур та підрозділів, що опікуються

проблемами STEM-освіти);

 методичним (розроблення методичних
рекомендацій, проведення конференцій,

тренінгів, вебінарів та семінарів,

організація роботи WEB-STEM-школи,
індивідуальна консультативна робота,

популяризація STEM-освіти у ЗМІ тощо );

 інформаційним (адвокація проблем та

перспектив розвитку STEM-освіти в усіх
можливих формах);

 практичним (упровадження STEM-освіти

безпосередньо в практику навчального

процесу та в позашкільну навчально-

виховну діяльність);

 науково-теоретичним (розроблення 
методологічної бази STEM-освіти, 

поняттєвого апарату, анотованого 

каталогу статей з означеної проблематики
тощо);

 моніторинг розроблення змісту та 

результатів упровадження STEM-освіти.

Актуальним є обґрунтування поняття STEM-

освітнє середовище закладу освіти, та визначення 
його основних структурних компонентів.  

Вивчення та аналіз праць зарубіжних і 

вітчизняних науковців Т. Андрущенко, С. Буліга, 
С. Бревус, В. Величко, С. Гальченко, Н. 

Гончарова, С. Горбенко, Л. Глоба, К. Гуляєв, В. 

Камишин, Е. Клімова, О. Комова, О. Лісовий, Л. 
Ніколенко, Р. Норчевський, О. Патрикеєва, М. 

Попова, В. Приходнюк, М. Рибалко, І. Савченко, 

Н. Салюк та інших дає змогу визначити сучасні 

підходи до розроблення поняттєвого апарату та 
адаптації вже наявних термінів до реальної 

практики впровадження STEM-освіти.  

Метою статті є обґрунтування визначення 
поняття «STEM-середовище закладу освіти», 

виокремлення найважливіших структурних 

компонентів освітнього STEM-середовища 
закладу освіти, а також основних завдань його 

функціонування.  

Світ входить у нову епоху, коли надшвидкими 

темпами радикально змінюються галузі 
промислового та економічного розвитку. Постає 

абсолютно новий тип промислового виробництва, 

основа якого – високотехнологічні бази даних та 
їх аналіз, повна автоматизація виробництва, 

технології додаткової реальності, Інтернет 

ресурсів тощо. 

Засновник і багаторічний президент 

Давоського економічного форуму Клаус Шваб 

назвав її епохою Індустрії 4.0. або епохою 

четвертої промислової революції, часом, коли 
зникають кордони між фізичними, цифровими та 

біологічними сферами. 

«Йдеться про хвилю відкриттів, зумовлених 
розвитком можливостей встановлення зв’язків: 

роботи, дрони, розумні міста, штучний інтелект, 

дослідження головного мозку», – зазначає К.М. 

Шваб. Прогнозується, що об’єднані в єдину 
мережу кіберсистеми зможуть у режимі 

реального часу зв’язуватися між собою, 

самоналаштовуватися та навчатися новим 
моделям поведінки [6]. 

За прогнозами вчених, протягом 30 наступних 

років з’являться роботи, розумніші за людей. Їх 
буде величезна кількість – від мікро-роботів до 

роботів-велетнів. Роботи будуть здатними літати, 

плавати, їздити. Зможуть самі вибудовувати 

виробництво, уникаючи помилок, взаємодіяти з 
виробленими товарами, адаптуватися до вимог та 

потреб споживачів. До прикладу, виріб під час 

виготовлення зможе самостійно визначити, яке 
обладнання зможе його виробити, і це буде 

зроблено в автономному режимі, без участі 

людини. Сучасні професії просто зникнуть. Це 
стосується більшості професій юридичного 

напряму, сфери охорони здоров’я, фармакології, 

торгівлі, сільського господарства тощо. 

Постає закономірне запитання – що буде 
робити людина? Яку освіту та професійні 

навички вона має отримати, щоб зайняти 

провідне місце у світі, заповненому роботами. 
Вчені прогнозують, що 60% дітей, які сьогодні 

йдуть в початкову школу, будуть працювати за 

такими професіями, яких нині не існує. Водночас 

вже відомо професії майбутнього, що задіяні вже 
сьогодні: спеціаліст з агромоделювання, оператор 

дрону, інженер-механізатор, геолог з 3D-

моделювання, GPS-менеджер, енергоаудитор, 
інженер сонячних електростанцій, менеджер 

інвестиційних проектів тощо. Це означає, що 

дітям доведеться адаптуватися до швидко 
змінюваних потреб суспільства. У такій ситуації 

створюються унікальні можливості для країн. 

Можливості для навчання та розвитку в 

абсолютно несподіваних нішах, за умов 
підтримки держави та бізнесу. Або, навпаки, 

країна ризикує втратити все, якщо молодь не 

матиме можливості набути новітніх навичок.  
Щороку під час Всесвітнього економічного 

форуму в Давосі оприлюднюють доповідь з 

Глобального індексу людського капіталу (Human 
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Capital Index). Загалом індексом охоплено 130 

країн. Людський капітал – це люди, які володіють 

знаннями і навичками, що дають змогу 

створювати цінність у глобальній економічній 
системі. Кожну країну оцінювали за шкалою від 0 

(найгірший) до 100 (найкращий) балів за чотирма 

тематичними у п’яти різних вікових групах. 
Індекс відображає розвиток людського капіталу 

країни – як поточний стан, так і очікуваний. 

Отримавши 71,27 балів із 100 можливих, Україна 

займає 24 місце. Наша держава має високі 
показники охоплення населення середньою 

освітою, рівня грамотності населення, освіченості 

кадрів та перспективи розвитку кадрового 
потенціалу. Але відстаємо відчутно: щодо рівня 

якості підготовки кадрів, рівня зайнятості у 

високотехнологічних виробництвах, кількості 
тих, хто здобуває професіонально-технічну 

освіту. Парадоксально: за наявності значної 

кількості фахівців із вищою освітою, в Україні 

фіксують високий рівень безробіття [7]. 
STEM-освіта покликана усунути наявні 

недоліки і перекоси та забезпечити реалізацію 

державної політики щодо забезпечення розвитку 
науково-технічного напряму освіти, сприяти 

збільшенню кількості професіоналів, зайнятих у 

високотехнологічних, інноваційних галузях, 
підвищити якість їх підготовки, навчити й 

виховати молодих людей, які:  

- вміють знаходити нестандартні, ефективні 

рішення наукових, виробничих, соціальних, 
побутових та інших проблем, спираючись на 

базові теоретичні знання, та здобуття під час 

навчання практичні навички особистісної 
дослідницької діяльності; 

- відчувають непоборну необхідність у 

постійному, систематичному поповнені та 

оновлені набутих знань, не припиняють 
самовдосконалення, самоосвіту й самонавчання 

протягом усього життя; 

- шукають, творчо переосмислюють й 
застосовують у практичній діяльності необхідну 

інформацію із різноманітних джерел; 

займають активну громадянську позицію, 
чітко усвідомлюють пріоритетні інтереси 

Батьківщини та готові у будь-який момент 

постати на їх захист [1].  

Створення освітнього STEM-середовища у 
закладі освіти будь-якого типу та форми 

власності є одним з основних завдань сучасного 

етапу впровадження STEM.  
Науковці поняття «освітнє середовище» 

трактують як сукупність об’єктивних зовнішніх 

умов, факторів, соціальних об’єктів, необхідних 

для успішного функціонування освіти, як систему 

впливів і умов формування особистості, 

можливостей для її розвитку, наявних у 

соціальному і просторово-предметному оточенні.  
Освітнє STEM-середовище є структурним 

елементом освітнього середовища у цілому, так 

само воно – невід’ємна складова соціального 
світу (соціуму). 

Пропонуємо трактувати поняття освітнього 

STEM-середовища закладу освіти як 

сукупність інтелектуальних та матеріальних 
умов впровадження науково-дослідної роботи, 

технологій, інжинірингу, інтегрованих знань, які 

забезпечують саморозвиток вільної і активної 
особистості, реалізацію творчого потенціалу 

дитини.  

Основними структурними компонентами 
освітнього STEM-середовища закладу, на нашу 

думку, є: алгоритм упровадження STEM у 

навчальному закладі (розробляють окремо для 

кожного закладу з огляду на реальні умови 
функціонування); STEM у позаурочній роботі 

(шкільні STEM-центри, STEM-лабораторії, 

гуртки за STEM-напрямами), методичне 
забезпечення (використання спеціальних програм 

та науково-методичних розробок для 

впровадження STEM), кадри (наявність 
підготовлених фахівців, тренерів, тьюторів та 

умови для їх подальшого навчання й самоосвіти) 

тощо (див. рис 1.). 

Рис. 1. Структурні компоненти STEM-

середовища закладу освіти 

Необхідно враховувати, що поняття 

«середовище» і «простір» не є тотожніми.  

Простір (латинське: spatium) – протяжність, 
вмістилище, в якому розташовано предмети і 

відбуваються події. Простір характеризує 

співіснування об’єктів, їх протяжність і 

структурність, взаємне розташування. 
Науковці освітній простір трактують як 

педагогічний феномен, що передбачає тісний 

контакт особи з навколишнім освітнім 
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середовищем. У результаті такої взаємодії 

відбувається осмислення і пізнання всіх 

елементів – носіїв культури. Отже, простір можна 

вважати структурованою системою педагогічних 
чинників і умов їх засвоєння окремою 

особистістю під час розвитку і становлення.  

Деякі вчені стверджують, що освітній простір 
є системою соціальних зв’язків у сфері освіти, 

заснованою на взаємодії суспільства і соціальних 

інститутів освітньої спрямованості [4]. 

У будь-якому разі, очевидно, що поняття 
«середовища» є ширшим і охоплює в себе 

абсолютно всі об’єкти та суб’єкти освіти, у тому 

числі й простір.  
Розробникам планування STEM-простору 

закладу освіти варто враховувати такі вимоги та 

чинники: 
технічні, архітектурні: наявність вільних 

приміщень, можливість використання коридорів, 

лабораторій, майстерень, пришкільної території, 

наявність наборів з робототехніки, LEGO наборів 
(або їх аналогів), наборів для конструювання, 

засобів 3D моделювання, комп’ютерної техніка, 

Інтернету, мережі Wi-Fi тощо; 
програмні: питання комплексної безпеки 

(інтелектуальної, духовної, морально-етичної, 

психологічної, педагогічної, етнічної, фізичної, 
трудової, управлінської), інтегрованість, 

взаємодія; 

академічні: методичне забезпечення, 

відповідність змісту діяльності Державним 
стандартам, навчальним програмам тощо; 

соціально-етичні: культурологічний та 

нормативно-правовий аспекти; 
кадрові: психологічна готовність, інженерна 

підготовка, наявність фахівців тощо.  

Враховуючи ці вимоги, в освітньому STEM-

середовищі закладу освіти виділяємо такі 
складові: фізичну та психолого-інтелектуальну. 

Фізична складова охоплює матеріальну базу 

навчального закладу, на основі якої є можливість 
створення єдиного STEM-простору. Йдеться не 

лише про технічні та методичні засоби, а й 

відповідно оснащені робочі місця користувачів, 
локальну мережу, мережу Інтернет, програмне 

забезпечення навчального процесу тощо.  

Психолого-інтелектуальна складова 

передбачає готовність та спроможність учасників 
освітнього STEM-простору до співпраці, 

творчого пошуку та використання технологій у 

всіх ланках навчального процесу. 
Зрозуміло, що формуючи структуру єдиного 

STEM освітнього простору навчального закладу 

та базу даних, необхідно зважати на те, що 

реальна робота з їх використання залежить від 

матеріально-технічної бази та реальних 

можливостей самого навчального закладу [5]. 

Оцінюючи наявні матеріальні можливості та 
прогнозуючи майбутні, варто врахувати, що 

матеріально-технічна база навчально закладу – 

широке поняття. Воно охоплює не тільки 
«євроремонт, сучасні меблі в класах, оргтехніку». 

«Матеріальні речі – це засіб, а не мета. Вони 

доповнюють, а не створюють досвід. Тому 

важливо, щоб за довгим переліком необхідних 
речей не губилось первинне – що це дає учням?» 

[3]. STEM-освітнє середовище має живити 

навчальний досвід учня. Усе – від естетики 
матеріальних компонентів до емоційного фону – 

покликане створити такі умови, за яких учні 

зростатимуть як особистості.  
Поняття освітнього простору об’єднує дві 

основні ідеї – ідею простору і ідею освіти. 

Освітній простір відображає освітню 

протяжність, структурне співіснування і 
взаємодію освітніх систем, їх компонентів, 

освітніх подій. Як форма трансляції соціального 

досвіду від покоління до покоління, освітній 
простір істотно відрізняється від природного 

процесу передачі досвіду людства, що має місце 

без спеціально організованих процесів навчання і 
виховання [2]. 

Нині проблему обґрунтування структурних 

компонентів STEM-середовища цілісно не 

досліджено. Але важливим є те, що науковці, 
вивчаючи окремі компоненти такого середовища, 

визначають особистість дитини як 

найважливіший його елемент, складну й відкриту 
систему, що постійно саморозвивається. Кінцева 

мета функціонування освітнього STEM-

середовища – сформувати творчу особистість, 

спроможну відкривати новітні властивості світу 
та природи. 
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Розглянуто процес народження скалярного BSM (Beyond the Standard Model) бозона (S-бозона) в 

експерименті SHiP (Search for Hidden Particles) на LHC в результаті глибоко-непружного зіткнення 
зарядженої частинки (електрона або протона) з важким ядром через реакцію фотонного злиття. 

Показано, що у випадку розсіяння протона на ядрі переріз реакції може бути порівняним з перерізом 

народження S-бозона при розпаді Ds  мезону лише у випадку безмасового бозона (𝑚𝑆 = 0). При 

розсіянні електрона на ядрі переріз 𝜎(𝑒𝑍 → 𝑆) відноситься до 𝜎(𝐷 → 𝑆) як 1: 105.

Ключові слова: SHiP, переріз народження, скалярний BSM бозон, реакція фотонного злиття. 

The production cross-section of the beyond the standard model (BSM) scalar boson (S boson) have been 

considered it the article. Scalar boson produced via photon fusion reaction in the deep inelastic scattering of a 
charged particle (proton or electron) on heavy nucleus of the target. This process is one of the possible mecha-
nisms of BSM boson production at the SHiP (Search for Hidden Particles) experiment at the CERN LHC and may 
be dominating among others processes due to large nuclear charge. Previously [1], the amplitude and the pro-

duction cross-section of this reaction were found. The found cross-section was analyzed for the case of proton 
scattering on the lead nucleus and compared with the production cross-section in the decay of Ds meson. In this 
paper we make estimate of the process more accurate and consider also electron-nucleus scattering.  It was 

found that the photon fusion reaction pZ → S may be effective only in the case of massless S boson.  

Key Words: SHiP, production cross-section, BSM scalar boson, photon fusion reaction. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Єжов С. М. 

Вступ 

Ця робота є продовженням роботи [1]. В 

попередній роботі було знайдено амплітуду 

народження S-бозону при кулонівському 
розсіянні протона на важкому ядрі мішені (ядрі 

свинцю). Повний переріз реакції отримується 

інтегруванням квадрата модуля амплітуди по 

деякій області Ω, що визначається кінематикою 
реакції 

𝜎 =
1

(2𝜋)3
∭

|ℳ𝑓𝑖|
2

32𝐸𝑡𝑜𝑡|𝑝𝑖|
𝑑𝜀1𝑑𝜀2𝑑𝛼𝑑 cos 𝛽 =  =

𝜎0
𝑚2

𝑀|𝑝𝑖|
∬

𝑑𝜀𝑑𝐸

(
𝑚

𝑀
𝜀𝑖−𝐸)

2  (1) 

де 𝜎0 = 3.2 ∙ 10−13𝜃2 mbarn. Для оцінки

величини 𝜎 вираз (1) був проінтегрований по 

прямокутнику 

[εmin, εmax]  [Emin, Emax] 
який гарантовно включає в себе область 

інтегрування Ω. Такий підхід дозволяє оцінити 𝜎 

зверху. Для перерізу було отримано оцінку 

𝜎(𝑝𝑍 → 𝑆) ≤ 3.5 ∙ 10−12𝜃2 (1−𝑥)2

𝑥
 mbarn    (2) 

де 𝑥 =
𝑚𝑆

𝜀𝑖
. Порівняння перерізу (2) з перерізом 

народження S-бозона в реакції розпаду Ds мезону 

𝜎(𝐷 → 𝑆) = 9.56 ∙ 10−8 𝜃2mbarn  (3) 

показує, що переріз (2) може конкурувати з 

перерізом (3) лише у випадку, коли маса S-бозона 
менша за 0.1 кеВ. Проте, цю оцінку можна 

суттєво покращити. 

Уточнений переріз 

В імпульсному просторі область 
інтегрування в (1) представляє собою перетин 

трьох еліпсоподібних кривих (які у випадку 𝑚𝑆 =
0 переходять в точні еліпси). За формою область 
нагадує сильно витягнутий трикутник (див. Рис. 

1). Напівосі цих еліпсів дорівнюють 

√𝑚𝑀~104 МеВ та 𝑀~105 МеВ, в той час, як

сама область має розміри порядку 𝑝𝑖~100 МеВ. 
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Таким чином, на масштабах ~100 МеВ дуги 
еліпсів можна апроксимувати прямими. 

Рис. 1. Область інтегрування для 𝑚𝑆 =1 кеВ. 

Максимальний вклад в інтеграл вносить область 

поблизу гострого кута трикутника, де 

підінтегральний вираз має максимальне 
значення. Замінюючи складну точну область 

трикутником (що утворюється дотичними до 

кривих у гострому куті області та обрізаний 

знизу при 𝑝𝑖 = 0) та інтегруючи в (1) отримуємо 

𝜎 = 2𝜎0 (ln
2𝜀𝑖

𝑚𝑆
− 1)  (4) 

Ця оцінка є оцінкою зверху, оскільки, 

враховуючи опуклість кривих еліпсів, точна 

область розташована всередині трикутника, по 
якому ми інтегрували.  

Порівняння (4) з (3) показує, що переріз 

𝜎(𝑝𝑍 → 𝑆) стає поряду переріза 𝜎(𝐷 → 𝑆) = 9.6 ∙

10−8 𝜃2 mbarn лише при 𝑚𝑆 ≤ 8 ∙ 10−2∙105
 МеВ,

тобто якщо скалярна частинка безмасова. 

Переріз реакції  𝒆𝒁 → 𝑺 

Вище ми розглядали розсіяння протона на 

ядрі. Проте, принциповий інтерес представляє 

реакція за участю електрона. Суттєва відмінність 

полягає в тому, що при енергії 𝜀𝑖 ≈ 100 МеВ 

протон є нерелятивістським, тоді як електрон – 

ультра-релятивістський. Це принципово змінює 

аналіз величин амплітуди і фазової області.  
В ультрарелятивістському наближенні всі 

доданки в амплітуді, що пропорційні 𝑚, можуть 

бути опущені, а також доданки, що пропорційні 

𝐴 (див. [1], формула (5)). В результаті, для 

квадрата амплітуди отримуємо вираз 

|ℳ𝑓𝑖|2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
128𝑒4𝑍2𝜒2

(Δ𝑝)4(Δ𝑃)4
[(Δ𝑝Δ𝑃)2 ((𝑝𝑖𝑃𝑖)(𝑝𝑓𝑃𝑓) + (𝑝𝑖𝑃𝑓)(𝑝𝑓𝑃𝑖)) + 2(Δ𝑝𝑃𝑖)(Δ𝑝𝑃𝑓)(𝑝𝑖Δ𝑃)(𝑝𝑓Δ𝑃) −

−(Δ𝑝Δ𝑃) ((Δ𝑝𝑃𝑓)(𝑝𝑖𝑃𝑖)(𝑝𝑓Δ𝑃) + (Δ𝑝𝑃𝑖)(𝑝𝑖𝑃𝑓)(𝑝𝑓Δ𝑃) + (Δ𝑝𝑃𝑓)(𝑝𝑓𝑃𝑖)(𝑝𝑖Δ𝑃) + (Δ𝑝𝑃𝑖)(𝑝𝑓𝑃𝑓)(𝑝𝑖Δ𝑃))

−(𝑝𝑖𝑝𝑓)((Δ𝑝Δ𝑃)2𝑀2 + (Δ𝑃)2(Δ𝑝𝑃𝑖)(Δ𝑝𝑃𝑓))] (5) 

Всі доданки в квадратних дужках одного порядку 

малості ~𝜀4𝑀2𝑃⃗ 2, так що для (5) маємо оцінку

|ℳ𝑓𝑖|2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅~64𝑒4𝑍2𝜒2 𝑀

𝐸я
 (6) 

де 𝑃⃗ – імпульс кінцевого протона, 𝐸я – його
енергія в ЛС. Суттєва відмінність від 

попереднього випадку (розсіяння протона) в 

тому, що тепер в знаменнику стоїть енергія ядра 
в першому степені (а не в другому).  

Область інтегрування також зазнає суттєвих 

змін. У випадку, коли 𝑚𝑆 ≪ 100 МеВ це 

трикутник зі сторонами 

𝑃 = 𝜀𝑖 −
𝜀𝑖
2

2𝑀
;  2𝑝 = 𝜀𝑖 ± 𝑃.  (7) 

Прийнявши вираз (6) за типове значення 
амплітуди та проінтегрувавши його по області (7) 

отримуємо 

𝜎 = 2𝜎0  (8) 

що на п’ять порядків менше за  𝜎(𝐷 → 𝑆). 

Висновки 

Переріз народження S-бозона в реакції 

фотонного злиття при розсіянні протона на 
важкому ядрі може бути порівняним з перерізом 

народження S-бозона при розпаді Ds мезону лише 

у випадку 𝑚𝑆 = 0. При розсіянні електрона на 

ядрі переріз 𝜎(𝑒𝑍 → 𝑆) відноситься до 𝜎(𝐷 → 𝑆) 

як 1: 105. Таким чином, у випадку масивного S-

бозона реакція з розпадом Ds мезона залишається 
найбільш перспективною.
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