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У роботi дослiджуються властивостi строго ϕ-субгауссового процесу квазiдробового ефекту
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, породженого випадковим процесом ξ та функцiєю вiдгуку g.

Виведено новi оцiнки для розподiлiв супремумiв таких процесiв. Наведено приклад застосування
отриманих результатiв.

Ключовi слова: дробовий шум, процеси дробового ефекту, розподiл супремуму процесу, ϕ-
субгауссовi процеси.

In this paper, there are studied properties of a strictly ϕ-sub-Gaussian quasi shot noise process
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, generated by the process ξ and the response function g. New estimates

for distributions of suprema of such processes are derived. An example of application of the obtained
results is given.

Key Words: shot noise processes, distrubution of suprema of a process, ϕ-sub-Gaussian processes.
Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Вступ

У цiй роботi продовжується дослiдження вла-
стивостей сепарабельних строго ϕ-субгауссових
процесiв квазiдробового ефекту, розпочате у
роботах [1, 25].

Простори ϕ-субгауссових випадкових вели-
чин Subϕ(Ω) узагальнюють простори гауссових
випадкових величин, тому вони широко засто-
совуються для моделювання реальних випадко-
вих процесiв у теорiї черг, фiнансовiй матема-
тицi, фiзицi. Розвиток теорiї ϕ-субгауссових ви-
падкових процесiв можна прослiдкувати за ро-
ботами [2, 6, 11, 13, 14, 15, 16, 17].

Процеси дробового ефекту (або дробового
шуму) є математичними моделями рiзних явищ
i дослiджуються вiд початку ХХ столiття. Пер-
шi роботи щодо дробового шуму опублiкованi
Кемпбеллом [7] та Шотткi [24], але фундаме-
тальнi результати з’явилися через багато рокiв
у роботах [19, 20, 21]. Зараз процеси дробово-
го ефекту застосовуються не тiльки у фiзицi, а
й у страхуваннi, фiнансовiй математицi, теорiї
телекомунiкацiйних мереж [12, 22, 23].

У класичнiй моделi дробового ефекту при-
пускається, що в деяку систему надходять iм-
пульси згiдно зi стандартним пуассонiвським

процесом, величини реакцiї (вiдгуку) на iм-
пульс є незалежними однаково розподiленими
випадковими величинами, незалежними вiд пу-
ассонiвського процесу надходження iмпульсiв, а
пiсля моменту iмпульсу реакцiя «затухає» згi-
дно з експоненцiальним законом розподiлу. Але
iз часом з’явилося дуже багато варiацiй цiєї
моделi. У роботах [3, 6] розглянуто дiйснозна-
чний однорiдний центрований випадковий про-
цес iз незалежними приростами ξ = (ξ(t), t ∈
R), визначений на стандартному ймовiрнiсно-
му просторi (Ω,F ,P), та дiйснозначна функцiя
g = (g(t, u), t, u ∈ R), яка задовольняє умо-
ву
∫ +∞
−∞ g2(t, u)du < ∞, t ∈ R. Тодi процес

X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, називається про-

цесом дробового ефекту, породженим процесом
ξ та функцiєю вiдгуку g. У роботах [8, 9] та
монографiях [3, 6] дослiджувалися властивостi
передгауссових процесiв дробового ефекту.

У цiй роботi розглядається випадок, коли
ξ = (ξ(t), t ∈ R) є таким дiйснозначним центро-
ваним процесом iз некорельованими прироста-
ми, що E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R. Якщо
ξ є строго ϕ-субгауссовим процесом, то поро-
джений ним процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u)

називатимемо строго ϕ-субгауссовим процесом

c© О.I. Василик, 2019
�
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квазiдробового ефекту. У статтi [25] отримано
оцiнки розподiлiв супремумiв та умови вибiр-
кової неперевностi таких процесiв, визначених
на компактi. У роботi [1] виведено деякi оцiн-
ки розподiлiв супремумiв сепарабельних строго
ϕ-субгауссових процесiв квазiдробового ефекту,
визначених на всiй дiйснiй осi. Тi випадки, якi
не розглядалися ранiше, дослiджуються у данiй
статтi.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У роздiлi 2 наведено основнi поняття та
деякi необхiднi результати щодо випадкових ве-
личин та процесiв iз простору Subϕ(Ω), якi да-
лi застосовуються для дослiдження властиво-
стей процесiв квазiдробового ефекту. У роздi-
лi 3 наведено означення строго ϕ-субгауссового
процесу квазiдробового ефекту та обгрунтова-
но iснування таких процесiв. Основнi результа-
ти представлено у роздiлi 4, зокрема, отрима-
но оцiнки для розподiлiв супремумiв строго ϕ-
субгауссових процесiв квазiдробового ефекту та
проiлюстровано процедуру перевiрки виконан-
ня вiдповiдних умов на прикладi субгауссового
процесу квазiдробового ефекту.

2 Необхiднi вiдомостi та результати з те-
орiї ϕ-субгауссових випадкових проце-
сiв

У цьому роздiлi наведено основнi поняття та де-
якi необхiднi результати щодо випадкових вели-
чин та процесiв iз простору Subϕ(Ω) [6, 11].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлича, якщо ϕ(0) = 0, ϕ(x) > 0 при
x �= 0, ϕ(x)

x → 0 при x → 0 та ϕ(x)
x → ∞ при

x → ∞.

Означення 2.2. Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлича. Функцiя ϕ∗ така, що
ϕ∗(x) := supy∈R (xy − ϕ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга –Фенхеля функцiї ϕ.

Приклад 2.1. Якщо ϕ(x) = |x|p
p , x ∈ R, p > 1, то

ϕ∗(x) = |x|q
q , де q таке число, що 1

q +
1
p = 1.

Якщо ϕ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R, то
ϕ∗(x) = (|x|+ 1) ln(|x|+ 1)− |x|.

Умова Q. Для N-функцiї ϕ виконується
умова Q, якщо

lim inf
x→0

ϕ(x)

x2
= C > 0.

Можливо, що C = +∞.
У книзi [18] мiститься детальна iнформацiя

щодо N-функцiй Орлича та їх властивостей.
Нехай (Ω,F ,P)—це стандартний iмовiрнi-

сний простiр.

Означення 2.3. Нехай ϕ—N-функцiя Орли-
ча, для якої виконується умова Q. Випад-
кова величина ξ належить простору Subϕ(Ω)
(простору ϕ-субгауссових випадкових величин),
якщо Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та
iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R вико-
нується нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(aλ)) .

Теорема 2.1. [6] Простiр Subϕ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τϕ(ξ) = sup
λ �=0

ϕ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|
та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(λτϕ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτϕ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то простiр
Subϕ(Ω) = Sub(Ω) називається простором су-
бгауссових випадкових величин.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)—деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя

H(ε) := lnN(T,ρ)(ε), ε > 0,

де N(T,ρ)(ε)—це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Приклад 2.2. Якщо T = [a, b] та ρ—це евклiдо-
ва вiдстань, то для довiльного значення ε > 0:

ln

(
max

{
b− a

2ε
, 1

})
≤ H(T,ρ)(ε) ≤ ln

(
b− a

2ε
+ 1

)
.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є ϕ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subϕ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subϕ(Ω).

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

�
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Приклад 2.3. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 2.6. Сiм’я Δ випадкових вели-
чин iз простору Subϕ(Ω) називається строго ϕ-
субгауссовою (позначається як Δ ∈ SSubϕ(Ω)),
якщо iснує стала CΔ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ Δ, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ CΔ

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (2.2)

Стала CΔ називається визначальною сталою
сiм’ї Δ.

Теорема 2.2. [2] Нехай Δ— строго ϕ-
субгауссова сiм’я випадкових величин. Тодi лi-
нiйне замикання сiм’ї Δ у просторi Subϕ(Ω)
також є строго ϕ-субгауссовою сiм’єю випад-
кових величин iз тiєю ж визначальною ста-
лою.

Означення 2.7. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
ϕ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubϕ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го ϕ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Основнi результати цiєї роботи грунтую-
ться на властивостях ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв, отриманих у роботi [16].

Нехай (T, ρ)— сепарабельний псевдометри-
чний простiр, який можна розбити на злiченну
кiлькiсть компактних множин, котрi позначимо

через Bl, l = 1,∞, тобто T =
∞⋃
l=1

Bl.

Означення 2.8. Нехай q = {q(t), t ∈ T}—
така неперервна функцiя, що q(t) > 0
для всiх t ∈ T . Простiр C(T, q)—це про-
стiр неперервних функцiй f на T таких,
що sup

t∈T
q(t)|f(t)| < ∞. Простiр C0(R, q)—

це простiр неперервних функцiй f таких,
що sup

t∈T
q(t)|f(t)| < ∞ та q(t)f(t) → 0 при

|t| → ∞.

Розглянемо сепарабельний ϕ-субгауссовий
випадковий процес X = {X(t), t ∈ T}. При-
пустимо, що iснують такi неперервнi монотон-
но зростаючi функцiї σl = {σl(h), h > 0}, що

σl(h) → 0, коли h → 0, та для цих функцiй ви-
конуються такi нерiвностi

sup
ρ(t,s)≤h,

t,s∈Bl

τϕ(X(t)−X(s)) ≤ σl(h), l = 1,∞. (2.3)

Введемо такi позначення:

• δl = sup
t∈Bl

q(t),

• wl – деяка точка з множини Bl,

• zl = τϕ(X(wl)),

• κl = σl

(
sup
t∈Bl

ρ(t, wl)

)
, l = 1,∞.

Наступна теорема випливає з леми 3.2 з ро-
боти [16] (с. 113).

Теорема 2.3. Нехай для всiх l = 1,∞ викону-
ються умови:

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du < ∞, (2.4)

та

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du < ∞, (2.5)

де θϕ,ν(x) =
ν(exp{x})
ϕ(−1)(x)

, ν = {ν(u), u ≥ 1} – невiд’-
ємна неспадна функцiя така, що ν(exp{t}) –
опукла. Тодi, якщо

d =
∞∑
l=1

δlzl < ∞

та β = sup
l

κl
zl

< ∞, то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1)

маємо нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈T
|q(t)X(t)|

}
≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1−p)+

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du

))2

=: Γ1(λ, p). (2.6)

Якщо ж

a =

∞∑
l=1

δlκl < ∞
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та γ = sup
l

zl
κl

< ∞, то для всiх λ > 0,

p ∈ (0, 1), справедлива нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈T
|q(t)X(t)|

}
≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν(HBl
(σ

(−1)
l (u))) du

))2

=: Γ2(λ, p). (2.7)

У обох випадках для всiх ε > 0, λ > 0 отриму-
ємо вiдповiдну оцiнку

P

{
sup
t∈T

|q(t)X(t)| ≥ ε

}
≤

inf
0<p<1

inf
λ>0

Γk(λ, p) exp{−λε}, k = 1, 2. (2.8)

3 Строго ϕ-субгауссовi процеси квазi-
дробового ефекту

Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)—дiйснозначний цен-
трований випадковий процес з некорельовани-
ми приростами, визначений на стандартному
ймовiрнiсному просторi, та

E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ R.

Нехай g = (g(t, u), t, u ∈ R)—дiйснозначна
функцiя, яка задовольняє умову:∫ +∞

−∞
g2(t, u)du < ∞, t ∈ R. (3.1)

Означення 3.1. Будемо називати процес

X(t) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)dξ(u), t ∈ R, (3.2)

процесом дробового ефекту, породженим про-
цесом ξ та функцiєю вiдгуку g, де iнтеграл у
(3.2) визначений у середньому квадратичному.

Коварiацiйна функцiя процесу X має ви-
гляд

EX(t)X(s) =

∫ +∞

−∞
g(t, u)g(s, u)du, t, s ∈ R.

У Лемi 3.1 з роботи [25] доведено, що стро-
го ϕ-субгауссовi процеси вигляду (3.2) iснують,
а також виведено оцiнки для норми такого про-
цесу та норми його приростiв.

Лема 3.1. Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R)— строго ϕ-
субгауссовий випадковий процес iз некорельова-
ними приростами та E(ξ(t) − ξ(s))2 = t − s,
t > s ∈ R. Тодi процес X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u),

t ∈ R, теж є строго ϕ-субгауссовим процесом
та для довiльних t, s ∈ R

τϕ(X(t)) ≤ cξ

(∫ +∞

−∞
g2(t, u)du

)1/2

, (3.3)

τϕ(X(t)−X(s)) ≤

cξ

(∫ +∞

−∞
(g(t, u)− g(s, u))2du

)1/2

,(3.4)

де cξ — визначальна стала процесу ξ.

Приклад 3.1. Вiнерiвський процес W (t), t ≥ 0,
має незалежнi прирости, E(W (t) − W (s))2 =
t − s, t > s ≥ 0, та для t ∈ [0, 1] його можна
зобразити у виглядi випадкового ряду

W (t) = tη0 +
√
2

∞∑
k=1

sin kπt

kπ
ηk, (3.5)

де ηk, k ≥ 0,—незалежнi стандартнi гауссовi
випадковi величини (див., наприклад, [10, 5]).

Оскiльки
∞∑
k=1

1
(kπ)2

< ∞, то ряд у зображен-

нi (3.5) збiжний у середньому квадратичному.
Якщо замiсть ηk, k ≥ 0, у цей розклад пiдста-
вити незалежнi строго ϕ-субгауссовi випадковi
величини {ξk, k ≥ 0} такi, що Eξ2k = 1 ∀k ≥ 0,
то випадковий процес

ξ(t) = tξ0 +
√
2

∞∑
k=1

sin kπt

kπ
ξk, t ∈ [0, 1],

буде строго ϕ-субгауссовим випадковим проце-
сом iз тiєю ж визначальною сталою, що й для
сiм’ї {ξk, k ≥ 0} (див. [2]: приклад 2.4 с. 37).
При цьому E(ξ(t)− ξ(s))2 = t− s, t > s ∈ [0, 1].

Означення 3.2. Будемо називати процес
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u) строго ϕ-субгауссовим

процесом квазiдробового ефекту, якщо ξ є стро-
го ϕ-субгауссовим випадковим процесом.
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4 Оцiнювання розподiлу супремуму
строго ϕ-субгауссового процесу ква-
зiдробового ефекту

Нехай T ≡ R та ρ(t, s) = |t− s|, t, s ∈ R.
Розiб’ємо R на злiченну кiлькiсть неперетинних

множин: R =
∞⋃
l=1

Bl, де Bl = [bl, bl+1), bl < bl+1,

l = 1,∞.

Теорема 4.1. Нехай для сепарабельного стро-
го ϕ-субгауссового процесу квазiдробового ефе-
кту X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, iснують

такi функцiї rl = (rl(h), h ≥ 0), l = 1,∞, та
k = (k(u), u ∈ R), що для функцiї вiдгуку g ви-
конуються нерiвностi:

|g(t, u)− g(s, u)| ≤ rl(|t− s|)k(u), (4.1)

де t, s ∈ Bl, l = 1,∞, u ∈ R, функцiї rl є
такими невiд’ємними неперервними монотон-
но зростаючими функцiями, що rl(h) → 0 при
h → 0, а функцiя k є невiд’ємною неперервною
i задовольняє умову

∫
R
k2(u)du < ∞.

Нехай iснують такi точки wl ∈ [bl, bl+1),
l = 1,∞, i неперервна функцiя q = {q(t), t ∈ R},
0 < q(t) < 1 ∀t ∈ R, що виконуються такi умо-
ви:

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du < ∞, (4.2)

та

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du < ∞,

(4.3)
де θϕ,ν(x) =

ν(exp{x})
ϕ(−1)(x)

, ν = {ν(u), u ≥ 1} – невiд’-
ємна неспадна функцiя така, що ν(exp{t}) –

опукла, c =

⎛
⎝cξ
(

+∞∫
−∞

k2(u)du

) 1
2

⎞
⎠

−1

. Тодi:

i) якщо

d =
∞∑
l=1

δlzl < ∞ та β = sup
l

κl

zl
< ∞,

то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1) маємо нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1−p)+

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

=: Γ̂1(λ, p); (4.4)

ii) якщо ж

a =

∞∑
l=1

δlκl < ∞ та γ = sup
l

zl
κl

< ∞,

то для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1), справедлива нерiв-
нiсть

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

=: Γ̂2(λ, p). (4.5)

У обох випадках для всiх ε > 0, λ > 0 отри-
муємо вiдповiдну оцiнку розподiлу супремуму
строго ϕ-субгауссового процесу квазiдробового
ефекту X:

P

{
sup
t∈R

q(t)|X(t)| ≥ ε

}
≤

inf
0<p<1

inf
λ>0

Γ̂k(λ, p) exp{−λε}, k = 1, 2. (4.6)

Доведення. Якщо виконується умова (4.1), то з
того, що X є строго ϕ-субгауссовим процесом,
випливає, що для довiльного значення h ≥ 0

sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

τϕ(X(t)−X(s)) ≤

≤ sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξ

⎛
⎝ +∞∫
−∞

(g(t, u)− g(s, u))2 du

⎞
⎠

1
2

≤

≤ sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξ

⎛
⎝ +∞∫
−∞

(rl(|t− s|)k(u))2 du
⎞
⎠

1
2

=

= sup
|t−s|≤h,

t,s∈Bl

cξrl(|t− s|)
⎛
⎝ +∞∫
−∞

k2(u)du

⎞
⎠

1
2

≤

≤ cξrl(h)

⎛
⎝ +∞∫
−∞

k2(u)du

⎞
⎠

1
2

=: σl(h). (4.7)

	�
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Позначимо c :=

⎛
⎝cξ
(

+∞∫
−∞

k2(u)du

) 1
2

⎞
⎠

−1

. Тодi

σl(h) = c−1rl(h), h ≥ 0, та σ
(−1)
l (u) = r

(−1)
l (cu),

u ≥ 0. Вiдповiдно, коли Bl = [bl, bl+1), bl < bl+1,
l = 1,∞, функцiю HBl

(
σ
(−1)
l (u)

)
, u ≥ 0, можна

оцiнити так:

HBl

(
σ
(−1)
l (u)

)
≤ ln

(
bl+1 − bl

2σ
(−1)
l (u)

+ 1

)
=

= ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

)
, l = 1, 2, . . . (4.8)

Оскiльки функцiя θϕ,ν(x)—неспадна, то зi збi-

жностi iнтеграла
pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1−bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

випливає збiжнiсть iнтеграла в умовi (2.4) тео-
реми 2.3. Зi збiжностi ряду в умовi (4.3) випли-
ває виконання умови (2.5). Отже, якщо сепара-
бельний ϕ-субгауссовий процес квазiдробового
ефекту X задовольняє умови (4.1)–(4.3), то для
нього виконуються всi умови теореми 2.3 i, вiд-
повiдно, справедливi оцiнки (2.6) та (2.7).

З нерiвностi (4.8) та властивостей функцiї
θϕ,ν(x) для всiх λ > 0, p ∈ (0, 1) отримуємо у
випадку i) таку оцiнку:

E exp

{
λ sup

t∈R
q(t)|X(t)|

}
≤ Γ1(λ, p) ≤

2 exp

{
ϕ

(
λd

1− p

)
(1− p) +

∞∑
l=1

δlzl
d

ϕ

(
λdκl

zl(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

= Γ̂1(λ, p),

а у випадку ii) будемо мати

E exp

{
λ sup

t∈R

q(t)|X(t)|
}

≤ Γ2(λ, p) ≤

2 exp

{
1− p

a

∞∑
l=1

δlκlϕ

(
λazl

(1− p)κl

)
+ ϕ

(
λa

(1− p)p

)
p

}

×
(
ν(−1)

(
λ

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du

))2

= Γ̂2(λ, p).

З наведеного вище та нерiвностi Чебишева
випливають оцiнки (4.6).

Наслiдок 4.1. Якщо строго ϕ-субгауссовий
процес квазiдробового ефекту
X(t) =

∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R, є неперерв-

ним та задовольняє умови теореми 4.1, то
з iмовiрнiстю 1 вiн належить зваженому
простору неперервних функцiй C(R, q), де
q = {q(t), t ∈ R} – така неперервна додатна
«вагова» функцiя, що q(t) < 1, t ∈ R.

Приклад 4.1. Проiлюструємо процедуру пере-
вiрки виконання умов Теореми 4.1.

Нехай ξ = (ξ(t), t ∈ R) ∈ SSubϕ(Ω) – строго
ϕ-субгауссовий сепарабельний випадковий про-
цес iз некорельованими приростами, ϕ(x) = x2

2 ,
x ∈ R. Це означає, що ξ є строго субгауссовим
процесом. При цьому Eξ2(t) = τ2(ξ(t)) для всiх
t ∈ R, де τ(·) = τϕ(·) —це норма у просторi су-
бгауссових випадкових величин Sub(Ω) [6]. То-
дi cξ = 1, ϕ(−1)(v) =

√
2v, v ≥ 0, та ζϕ(v) =

v
ϕ(−1)(v)

= v√
2v

=
√

v
2 .

Нехай дiйснозначна функцiя g =
(g(t, u), t, u ∈ R) має вигляд

g(t, u) =
sin(tu)

|u|δ + 1
, t, u ∈ R, δ > 1. (4.9)

Вона задовольняє умову∫ +∞

−∞
g2(t, u)du =

∫ +∞

−∞
sin2(tu)

(|u|δ + 1)2
du < ∞, t ∈ R.

Отже, процес X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u), t ∈ R,

є коректно визначеним сепарабельним строго
субгауссовим процесом квазiдробового ефекту,
породженим процесом ξ та функцiєю вiдгуку g,
причому τ2(X(t)) = EX2(t) для всiх t ∈ R.

Прирiст функцiї g можна оцiнити так:

|g(t, u)− g(s, u)| = | sin(tu)− sin(su)|
|u|δ + 1

=

∣∣∣2 sin u(t−s)
2 cos u(t−s)

2

∣∣∣
|u|δ + 1

≤ 2

∣∣∣∣u(t− s)

2

∣∣∣∣
α 1

|u|δ + 1
=

21−α|u|α|t− s|α
|u|δ + 1

= |t−s|α·2
1−α|u|α
|u|δ + 1

= r(t−s)k(u),

де r(t − s) = |t − s|α, k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, t, s, u ∈
R, δ > 1, α = min(1, δ − 1) ∈ (0, 1].

Функцiя r(h) = |h|α, h ∈ R, є невiд’ємною
неперервною монотонно зростаючою та r(h) →
0 при h → 0.

Функцiя k(u) = 21−α|u|α
|u|δ+1

, u ∈ R, невiд’ємна
неперервна i∫

R

k2(u)du =

∫
R

22−2α|u|2α
(|u|δ + 1)2

du < ∞.
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Отже, функцiя g задовольняє умову (4.1).
Розглянемо процес X на iнтервалi [0,+∞).

Виберемо розбиття R
+ =

∞⋃
l=0

[bl, bl+1) так, щоб

послiдовнiсть {bl, l = 0, 1, 2, . . .} була моно-
тонно зростаючою, b0 = 0 та sup

l≥0

bl
bl+1

=

b < 1. Нагадаємо, що wl – деяка точка з
[bl, bl+1). Нехай wl = bl, l = 0, 1, 2, . . .. Тодi

κl = σl

(
sup
t∈Bl

ρ(t, wl)

)
= σl

(
sup

t∈[bl,bl+1)
|t − bl|

)
=

c−1(bl+1 − bl)
α, оскiльки σl(h) = c−1rl(h) =

c−1hα, h ≥ 0.
Далi, r(−1)

l (cu) = (cu)1/α,

ν

(
exp

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

)))
=

= ν

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

)
,

ϕ(−1)

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=

√
2

(
ln

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

))
,

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=
ν
(
ln
(

bl+1−bl
2(cu)1/α

+ 1
))

√
2
(
ln
(

bl+1−bl
2(cu)1/α

+ 1
)) .

Нехай ν(x) = lnx, x ≥ 1. Тодi

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
=

=

(
1

2
ln

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

+ 1

)) 1
2

.

Iнтеграл в умовi (4.2) буде збiжним, якщо α =
min(1, δ − 1) > 1

2 , тобто, треба обирати δ > 3
2 :

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du ≤

≤
pκl∫
0

(
1

2

(
bl+1 − bl
2(cu)1/α

)) 1
2

du =

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α

pκl∫
0

1

u1/2α
du =

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α
(pκl)

1− 1
2α

1− 1
2α

=

=
(bl+1 − bl)

1
2

2c1/2α
(pc−1(bl+1 − bl)

α)1−
1
2α

1− 1
2α

=

=
(bl+1 − bl)

αp1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

< ∞, α ∈ (
1

2
; 1].

Оцiнимо ряд в умовi (4.3):

∞∑
l=1

δl

pκl∫
0

θϕ,ν

(
ln

(
bl+1 − bl

2r
(−1)
l (cu)

+ 1

))
du ≤

≤
∞∑
l=1

δl
(bl+1 − bl)

αp1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

=

=
p1−

1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

δl(bl+1 − bl)
α.

Тепер оберемо послiдовнiсть {bl, l = 0, 1, 2, . . .}
так: b0 = 0, bl = el, l = 1, 2, . . .. У випадку тако-
го розбиття iснує щонайменше одна неперервна
функцiя q = {q(t), t ∈ [0,+∞)}: q(t) ∈ (0, 1) ∀t ∈
[0,+∞), яка дає нам можливiсть забезпечити
виконання умови (4.3):

q(t) =

{
1

eα+μ , t ∈ [0, e),
1

tα+μ , t ∈ [e,+∞),
μ > 0.

Для цiєї функцiї δ0 = e−(α+μ), δl = e−(α+μ)l,
l = 1, 2, . . . та

p1−
1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

δl(bl+1 − bl)
α =

=
p1−

1
2α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

e−(α+μ)l(el+1 − el)α =

=
p1−

1
2α (e− 1)α

2c(1− 1
2α)

∞∑
l=1

e−μl =

=
p1−

1
2α (e− 1)α

2c(1− 1
2α)(e

μ − 1)
< ∞,

отже, умова (4.3) теж виконується.
Сепарабельний строго субгауссовий процес

квазiдробового ефекту X(t) =
∫ +∞
−∞ g(t, u)dξ(u)

з функцiєю вiдгуку вигляду (4.9) задовольняє
умови пункту ii) Теореми 4.1. Покажемо це: zl =

τ(X(wl)) = (EX2(bl))
1
2 =

(∫ +∞
−∞

sin2(elu)
(|u|δ+1)2

du
) 1

2 ,
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κl = c−1(bl+1− bl)
α = c−1eαl(e− 1)α, l = 1, 2, . . .,

де c =

(
+∞∫
−∞

k2(u)du

)− 1
2

, оскiльки cξ = 1. Звiдси

a =

∞∑
l=1

δlκl =

∞∑
l=1

e−(α+μ)lc−1eαl(e− 1)α =

= c−1(e− 1)α
∞∑
l=1

e−μl =
(e− 1)α

c(eμ − 1)
< ∞,

γ = sup
l

(∫ +∞
−∞

sin2(elu)
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

eαl(e− 1)α
(∫ +∞

−∞
22−2α|u|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

≤

≤ sup
l

(∫ +∞
−∞

|elu|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

eαl(e− 1)α
(∫ +∞

−∞
22−2α|u|2α
(|u|δ+1)2

du
) 1

2

=

= sup
l

eαl

21−αeαl(e− 1)α
=

1

21−α(e− 1)α
< ∞.

Отже, для процесу квазiдробового ефекту
X виконуються умови (4.1)–(4.3) та умови пун-
кту ii) Теореми 4.1, тому для нього справе-
длива оцiнка (4.6) при k = 2 та з iмовiрнi-
стю 1 вiн належить зваженому простору непе-
рервних функцiй C(R+, q) з ваговою функцiєю

q(t) =

{
1

eα+μ , t ∈ [0, e),
1

tα+μ , t ∈ [e,+∞),
μ > 0.

Висновки

У роботi деякi результати, отриманi для ви-
падкових процесiв iз простору Subϕ(Ω), засто-
совано для дослiдження властивостей проце-
сiв квазiдробового ефекту. Виведено новi оцiн-
ки для розподiлiв супремумiв строго ϕ-субгаус-
сових процесiв квазiдробового ефекту. Сформу-
льовано умови належностi таких процесiв зва-
женим просторам неперервних функцiй. Про-
iлюстровано процедуру перевiрки виконання
умов вiдповiдної теореми на прикладi субгаус-
сового процесу квазiдробового ефекту.
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У роботi вивчається асимптотична поведiнка оцiнок Коенкера - Бассетта параметрiв лi-
нiйної моделi регресiї з дискретним часом спостереження та випадковим шумом, який є не-
лiнiйним локальним перетворенням гауссiвського стацiонарного часового ряду з сингулярним
спектром. Мета роботи полягає в отриманнi вимог до функцiї регресiї та часового ряду, що
моделює випадковий шум, за яких оцiнки Коенкера - Бассетта параметрiв функцiї регресiї є
асимптотично нормальною.

Ключовi слова: лiнiйна модель регресiї, функцiя регресiї, локальне перетворення гауссiвсько-
го стацiонарного часового ряду, оцiнка Коенкера - Бассетта, асимптотична нормальнiсть.

Asymptotic properties of Koenker - Bassett estimators of linear regression model parameters with
discrete observation time and random noise being nonlinear local transformation of Gaussian stationary
time series with singular spectrum are studied. The goal of the work lies in obtaining the requirements
to regression function and time series that simulates the random noise, under which the Koenker -
Bassett estimators of regression model parameters are asymptotically normal. Linear regression model
with discrete observation time and bounded open convex parametric set is the object of the studyi-
ng. Asymptotic normality of unknown parameters Koenker - Bassett estimators are obtained. For
getting these results complicated concepts of time series theory and time series statistics have been used,
namely: local transformation of Gaussian stationary time series, stationary time series with singular
spectral density, spectral measure of regression function, admissibility of singular spectral density of
stationary time series in relation to this measure, expansions by Chebyshev - Hermite polynomials of
the transformed Gaussian time series values and it‘s covariances, central limit theorem for weighted
sums of the values of such a local transformation.

Key Words: linear regression model, regression function, local transformation of Gaussian stationary
time series, Koenker - Bassett estimators, asymptotic normality.

Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Вступ

Регресiйний аналiз – це важлива частина мате-
матичної та прикладної статистики.

У роботi розглядається лiнiйна модель ре-
гресiї з дискретним часом спостереження, яка
є складною в тому розумiннi, що випадко-
вий шум є локальним нелiнiйним перетворен-
ням стацiонарного гауссiвського часового ряду

з сингулярною спектральною щiльнiстю (зокре-
ма, ця щiльнiсть може вiдповiдати сильно зале-
жному часовому ряду). Вивчення часових рядiв
з несумовними коварiацiйними функцiями по-
роджує складнi ймовiрнiснi та статистичнi за-
дачi. Однак, дослiдження останнiх дисятирiчь
пiдтвердили, що статистичнi данi наукових га-
лузей, показують сильну залежнiсть: див. моно-

c© О.В. Iванов, Н.В. Каптур, I.М. Савич, 2019
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графiю Дж. Берана та iн. [1], яка мiстить огляд
та бiблiографiю з тематики сильної залежностi.

В теорiї статистичного оцiнювання ваго-
ме мiсце займає оцiнка квантильної регресiї,
або оцiнка Коенкера-Бассетта (ОКБ) [2], яка
означається з використанням непарної функцiї
втрат та є оцiнкою невiдомого параметра кван-
тиля спостережень. Теорiя таких оцiнок розви-
валась у великiй кiлькостi робiт: див., напри-
клад, монографiю Р. Коенкера [3] та дисертацiю
I.М. Савич [4].

У роботi дослiджується модель квантиль-
ної регресiї фiксованого рiвня β ∈ (0, 1). Спо-
стереження у такiй моделi можна записати у
виглядi суми квантильної функцiї регресiї та
"похибок" спостережень, про функцiю розподi-
лу яких F (x), x ∈ R, вiдомо, що F (0) = β (див.,
наприклад, статтю П.Ф. Тарасенка, А.В. Жу-
равльова [5]. У роботi зроблено припущення
про рiвнiсть нулю середнього значення похибок
спостережень. Таке припущення, взагалi кажу-
чи, спрощує iдею квантильної регресiї, але ми
отримуємо можливiсть вивчати стандартнi мо-
делi регресiї з несиметричними похибками спо-
стережень i отримувати робастнi ОКБ параме-
трiв регресiї, використовуючи функцiю втрат
Коенкера-Бассетта (див., наприклад, I.В. Ор-
ловський [6]). Зауважимо також, що ОКБ уза-
гальнює оцiнку найменших модулiв у тому ро-
зумiннi, що оцiнка найменших модулiв є оцiн-
кою невiдомого параметра медiани рiзнорозпо-
дiлених спостережень.

2 Опис моделi. Основнi припущення i
позначення

Розглянемо модель регресiї

Xj = g(j, θ) + εj , j ∈ 1, N, (1)

де g(j, θ) =
q∑

i=1
θigi(j), j � 1, θ = (θ1, ..., θq) ⊂

Θ ⊂ R
q, Θ – вiдкрита опукла обмежена мно-

жина. Вiдносно похибок спостережень εj при-
пустимо наступне.

A1. εj , j ∈ Z, локальне перетворення гаус-
сiвського стацiонарного часового ряду ξj , j ∈
Z, а саме: εj = G(ξj), G(x), x ∈ R, – борелева
функцiя така, що Eε0 = 0, Eε20 < ∞.

A2. Часовий ряд ξj , j ∈ Z, визначено на
ймовiрносному просторi (Ω,F , P ), Eξ0 = 0, а

його коварiацiйну функцiю задано виразом

B(j) = Eξjξ0 =
r∑

l=0

AlBαl
,χl

(j), j ∈ Z, r � 0,

(2)

причому Al > 0,
r∑

l=0

Al = 1,

Bαl
,χl

(j) =
cos(χlj)

(1 + j2)αl/2
,

αl ∈ (0, 1), l = 0, r, 0 � χ0 < χ1 < ... < χr < π.
Позначимо F (x), x ∈ R, функцiю розподiлу

випадкової величини ε0.
A3. F (0) = β, β ∈ (0, 1).
Введемо функцiю втрат

ρβ(x) =

{
βx, x � 0,

(β − 1)x, x < 0.
(3)

Рис. 1. Графiк функцiї y = ρ1/3(x).

Означення 1. Квантильною оцiнкою, або
ОКБ, параматра θ ∈ Θ, отриманою за спосте-
реженнями ( 1) називається будь-який випад-
ковий вектор θ̂N = θ̂N (Xj , j = 1, N) ∈ Θc та-
кий, що

QN (θ̂N ) = min
τ∈Θc

QN (τ), QN (τ) =

N∑
j=1

ρβ(Xj−g(j, τ)),

Θc – замикання множини Θ.

За введених умов оцiнка θ̂N iснує [7].
Позначимо

d2N = diag
(
d2iN

)q
i=1

, d2iN =

N∑
j=1

g2i (j), (4)

та припустимо, що є вiрними наступнi нерiвно-
стi.

B1(i) 0 < ci � lim inf
N→∞

N−1/2diN �
lim sup
N→∞

N−1/2diN � ci < ∞, i = 1, q.
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Зробимо замiну змiнних у функцiї регре-
сiї u = N−1/2dN (τ − θ) та покладемо h(j, u) =
g(j, θ + N1/2d−1

N u). Тодi множина Θ трансфор-
мується в множину UN (θ) = N−1/2dN (Θ− θ), а
оцiнка θ̂N – в оцiнку uN = N−1/2dN (Θ− θ).

Запишемо

Q∗
N (u) = QN (θ +N1/2d−1

N u), u ∈ U
c
N (θ);

V (r) = {u ∈ R
q : ||u|| < r}, r > 0;

εj = ε+j + ε−j ,

ε+j = εjχ{εj � 0}, ε−j = εjχ{εj < 0};

I(N) =
(
Iik(N)

)q
i,k=1

,

Iik(N) = N−1
N∑
j=1

gi(j)gk(j).

Позначимо λmin(I(N)) – найменше власне чи-
сло матрицi I(N). B1(ii). Для достатньо вели-
ких N(N > N0)

λmin(I(N)) � λ > 0. (5)

Отримаємо з умов B1(i) та B1(ii) кориснi для
нас нерiвностi. Для будь-якого достатньо мало-
го ε > 0 та N > N0 справджується N− 1

2diN �
ci − ε, звiдки

N
1
2d−1

iN � 1

ci − ε
� max

i�i�q

( 1

ci − ε

)

=
1

min ci − ε
, i = 1, q.

(6)

З iншого боку, N− 1
2diN � ci + ε, звiдки

N
1
2d−1

iN � 1

ci + ε
� min

1�i�q

( 1

ci + ε

)
=

1

max ci + ε
, i = 1, q.

(7)

Оцiнимо величину

N−1Φ2N (u1, u2) =

N−1
N∑
j=1

( q∑
i=1

gi(j)N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)
)2

=

N−1
N∑
j=1

( q∑
i,k=1

gi(j)gk(j)×

N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)N
1
2d−1

kN (uk1 − uk2)
)
=

q∑
i,k=1

(
N−1

N∑
j=1

gi(j)gk(j)×

N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)N
1
2d−1

kN (uk1 − uk2)
)
�

q∑
i,k=1

N− 1
2diNN− 1

2dkN×

N
1
2d−1

iNN
1
2d−1

kN |ui1 − ui2| |uk1 − uk2| =( q∑
i=1

|ui1 − ui2|
)2

� q||u1 − u2||2.

(8)

Припустимо, що для довiльного r > 0 iснує
�(r) > 0 таке, що для N > N0

inf
u∈Uc

N (θ)\V c(r)
N−1EQ∗

N (u) � Eε+0 +�(r), (9)

У роботi [4] доведено, що якщо виконуються
умови A1 – A3, B1(i) (в певнiй модифiкацiї
для неперервного нелiнiйного випадку) та умо-
ва розрiзнення параметрiв (9), то для довiльно-
го r > 0

P
{
||uN || � r

}
= O(N−α) при N → ∞. (10)

де α = min
0�l�r

αl, а αl – константи з умови

A2. Спiввiдношення (10) є деякою пiдсиле-
ною властивiстю слабкої консистентностi оцiн-
ки Коенкера-Бассетта.

Далi розглянемо поняття припустимостi
спектральної щiльностi стацiонарного часового
ряду з сингулярним спектром, що грає важливу
роль в доведеннi асимптотичної нормальностi
оцiнки ОКБ.

3 μ - припустимiсть спектральної щiль-
ностi стацiонарного часового ряду з
сингулярним спектром

Для зручностi сприйняття розглянемо ξ(t), t ∈
R, – неперервний в середньому квадратичному

�
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стацiонарний випадковий процес з нульовим се-
реднiм та коварiацiйною функцiєю, яка є непе-
рервним аналогом коварiацiйної функцiї стацiо-
нарного часового ряду ξj , j ∈ Z , умови A2,
тобто

B(t) = Eξ(t)ξ(0) =

r∑
l=0

AlBαl
,χl

(t), t ∈ R, r � 0,

(11)

де Al > 0, l = 0, r,
r∑

l=0

Al = 1,

Bαl
,χl

(t) =
cos(χlt)

(1 + t2)αl/2
, αl ∈ (0, 1), l = 0, r,

0 � χ0 < χ1 < ... < χr < π.
(12)

Модель коварiацiйної функцiї (11),(12) було
вперше розглянуто в роботi [8], тому що спек-
тральну щiльнiсть, вiдповiдну данiй коварiацiй-
нiй функцiї, можна записати в явному виглядi,
причому її сингулярностi, як ми побачимо, мо-
жуть знаходитись не тiльки в нулi, як у випадку
сильно залежного процесу. Коварiацiйна фун-
кцiя (11),(12) використовувалась також у пiз-
нiших роботах [4, 9, 10] та iн.

Спектральна щiльнiсть f̃(λ), λ ∈ R, проце-
су ξ(t), t ∈ R, має вигляд

f̃(λ) =

r∑
l=0

Alf̃αl
,χl

(λ), λ ∈ R, (13)

де для l = 0, r, λ ∈ R

f̃αl
,χl

(λ) =
c1(αl)

2

(
Kαl−1

2

(|λ+ χl|)|λ+ χl|
αl−1

2 +

Kαl−1

2

(|λ− χl|)|λ− χl|
αl−1

2

)
,

(14)

c1(α) =
2(1−α)/2

√
πΓ (α2 )

,

Kν(z) =
1

2

∞∫
0

sν−1exp
{
−1

2

(
s+

1

s

)
z
}
ds,

z � 0, ν ∈ R. Функцiя Kν(z), z � 0, називає-
ться модифiкованою функцiєю Бесселя 2-го ро-
ду порядку ν, або функцiєю Макдональда. За-
уважимо, що

K−ν(z) = Kν(z)

i для z → 0

Kν(z) � Γ (ν)2ν−1z−ν , ν > 0.

В околах точок λ = ±χl, l = 0, r,

f̃αl
,χl

(λ) =
c2(αl)

2

[
|λ+ χl|αl−1(1− hl(|λ+ χl|))+

|λ− χl|αl−1(1− hl(|λ− χl|))
]
,

(15)
причому c2(λ) = (2Γ (α) cos απ

2 )−1,

hl(|λ|) =
Γ (

αl+1

2

Γ (3−αl
2

∣∣∣λ
2

∣∣∣1−αl

+
Γ (

αl+1

2

4Γ (3+αl
2

∣∣∣λ
2

∣∣∣2+o(|λ|2),

λ → 0, l = 0, r,

див. Donoghue [11], с.293, та Anh et al. [8]. Таким
чином, спектральна щiльнiсть (13) має 2r+2 то-
чки сингулярностi, якщо χ0 �= 0, та 2r+1 точку
сингулярностi, якщо χ0 = 0. Процес ξ(t), t ∈ R,
є процесом з сильною залежнiстю, якщо χ0 = 0.

Коварiацiйна функцiя B(j), j ∈ Z, стацiо-
нарного часового ряду ξj , j ∈ Z, умови A2 має
спектральне представлення

B(j) =

π∫
−π

eiλjf(λ)dλ, j ∈ Z, (16)

тобто B(j), j ∈ Z, – послiдовнiсть коефiцiентiв
Фур’є спектральної щiльностi

f(λ) =

r∑
l=0

Alfαl
,χl

(λ), λ ∈ [−π, π]. (17)

Зауважимо, що спектральна щiльнiсть (17)
та спектральна щiльнiсть (13), що вiдповiдає
неперервному аналогу (11) коварiацiйної фун-
кцiї B(j), j ∈ Z, пов’язанi мiж собою спiввiд-
ношенням [12]

f(λ) =

∞∑
k=−∞

f̃(λ+ 2πk), λ ∈ [−π, π]. (18)

Оскiльки функцiя Макдональда має власти-
вiсть ( [13], 8.451, 6)

Kν(z) ∼
√

π

2z
e−z(1 +O(

1

z
)), z → +∞, ν � 0,

(19)
то ряд (18) збiгається, i фунцiя f(λ) означена
коректно. Бiльше того ми можемо сказати, що
функцiя f(λ) має, як i функцiя f̃(λ), тi ж самi
сингулярностi в точках λ = ±χl ∈ (−π, π), l =
0, r.

�	
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Розглянемо функцiю регресiї лiнiйної моде-
лi (1):

g(j, θ) =

q∑
i=1

θigi(j), j = 1, N.

Нехай B−σ – алгебра борелевих пiдмножин iн-
тервалу [−π, π]. Введемо матричну мiру μN (dλ)
на ([−π, π],B) з матрицею щiльностi(

μkl
N (λ)
)q
k,l=1

=
(
gkN (λ)glN (λ)×

( π∫
−π

|gkN (λ)|2dλ
π∫

−π

|glN (λ)|2dλ
)−1/2)q

k,l=1
,

(20)

gkN (λ) =

N∑
j=1

eiλjgk(j), λ ∈ [−π, π], k = 1, q.

Зауважимо, що d2kN = (2π)−1
π∫

−π
|gkN (λ)|2dλ.

B2. Послiдовнiсть мiр μN (dλ) слабко збi-
гається до додатно визначеної матричної мiри
μ(dλ) :

μN =⇒ μ, N → ∞. (21)

Умова B2 означає, що елементи μkl(dλ) ма-
трицi μ(dλ) є комплекснi заряди обмеженої ва-
рiацiї, матрицi μ(B), B ∈ B, невiд’ємно визна-
ченi, причому μ([−π, π]) – додатно визначена
матриця. Крiм цього, для будь-якої неперерв-
ної та обмеженої функцiї a(λ), λ ∈ [−π, π],

π∫
−π

a(λ)μN (dλ) −→
π∫

−π

a(λ)μ(dλ), N → ∞. (22)

Означення 2. [13, 14] Мiра μ(dλ) називається
спектральною мiрою функцiї регресiї g(j, θ).

За умов lim
N→∞

d2N = ∞, max
1�j�N

|gi(j)| = o(dN )

при N → ∞, i = 1, q, компоненти μkl(dλ) мiри
μ(dλ) можна визначити iз спiввiдношень [14]

Rkl(h) = lim
N→∞

d−1
kNd−1

lN

N∑
j=1

gk(j + h)gl(j) =

π∫
−π

eiλhμkl(dλ), k, l = 1, q,

(23)

якi виконано при кожному h ∈ Z.

Спектральна мiра функцiї регресiї грає ва-
жливу роль в отриманнi властивостi асимпто-
тичної нормальностi ОКБ.

Позначимо

JN =
(
Jkl,N

)N
k,l=1

=

(
d−1
kNd−1

lN

N∑
j=1

gk(j)gl(j)
)q
k,l=1

.
(24)

Тодi з (20) при a(λ) = 1, λ ∈ [−π, π],

JN =

π∫
−π

μN (dλ) −→

π∫
−π

μ(dλ) = μ([−π, π]) = J, N → ∞,

(25)

причому матриця J додатно визначена за озна-
ченням спектральної мiри μ. Таким чином, i ма-
трицi ΛN = J−1

N додатно визначенi для N > N0.
Крiм цього, lim

N→∞
ΛN = Λ = J−1 також додатно

визначена матриця.
З iншого боку, коли a(λ) втрачає властиво-

стi неперервностi та обмеженостi, спiввiдноше-
ння (22) може в деяких випадках також вико-
нуватись. Дамо вiдповiдне означення для спек-
тральної щiльностi стацiонарного часового ря-
ду a(λ) = f(λ), λ ∈ [−π, π].

Означення 3. [14] Спектральна щiльнiсть f
називається μ – припустимою, якщо вона iн-
тегровна за мiрою μ, тобто всi елементи ма-

трицi
π∫

−π

f(λ)μ(dλ) скiнченнi, та для a = f ви-

конується( 22).

Далi нас буде цiкавити властивiсть μ – при-
пустимостi спектральної щiльностi f(λ), λ ∈
[−π, π], яку задано формулою (18). Нехай для
визначеностi χ0 = 0, i ми розглядаємо мно-
жину iндексiв I = {−r, r}. Покладемо λ−l =
−λl, λl = χl, l = 1, r, λ0 = χ0 = 0. Спираючись
на формули (14), (15) та (18), можна стверджу-
вати iснування такого достатньо великого чи-
сла c0 > 0, що для всiх c � 0 знайдуться околи
Vl(c) точок λl, l ∈ I, для яких

{λ ∈ [−π, π] : f(λ) > c} ⊂
⋃
l∈I

Vl(c), (26)

причому Vl(c) у (26) не перетинаються та мiри
Лебега m(Vl(c)) → 0 при c → ∞, l ∈ I.
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B3. Для N > N0

d−1
kN max

λ∈Vl(c0)
|gkN (λ)| � hlk < ∞, l ∈ I, k = 1, q.

(27)
Наступне твердження є варiантом загаль-

ної теореми роботи [9] для дискретного часу
спостережень та спектральної щiльностi (18) i
доводиться аналогiчно.

Теорема 1. Нехай виконуються умови
A2,B2,B3 та спектральна щiльнiсть f iнте-
гровна за мiрою μ. Тодi f є μ – припустимою
функцiєю.

У подальшому текстi роботи ми побачимо,
що теорема 1 потрiбна для доведення асимпто-
тичної нормальностi ОКБ.

Нехай деяка функцiя Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx).
Тодi її можна розкласти в цьому гiльбертово-
му просторi в ряд Фур’є

Ψ(x) =

∞∑
n=0

Cn(Ψ)

n!
Hn(x),

Cn(Ψ) =

∞∫
−∞

Ψ(x)Hn(x)ϕ(x)dx, n � 0,

(28)

У формуваннi центральної граничної тео-
реми (див. нижче) будемо вважати, що C0 =
∞∫

−∞
Ψ(x)ϕ(x)dx = EΨ(ε0) = 0.

Означення 4. Функцiя Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx)
має ранг Ермiта m (Hrank(Ψ) = m), якщо або
Cm(Ψ) �= 0 та m = 1, або для деякго m � 2

C1(Ψ) = ... = Cm−1(Ψ) = 0, Cm(Ψ) �= 0. (29)

У сформульованiй нижче центральнiй гра-
ничнiй теоремi для деякої випадкової вектор-
ної суми використано поняття ермiтового ран-
гу функцiї та присутнi спектральнi щiльностi,
що вiдповiдають стацiонарним часовим рядам
iз коварiацiйними функцiями Br(j), r ∈ N, де
B(j), j ∈ Z, – коварiацiйна функцiя часового
ряду ξj , j ∈ Z, з умови A2.

Добре вiдомо, що коварiацiйнiй функцiї
Br(t), t ∈ R, r � 2, де B(t) – коварiацiйна фун-
кцiя (11), вiдповiдає r - та згортка

f̃∗r(λ) =
∫

Rr−1

f̃(λ− λ2 − ...− λr)×

r∏
i=2

f̃(λi)dλ2...dλr, λ ∈ R,

(30)

спектральної щiльностi (13)-(15), розглянуто-
го вище стацiонарного випадкового процесу
ξ(t), t ∈ R. Тодi за формулою Е. Хеннана (18)
коварiацiйнiй функцiї Br(j), j ∈ Z, вiдповiдає
спектральна щiльнiсть

f (r)(λ) =

∞∑
k=−∞

f̃∗r(λ+ 2πk), λ ∈ [−π, π], r � 2.

(31)
Будемо вважати за означенням, що

f̃∗1(λ) = f̃(λ) та f (1)(λ) = f(λ), крiм цього,
сформулюємо для функцiї Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx)
наступну альтернативу.

Або (i) Hrank(Ψ) = 1, α > 1
2 ,

або (ii) Hrank(Ψ) = m, αm > 1, де

α = min
0�l�r

αl, (32)

αl – параметри коварiацiйної функцiї (2) ста-
цiонарного часового ряду ξj , j ∈ Z.

Припустимо, що для функцiї Ψ виконано
умову (i). У разi виконання умови (ii) подальшi
мiркування аналогiчнi. Тодi коварiацiйна фун-
кцiя B(t), t ∈ Z, за формулами (11), (12) iнте-
гровна з квадратом на R i згортка

f̃∗2(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

eiλtB2(t)dt, λ ∈ R, (33)

є обмеженою та неперервною функцiєю. Бiльш
того, для будь-якого r � 2

f̃∗r(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

eiλtBr(t)dt �

Br−2(0)

2π

∞∫
−∞

B2(t)dt < ∞,

(34)

i всi згортки f̃∗r неперервнi та обмеженi однiєю
константою, якщо ми згадаємо, що за нашим
припущенням B(0) = 1.

Зауважимо також, що з рiвностi

Br(t) =
( r∑
l=0

AlBαl
,χl

(t)
)r

, r � 2, (35)

пiсля пiдведення правої частини в r-й степiнь
видно, що спекральна щiльнiсть f̃∗r(λ) є лiнiй-
ною комбiнацiєю функцiй Макдональда поряд-
кiв ν > 1. Але для таких функцiй також справе-
длива асимптотична формула (19), i ряди (31)
збiгаються рiвномiрно за λ ∈ [−π, π].
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Для формулювання центральної граничної
теореми, введемо ще одну умову, яка регулює
зростання функцiй gi(j), j ∈ N, i = 1, q, при
зростаннi об’єму вибiрки N.

B4.

d−1
iN max

1�j�N
|gi(j)| � kiN−1/2, i = 1, q. (36)

Сформулюємо теорему про асимптотичну
нормальнiсть зваженої векторної суми значень
нелiнiйного перетворення гаусiвської стацiонар-
ної випадкової послiдовностi з сингулярним
спектром, яку доведено в роботi [9].

Теорема 2. Нехай виконано умови
A1,A2,B2,B3 та одну з наступних умов для
функцiї Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx) :

(i) Hrank(Ψ) = 1 та спектральна щiль-
нiсть f часового ряду ξj , j ∈ Z, є μ – припу-
стимою;

(ii) Hrank(Ψ) = m та mα > 1, де α задана
формулою ( 32). Тодi випадковий вектор

ζN = d−1
N

N∑
j=1

Ψ(ξj)� g(j),

�g(j) =
(
g1(j), ..., gq(j)

)T (37)

асимптотично нормальний N(0, σ) при
N → ∞, де

σ = 2π

∞∑
r=m

C2
r (Ψ)

r!

π∫
−π

f (r)(λ)μ(dλ). (38)

Приклад 1. Розглянемо в моделi спостере-
жень (1) функцiю регресiї

g(j, θ) =
n∑

i=1

(
Ai sinϕij +Bi cosϕij

)
, j � 1,

(39)
де ϕi, i = 1, n, – вiдомi частоти гармонiчних
коливань, причому 0 < ϕ1 < ... < ϕn < π.
Вектор невiдомих параметрiв θ – це вектор не-
вiдомих амплiтуд суми гармонiчних коливань
(39), а саме: θ = (A1, B1, A2, B2, ..., An, Bn). Та-
ким чином, в цьому прикладi q = 2n, i ми маємо
справу з вектором - градiєнтом функцiї регресiї

�g(j) =

(sinϕ1j, cosϕ1j, sinϕ2j, cosϕ2j, ..., sinϕnj, cosϕnj),

(40)

j � 1. Знайдемо спектральну мiру μ умови B2,
що вiдповiдає функцiї регресiї (39), або, iншими
словами, вектор-функцiї (40). Використовуючи
спiввiдношення (23), можна стверджувати, що
мiра μ є блочно дiагональною (див., наприклад,
[11]) з блоками[

δk iρk
−iρk δk

]
, k = 1, n, (41)

де мiра δk = δk(dλ) та заряд ρk = ρk(dλ) зо-
середженiв точках ±ϕ, причому δk{±ϕ} = 1

2 ,
ρ{±ϕ} = ±1

2 , k = 1, n. З (41) випливає, що

μ([−π, π]) =

π∫
−π

μ(dλ) = I2n. (42)

Крiм цього, за формулами (24), (25) та того фа-
кту, що з огляду на (40), IN −−−−→

N→∞
I2n, де I2n

– одинична матриця 2n -го порядку,

JN =
(
N

1
2d−1

kNN
1
2d−1

lN Ikl(N)
)N
k,l=1

=

π∫
−π

μN (dλ) −−−−→
N→∞

π∫
−π

μ(dλ) = J = I2n.
(43)

Для виконання умови B3 (див. формулу
(27)), як показано, наприклад, у роботi [9] до-
статньо, щоб множини точок Sf = {χl, l = 0, r}
та Sg = {ϕk, k = 1, n} не перетинались:

Sf

⋂
Sg = ∅. (44)

Якщо це так, то ми можемо застосувати теоре-
му 1 i стверджувати, що спектральна щiльнiсть
f(λ), λ ∈ [−π, π], часового ряду ξj , j ∈ Z, є μ
– припустимою.

Зауважимо також, що для функцiї регре-
сiї (39) виконання нерiвностей (36) умови B4 є
очевидним.

Якщо, крiм умов B2–B4 на функцiю регре-
сiї (39), виконано решта умов теореми 2, то є
вiрною теорема 2. Запишемо для нашого при-
кладу коварiацiйну матрицю (38) граничного
нормального розподiлу теореми 2. Враховуючи
парнiсть функцiї f (r)(λ), λ ∈ [−π, π], та (41),
знаходимо, що σ є блочно дiагональною матри-
цею з блоками

σk = 2π
∞∑

r=m

C2
r (Ψ)

r!
f (r)(ϕk)I2, k = 1, n, (45)

I2 – одинична матриця 2-го порядку, причому
блоки, як ми бачимо, самi є дiагональними ма-
трицями 2-го порядку.
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4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки
Коенкера–Бассетта

Доведемо теорему редукцiї, яка дозволяє зве-
сти розв’язання задачi про асимптотичну нор-
мальнiсть оцiнки Коенкера–Бассетта до засто-
сування центральної граничної теореми 2 попе-
реднього пункту з функцiєю Ψ, яка певним чи-
ном пов’язана з функцiєю G з умови A1.

Пiсля цього ми отримуємо результат про
асимптотичну нормальнiсть оцiнки Коенкера–
Бассетта як достатньо простий наслiдок теоре-
ми 2 та теореми редукцiї.

Введемо потрiбну нам умову.
A4. Випадкова величина ε0 має щiльнiсть

p(x) = F ′(x), для якої є вiрними нерiвностi

|p(x)− p(0)| � H|x|, x ∈ R, p(0) > 0, (46)

де H < ∞ деяка константа.
Нехай l – довiльний напрям у R

q та τ ∈ Θc.
Знайдемо однобiчну похiдну за напрямом l фун-
кцiонала оцiнки Коенкера–Бассетта

QN (τ) =

N∑
j=1

ρβ

(
xj − g(j, τ)

)
.

Користуючись спiввiдношеням

∂

∂l
QN (τ) = lim

λ→0+

QN (τ + λl)−QN (τ)

λ
,

можна отримати дещо спрощену вiдповiдь (див.
позначення (37)):

∂

∂l
QN (τ) =

N∑
j=1

〈
�g(j), l

〉(
χ{Xj < g(j, τ)}−β

)
(47)

м.н.,

де < x, y > =
q∑

i=1
xiyi – скалярний добуток двох

векторiв iз R
q.

Зауважимо, що в точцi мiнiмуму θ̂N фун-
кцiонала QN (τ) для будь-якого напряму в l ви-
конується нерiвнiсть

∂

∂l
QN (θ̂N ) � 0, (48)

що випливає з означення оцiнки Коенкера–
Бассетта як точки мiнiмуму функцiоналу
QN (τ). Нерiвнiсть (48) буде використана у дове-
деннi асимптотичної нормальностi нашої оцiн-
ки.

Нехай l1, ...lq додатнi напрямки координа-
тних вiсей в R

q. Введемо випадковi вектори
Q±

N (τ) =
(
Q±

iN (τ)
)q
i=1

,

Q±
iN (τ) = d−1

iN

( ∂

∂(±li)

)
QN (τ) =

±d−1
iN

N∑
j=1

gi(j)
(
χ{Xj < g(j, τ)} − β

)
.

(49)

Варто зауважити, що Q+
N (τ) = −Q−

N (τ) м.н.
для кожного τ , але, взагалi кажучи, Q+

N (θ̂N ) �=
−Q−

N (θ̂N ). Зауважимо також, що вектори

Q±
N (θ) = ±d−1

N

N∑
j=1

�g(j)(χ{εj < 0} − β),

насправдi, не залежать вiд θ, але ми будемо ко-
ристуватись введеними позначеннями. Розгля-
немо також математичнi сподiвання введених
векторiв EQ±

N (τ) з координатами

EQ±
iN (τ) = ±d−1

iN

N∑
j=1

gi(j)
[
F (g(j, τ)−g(j, θ))−β

]
,

(50)
i = 1, q,

причому EQ±
N (θ) = 0 за умовою A3.

Теорема 3. Нехай виконано умови A1-A4,
B2-B4 та оцiнка θ̂N є консистентною в сенсi
( 10). Нехай також функцiя

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0}, x ∈ R,

задовольняє умовi (i) теореми 2. Тодi асим-
птотичний при N → ∞ розподiл вектора
dN (θ̂N−θ) збiгається з асимптотичним розпо-
дiлом вектора −p−1(0)ΛNQ+

N (θ), якщо остан-
нiй iснує.

Доведення теореми 3 спирається на доведе-
ння декiлькох лем. В доведеннi першої з них
застосовано складний спосiб подiлу параметри-
чної множини на фрагменти, який винайдено
П. Хьюбером [15, 16].

Позначимо

Q∗±
N (u) = Q±

N (θ +N1/2d−1
N u),

Z±
N (θ, u) =

||Q∗±
N (u)−Q∗±

N (0)− EQ∗±
N (u)||

1 + ||EQ∗±
N (u)|| .

(51)
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Лема 1. За умов теореми 3 для будь-яких
ε > 0 та достатньо малих r > 0

P
{

sup
u∈V c(r)

⋂
Ũc
N (θ)

Z±
N (θ, u) > ε

}
−→
N→∞

0. (52)

� Будемо доводити лему для Z+
N . Для спро-

щення доведення (51) вiзьмемо r = 1, а у якостi
множини пiд позначкою супремуму в (52) роз-
глянемо куб

C0 = {u ∈ R
q : ||u||0 = | max

1�i�q
|ui| � 1},

який мiстить замкнену кулю V c(1).

Покриємо куб C0 кубами C(1), ..., C(n0), де
n0 = O(lnN), наступним чином. Зафiксуємо
число p ∈ (0, 1) i розглянемо концентричну
сiм’ю множин

C(l) = {u : ||u||0 ∈ [(1−p)l+1, (1−p)l]}, l = 0, l0 − 1,

C(l0) = {u : ||u||0 � (1− p)l0}.
Покриємо кожну множину C(l) однаковими ку-
бами зi стороною al = (1 − p)l − (1 − p)l+1 =
p(1− p)l та пронумеруємо цi куби. Вони i утво-
рюють потрiбне покриття

C(1), ..., C(n0−1), C(n0) := C(l0).

Визначимо l0 = l0(N) з умови

(1−p)l̃0 = N−γ , l0 = [l̃0], γ ∈ (
1

2
, 1)−деяке число.

Зазначимо, що || · ||0 – вiдстань вiд C(s) до 0
є r(s) = (1 − p)N−γl/l̃0 , та дiаметр C(s) дорiв-
нює a(s) = pN−γl/l̃0 = al для деякого l = l(s),
s = 1, n0 − 1, тобто коли куб C(s) є елементом
покриття множини C(l). Бiльше того, кiлькiсть
кубiв C(s) покриття кожної множини C(l) мо-
жна зробити незалежною вiд l i N. Тодi з того,
що l0 = O(lnN), випливає, що n0 = O(lnN)
також. Таким чином

P
{
sup
u∈C0

Z+
N (θ, u) > ε

}
�

n0∑
s=1

P
{

sup
u∈C(s)

Z+
N (θ, u) > ε

}
.

(53)

Оцiнимо кожний доданок правої частини не-
рiвностi (53) окремо. Розглянемо вiдображення

u −→ EQ∗+
N (u). Кожний елемент матрицi по-

хiдних DN (u) цього вiдображення має вигляд
(див. (50) )

Dil
N (u) =

∂

∂ul
EQ∗+

iN (u) =

= N1/2d−1
iN d−1

lN

N∑
j=1

gi(j)gl(j)p
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
.

(54)
Зауважимо, що

N−1Φ2N (u, 0) = N−1
N∑
j=1

(
h(j, u)− h(j, 0)

)2
=

= N−1
N∑
j=1

( q∑
i=1

gi(j)N
1/2d−1

iNui

)2
� q||u|2.

(55)
Тодi за умовA4,B3 з використанням (55) отри-
муємо

|N−1/2Dil
N (u)− p(0)Jil,N | =

d−1
iN d−1

lN×∣∣∣ N∑
j=1

gi(j)gl(j)
(
p
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− p(0)

)∣∣∣ �
HN1/2d−1

iN d−1
lN×( N∑

j=1

g2i (j)g
2
l (j)
)1/2(

N−1Φ2N (u, 0)
)1/2

�

HN1/2d−1
iN max

1�j�N
|gi(j)|q1/2||u|| � q1/2(ki)1/2H||u||.

(56)

За формулою Тейлора

N−1/2EQ∗+
iN (u) =

q∑
l=1

N−1/2Dil
N (u(i))ul, (57)

||u(i)|| � ||u||, i = 1, q.
Розглянемо матрицю

HN =
(
N−1/2Dil

N (u(i))
)q
i,l=1

. (58)

Тодi, як ми довели в (56)

HN = p(0)JN +MN , (59)

де MN – матриця з елементами M il
N −→

u→0
0, i, l =

1, q, причому остання збiжнiсть рiвномiрна за
N . Маємо далi

HT
NHN =

p2(0)J2
N + p(0)(MT

NJN + JNMT
N ) +MT

NMN .
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За властивiстю власних чисел суми симетри-
чних матриць ([17] , с.101-103)

|λmin(H
T
NHN )− p2(0)λmin(J

2
N )| �

q
(
p(0) max

1�i,l�q
|(MT

NJN + JNMT
N )il|+

max
1�i,l�q

|(MT
NMN )il|

)
= O(||u||),

Тобто за умови B2 матриця HT
NHN додатно

визначена рiвномiрно за N > N0 для доста-
тньо малих u (не обмежуючи загальностi, бу-
демо вважати, що для u ∈ C0 ), i для деякого
k0 > 0

||N−1/2Q∗+
N (u)|| =

√
< HT

NHNu, u > � k0||u||0.
(60)

Нехай s �= n0 та v ∈ C(s) - довiльна точка.
Тодi з (51) та (60) випливає, що

sup
u∈C(s)

Z+
N (θ, u) �

(
sup

u∈C(s)

M
(s)
1N (u, v) + sup

u∈C(s)

M
(s)
2N (u, v) + L

(s)
N (θ, v)

)
×

(1 + k0N
1/2r(s))−1,

(61)

де

M
(s)
1N (u, v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
(
χ{Xj < h(j, u)}χ{Xj < h(j, v)}

)∣∣∣∣∣∣,
M

(s)
2N (u, v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
(
F
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− F
(
h(j, v)− h(j, 0)

))∣∣∣∣∣∣,
L
(s)
N (v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
[(

χ{Xj < h(j, v)} − β
)
−
(
χ{εj < 0} − β

)
−(

F
(
h(j, v)− h(j, 0)

)
− β
)]∣∣∣∣∣∣.

(62)

Вiдповiдно до умови A4 та нерiвностi (8)

N−1Φ2N (u, v) � q||u− v||2, (63)

маємо

N−1/2M
(s)
2N (u, v) �

N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣×
∣∣∣F(h(j, u)− h(j, 0)

)
− F
(
h(j, v)− h(j, 0)

)∣∣∣)2) 1
2 �

� p0
√
qN−1/2Φ2N (u, v) � p0qa(s).

(64)

Для оцiнювання M
(s)
1N (u, v) скористаємося не-

рiвнiстю

∣∣∣χ{Xj < h(j, u)} − χ{Xj < h(j, v)}
∣∣∣ =

=
∣∣∣χu(j)− χv(j)

∣∣∣ �
χ{ inf

u∈C(s)

(h(j, u)− h(j, 0)) � εj �

� sup
u∈C(s)

(h(j, u)− h(j, 0))} := χs(j).

(65)

Тодi за умови B4

N−1/2M
(s)
1N (u, v) �

N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)
(
χu(j)− χv(j)

)2)1/2
�

� N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣χs(j)
)2)1/2

�

N−1/2
( q∑
i=1

(
max
1�j�N

∣∣∣gi(j)∣∣∣d−1
iN

)2)1/2 N∑
j=1

χs(j) �

� ||k||N−1
N∑
j=1

χs(j), ||k|| =
( q∑
i=1

(ki)2
)1/2

.

(66)
Маємо далi

N−1
N∑
j=1

Eχs(j) �

p0N
−1

N∑
j=1

sup
u1,u2∈Cs

|h(j, u1)− h(j, u2)| � p0||k||a(s).

(67)

��
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Збираючи отриманi оцiнки, знаходимо

P1 = P
{(

sup
u∈C(s)

M
(s)
1N (u, v) + sup

u∈C(s)

M
(s)
2N (u, v)

)
(
1 + k0N

1/2r(s)
)−1

>
ε

2

}
�

� P
{ ||k||

k0

(
N−1

N∑
j=1

χs(j)−N−1
N∑
j=1

Eχs(j)
)
�

� ε

2
r(s)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0
a(s)
)}

.

(68)
Величина

ε

2
r(s)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0

)
a(s) =

(ε
2
(1− p)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0

)
p
)
N−γl/l̃0 > 0,

якщо обрати число p достатньо малим, i ми мо-
жемо оцiнити ймовiрнiсть (68), скориставшись
нерiвнiстю Чебишова:

P1 �
||k||2/k20(

ε
2(1− p)−

(
p0q
k0

+ p0||k||2
k0

p
)2×

N−2+2γl/l̃0

N∑
j,j′=1

cov(χs(j), χs(j
′
))

(69)

Аналогiчно [4] отримуємо

N−2
N∑

j,j
′
=1

cov(χs(j)χs(j
′
) �

N−2
N∑

j,j′=1

Eχs(j)|B(j − j
′
)| =

N−1
N∑
j=1

Eχs(j)
(
N−1

N∑
j′=1

|B(j − j
′
)|
)
�

�
(
N−1

N∑
j=1

Eχs(j)
)(

N−1
N∑

j
′
=−N

|B(j
′
)|
)
�

� 2
(
N−1

N∑
j=1

Eχs(j)
)(

N−1
N∑

j′=0

|B(j
′
)|
)
.

Для першої суми останнього добутку викори-
стаємо оцiнку (67), а для другої суми маємо

N−1
N∑
j=0

|B(j)| � N−1 +N−1
N∑
j=1

j−α =

O(N−α) при N → ∞,

(70)

де α означено в (32). Разом iз (69) це дає оцiнку

P1 = O(Nγll̃−1
0 −α), (71)

причому права частина (71) збiгається до нуля
зi степеневою швидкiстю при α > γ.

Позначимо

Li(j) = gi(j)
(
χ{Xj < h(j, v)} − χ{εj < 0}

)
=

gi(j)
(
χ{εj < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

)
,

(72)

i = 1, q. Тодi в формулi (62)

L
(s)
N (v) =

( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

))2)1/2
,

P2 = P
{
L
(s)
N (v)

(
1 + k0N

1/2r(s)
)−1

>
ε

2

}
�

� 4

k20ε
2r2(s)N

E

q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

))2
.

(73)

Оцiнимо E
N∑
j=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)−ELi(j)

))2
, i =

1, q. Нехай C(s) належить покриттю множини

C(l). Позначимо M :=
l0⋃
k=l

Ck. Тодi аналогiчно

(65)

|χ{εj < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}| �
χ
{
inf
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)) � εj � sup
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0))
}
:=

χM (j),

EL2
i (j) � g2i (j)EχM (j) =

g2i (j)
[
F
(
sup
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)
)
−

F
(
inf
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)
)]

�

p0g
2
i (j)
(
sup
v∈M

h(j, v)− inf
v∈M

h(j, v)
)
�

p0g
2
i (j) sup

v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣.

(74)

Розглянемо розвинення у просторi L2(Ω)

Li(j) =
∞∑

m=0

cm(j, v)

m!
Hm(ξj),

cm(j, v) =

gi(j)

∫
R

(χ{G(x) < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{G(x) < 0})×

Hm(x)ϕ(x)dx,m � 0, ELi(j) = c0(j, v).
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Оскiльки

E(

N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

)2
=

N∑
j,j′=1

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
,

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
=

∞∑
m=1

cm(j, v)cm(j
′
, v)

m!
×

Bm(j − j
′
),

З огляду на (73) отримуємо

∞∑
m=1

c2m(j, v)

m!
= DLi(j) � EL2

i (j) �

� p0g
2
i (j) sup

v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣,

N∑
j,j

′
=1

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
�

∞∑
m=1

N∑
j,j′=1

c2m(j, v)

m!

∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣m �

�
N∑

j,j
′
=1

( ∞∑
m=1

c2m(j, v)

m!

)∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣ �

� p0

N∑
j,j

′
=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣×

∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣ �

� 2p0N

N∑
j=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣×

(
N−1

N∑
j′=0

∣∣∣B(j
′
)
∣∣∣).

З iншого боку, за умови B4

E

N∑
j=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣ �

�
N∑
j=1

g2i (j)

q∑
i=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣N1/2d−1
iN sup

v1,v2∈M

∣∣∣∣∣∣v1 − v2

∣∣∣∣∣∣
0
�

� 2
(
a(s) + r(s)

)( q∑
i=1

ki
)
d2iN ,

тобто для деякої константи k1 < ∞

E
( N∑
j=1

(
Li(j)−ELi(j)

)2)
� k1

(
a(s)+r(s)

)
N1−α.

(75)

Таким чином, з (73) та (75) випливає, що ймо-
вiрнiсть

P2 �
4k1
k20ε

2

a(s) + r(s)

r2(s)
N−α =

4k1
k20ε

2(1− p)2
Nγll̃−1

0 −α.

(76)

прямує до нуля при N → ∞ зi степеневою
швидкiстю, якщо α > γ.

Отже, нерiвностi (61), (71) та (76) пока-
зують, що для s = 1, n0 − 1 (нагадуємо, що
n0 = O(lnN) ) та для деякого l = l(s) < l0
при N → ∞

P
{

sup
u∈C(s)

z+N (θ, u) > ε
}
= O
(
Nγll̃−1

0 −α
)
. (77)

Залишилось розглянути впадок, коли s =
n0. З (51) випливає, що

P
{

sup
u∈C(n0)

z+N (θ, u) > ε
}
�

� P
{

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

∣∣∣∣∣∣Q∗+
N (u)−Q∗+

N (0)− EQ∗+
N (u)

∣∣∣∣∣∣ > ε
}
.

(78)
Запишемо вираз пiд знаком норми в формулi
(51) як ν(u)− Eν(u) , де

ν(u) = d−1
N

N∑
j=1

�g(j)
(
χ{Xj < h(j, u)}−χ{εj < 0}

)
,

Eν(u) = d−1
N

N∑
j=1

�g(j)
(
F
(
h(j, u)−h(j, 0)

)
−β
)
.

Послiдовно отримуємо ( див. формулу (55) )

||Eν(u)|| =( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)
(
F
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− β
)2)1/2

�

� p0

( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣∣∣∣h(j, u)− h(j, 0)
∣∣∣)2)1/2 �

� p0q
1/2N1/2

(
N−1Φ2N (u, 0)

)1/2
�

� p0qN
1/2||u|| � k2N

1/2−γl0 l̃
−1
0 .

(79)
Якщо γ > 1/2, то для достатньо великих N по-
казник степеня в (79) вiд’ємний. Це означає, що
залишилось оцiнити ймовiрнiсть (ε

′
< ε)

P3 = P
{

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

||ν(u)|| > ε
′}
.

��
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Запишемо

||ν(u)|| =
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)×
(
χ{εj < h(j, u)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

))2)1/2
.

(80)
Як i ранiше, знаходимо∣∣∣χ{εj < h(j, u)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

∣∣∣ �
� χ
{

inf
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0)) � εj �

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0))
}
:= χn0(j).

Продовжуючи (80), отримуємо

||ν(u)|| =
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

|gi(j)|χn0(j)
)2)1/2

�

� N−1/2
( q∑
i=1

(
N1/2d−1

iN max
1�j�N

|gi(j)|
)2)1/2

N∑
j=1

χn0(j) � ||k||N−1/2
N∑
j=1

χn0(j).

Це означає, що

P3 = P
{
||k||N−1/2

N∑
j=1

χn0(j) > ε
′}
. (81)

Аналогiчно до оцiнки (67) знаходимо

N−1/2
N∑
j=1

Eχn0(j) �

p0||k||N1/2a(n0) = k3N
1/2−γl0/l̃0 .

(82)

Тодi ми можемо записати для ε
′′
< ε

′

P3 =

P
{
||k||N−1/2

N∑
j=1

(
χn0(j)− Eχn0(j)

)
> ε

′′} �

� (ε
′′
)−2||k||N−1

N∑
j,j

′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
.

Оскiльки iснує розвинення в просторi L2(Ω)

χn0(j) =

∞∑
m=0

c̃m(j)

m!
Hm(ξj),

c̃m(j) =

∫
R

χ
{

inf
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0)) �

G(x) � sup
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0))
}
×

Hm(x)ϕ(x)dx, m � 0,

Eχn0(j) = c̃0(j),

то

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
=

∞∑
m=1

c̃m(j)c̃m(j
′
)

m!
Bm(j−j

′
),

N−1
N∑

j,j
′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
�

� N−1
∞∑

m=1

N∑
j,j′=1

c̃2m(j)

m!
|B(j − j

′
)|m �

� N−1
N∑

j,j
′
=1

( ∞∑
m=1

c̃2m(j)

m!
|B(j − j

′
)|
)
,

∞∑
m=1

c̃2m(j)

m!
= Dχn0(j) � Eχn0(j).

(83)

З огляду на (83) ми можемо записати

N−1
N∑

j,j
′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
�

N−1
N∑

j,j
′
=1

Eχn0(j)|B(j − j
′
)| �

� N−1
N∑
j=1

Eχn0(j)

N∑
j′=−N

|B(j
′
)| =

2
( N∑
j=1

Eχn0(j)
)(

N−1
N∑

j
′
=0

|B(j
′
)|
)
.

До першої суми застосуємо оцiнку (82), а до
другої – оцiнку (70). Тодi остаточно

P3 � kN1−γl0/l̃0−α. (84)

Ця величина збiгається до нуля при N → ∞
зi степеневою швидкiстю, завдяки нерiвностi
α+ γ > 1. �
Лема 2. За умов теореми 3 для будь-якого
ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q±

N (θ) + EQ±
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > ε
}

−→
N→∞

0 (85)

де
EQ±

N (θ̂N ) = EQ±
N (τ)
∣∣∣
τ=θ̂N

. (86)

�
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� Для нормованої оцiнки Коенкера – Бас-
сетта (див. пункт 2) ūN = N−1/2dN (θ̂N − θ) та
достатно малих r > 0

P
{
z±N (θ, ūN ) > ε

}
=

P
{ ||Q∗±

N (ūN )−Q∗±
N (0)− EQ∗±

N (ūN )||
1 + ||EQ∗±

N (ūN )|| > ε
}
=

= P1 + P2,

де

P1 = P
{
z±N (θ, ūN ) > ε, ||ūN || � r

}
�

� P
{

sup
u∈V c(r)

⋂
Ũc
N (θ)

z±N (θ, u) > ε
}

−→
N→∞

0

за лемою 1 . З iншого боку,

P2 = P
{
z±N (θ, ūN ) > ε, ||ūN || > r

}
�

P
{
||ūN || > r

}
−→
N→∞

0

за умови теореми 3. Оскiльки Q∗±
N (ūN ) =

Q±
N (θ̂N ), то ми довели, що

P
{ ||Q±

N (θ̂N )−Q±
N (θ)− EQ±

N (θ̂N )||
1 + ||EQ±

N (θ̂N )|| > ε
}

−→
N→∞

0.

(87)
З (87) та нерiвностей Q±

iN (θ̂N ) � 0 (див.
(48)), так само, як в [4], отримуємо для довiль-
ного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q±

N (θ) + EQ±
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ >(
1 +
∣∣∣∣∣∣EQ±

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣)ε} −→

N→∞
0.

(88)

Далi аналогiчно [4] доводиться обмежеiсть за
ймовiрнiстю послiдовностi випадкових величин
||EQ+

N (θ̂N )|| у тому розумiннi, що для довiльно-
го малого ε > 0 та довiльного великого M > 0

P
{∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣ > M

}
� C(ε)

M2
+ oN (ε), (89)

де константу C(ε) < ∞ можна записати в явно-
му виглядi, а oN (ε) −→

N→∞
0. Тодi з урахуванням

(88) та (89) маємо для довiльного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > ε
}
�

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > 1 + ||EQ+
N (θ̂N )||

1 +M
ε,∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣ � M}+ P

{∣∣∣∣∣∣EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > M
}
�

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ >(
1 +
∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣) ε

1 +M

}
+

C(ε)

M2
+ oN (ε).

(90)
У мажорантi (90) 1-й та 3-й доданки прямують
до нуля при N → ∞, а 2-й доданок можна зро-
бити як завгодно малим вибором числа M. �

Лема 3. За умов теореми 3 для будь-якого
ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )−p(0)JNdN (θ̂N−θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

}
−→
N→∞

0.

(91)

� Якщо величина ūN = N−1/2dN (θ̂N − θ) є
малою та консистентною в сенсi (10), то нерiв-
ностi (60) та обмеженостi за ймовiрнiстю випад-
кового вектора EQ+

N (θ̂N ) (див. попередню ле-
му) випливає, що вектор N1/2ūN = dN (θ̂N − θ)
також обмежений за ймовiрнiстю в тому сен-
сi, що для будь-якого ε > 0 iснують числа
M0 = M0(ε), N0 = N0(ε) такi, що для довiль-
них M > M0, N > N0

P{N1/2||ūN || > M} < ε. (92)

Використовуючи позначення (54), (58),
спiввiдношення (57), (86) отримуємо

N−1/2EQ+
N (θ̂N ) = N−1/2EQ∗+

N (ūN ) = HN ūN ,

EQ+
N (θ̂N )− p(0)JNdN (θ̂ − θ) =

(HN − p(0)JN )N1/2ūN ,

де матрицяHN =
(
N−1/2Dil

N (u(i))
)q
i,l=1

, ||u(i)|| �
||ūN ||, i = 1, q, означена, як i ранiше, тiльки де-
термiнованi аргументи замiненi на випадковi.

Спiввiдношення (56), (57), показують, що∣∣∣∣∣∣EQ+
N (θ̂N )− p(0)JNdN (θ̂N − θ)

∣∣∣∣∣∣ �
k4

∣∣∣∣∣∣ūN ∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣. (93)

Збiжнiсть (91) випливає тепер iз консистен-
тностi оцiнки Коенкера – Бассетта, обмеженостi

�	
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за ймовiрнiстю вектора dN (θ̂N −θ) та (93) (див.
[4]). �

Тепер ми можемо довести теорему редукцiї
3 .

� Запишемо для довiльного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛNQ+

N (θ) + dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

}
�

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛN

(
Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

)∣∣∣∣∣∣ > ε

2

}
+

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛNEQ+

N (θ̂N )− dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

2

}
=

= P1 + P2.

З умов теореми та (85) випливає, що P1 −→
N→∞

0.

Так само, з умов теореми та (91) отримуємо, що
P2 −→

N→∞
0.

Результат теореми 3 є наслiдком вiдомого
факту, доведення якого для випадкових вели-
чин мiститься, наприклад, в [17], стор. 117-118.
Цей факт є вiрним для випадкових векторiв та-
кож, i ми його наводимо нижче.

Нехай {(ξN , ηN ), N � 1} - послiдовнiсть пар
випадкових векторiв, для яких виконано насту-
пнi припущення:

1) ||ξN − ηN || P−−−−→
N→∞

0;

2) ηN
d−−−−→

N→∞
η.

Тодi ηN
d−−−−→

N→∞
η. Застосування цього твердже-

ння доводить теорему 3. �

Теорема 4. Нехай виконано умови теореми
3. Тодi нормована оцiнка Коенкера – Бассетта
dN (θ̂N − θ) при N → ∞ асимптотично нор-
мальна N(0,K) з коварiацiйною матрицею

K =
2π

p2(0)

( π∫
−π

μ(dλ)
)−1

( ∞∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!

π∫
−π

f (j)(λ)μ(dλ)
)( π∫

−π

μ(dλ)
)−1

.

(94)

� Оскiльки ми знаходимось в умовах тео-
реми 3, то розподiл dN (θ̂N − θ) при N → ∞
спiвпадає з асимптотичним розподiлом вектора

γN = p−1(0)ΛNd−1
N

N∑
j=1

Ψ(ξj)� g(j),

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0}, x ∈ R.

(95)

Оскiльки EγN = 0, а коварiацiйна матриця ве-
ктора γN

EγNγTN = p−2(0)ΛN (EζNζTN )ΛN ,

де ζN - вектор, означений рiвнiстю (37), то за
теоремою 1

EζNζTN −−−−→
N→∞

2π

N∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!

π∫
−π

f (r)(λ)μ(dλ).

(96)
Iз тексту 2-го роздiлу також випливає, що

ΛN −−−−→
N→∞

( π∫
−π

μ(dλ)
)−1

. (97)

Ще одне посилання на теорему 1 повнiстю до-
водить теорему. �

Приклад 2. Оскiльки в прикладi 1 було
показано, що функцiя регресiї (39) задовольняє
умовиB2 –B4 (умовуB3 за припущенням (44),
то ми можемо записати граничну коварiацiй-
ну матрицю K, задану формулою (94), грани-
чного нормального розподiлу нормованої ОКБ

dN (θ̂N − θ). З (42) випливає, що
π∫

−π

μ(dλ) = I2n.

Тодi, враховуючи (45), ми можемо стверджува-
ти, що матриця K є блочно - дiагональною ма-
трицею з блоками

Ki =
2π

p2(0)

∞∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!
f (j)(ϕi)I2, i = 1, n. (98)

В нашому прикладi N1/2d−1
N −−−−→

N→∞
√
2 I2n.

Крiм цього,N1/2(θ̂N−θ) = (N1/2d−1
N )dN (θ̂N−θ).

Це означає, що граничний нормальний розподiл
вектора N1/2(θ̂N−θ) має коварiацiйну матрицю
K̃ з блоками K̃i = 2Ki, i = 1, n.

Приклад 3. Нехай Φ(x), x ∈ R, – фун-
кцiя розподiлу стандартної випадкової величи-
ни N(0, 1), якою i є будь-яке значення часо-
вого ряду ξj , j ∈ Z, зокрема, ε0. Тодi за ле-
мою Смiрнова Φ(ε0) є випадковим числом, тоб-
то рiвномiрно розподiленою на вiдрiзку [0, 1]
випадковою величиною. Позначемо Fχ2

r
фун-

кцiю розподiлу хi-квадрат випадкової величи-
ни з r ступенями волi. Тодi часовий ряд ε̃j =
F−1
χ2
r
(Φ(ξj)), j ∈ Z, має маргинальнi χ2

r – розпо-
дiли. Центруємо ε̃j :

εj = ε̃j − Eε̃j = F−1
χ2
r
(Φ(ξj))− r, j ∈ Z, (99)

��
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тобто

G(x) = F−1
χ2
r
(Φ(x))− r, x ∈ R. (100)

Отримуємо F (x) = P{ε0 < x} = P{χ2
r < x+ r},

та

F (0) = Fχ2
r
(r) =

1

Γ( r2)2
r/2

r∫
0

x
r
2
−1e−

x
2 dx =

=
1

F ( r2)

r/2∫
0

x
r
2
−1e−xdx =

γ( r2 ,
r
2)

Γ( r2)
= β,

(101)

де γ(α, x) =
x∫
0

tα−1e−tdt – неповна гамма-

функцiя.
Якщо r – парне число, то за формулою

8.352 [18]

β = 1− e−
r
2

r
2
−1∑

k=0

rk

2kk!
, r = 2l, l � 1. (102)

Число β в (102) є iррацiональним, зокрема, воно
не дорiвнює 1

2
.

Щiльнiсть випадкової величини ε0

p(x) =
1

Γ( r2)2
r/2

(x+ r)
r
2
−1e−

x+r
2 , x � −r, (103)

неперервно диференцiйовна при при r � 4, а її
похiдна обмежена, i тому умову A4 виконано
при r � 4 з

p(0) =
r

r
2
−1e−

r
2

Γ( r2)2
r/2

. (104)

В цьому прикладi

χ{G(x) < 0} = χ{F−1
χ2
r
(Φ(x)) < r} =

χ{Φ(x) < Fχ2
r
(r)} = χ{Φ(x) < β},

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0} = β − χ{Φ(x) < β},
та 1-й коефiцiент Фур’є розкладу функцiї
Ψ(x), x ∈ R, за полiномами Чебишова–Ермiта

C1(Ψ) =

∞∫
−∞

(
β − χ{Φ(x) < β}

)
H1(x)ϕ(x)dx =

=

Φ−1(β)∫
−∞

xϕ(x)dx �= 0.

Таким чином, Hrank(Ψ) = 1. З iншого боку,

C0(Ψ) =

∞∫
−∞

(
β − χ{Φ(x) < β}

)
ϕ(x)dx =

= β −
Φ−1(β)∫
−∞

ϕ(x)dx = β − Φ
(
Φ−1(β)

)
= 0.

Сенс прикладу 3 полягає в тому, що ми
отримуємо можливiсть оцiнювати параметри
регресiї у випадку несиметричних похибок спо-
стережень, використовуючи оцiнки Коенкера–
Бассетта.

5 Висновки

У роботi доведено асимптотичну нормальнiсть
ОКБ в лiнiйнiй моделi регресiї з нелiнiйно пе-
ретвореним гауссiвським стацiонарним часовим
рядом з сингулярним спектром в якостi випад-
кового шуму.

Отриманi результати дозволяють викори-
стовувати ОКБ в моделях регресiї з несиметри-
чними похибками спостережень.

Природним напрямом продовження дослi-
джень є апроксимацiя з достатньою точнiстю
громiздкої коварiацiйної матрицi граничного
гауссiвського розподiлу ОКБ, щоб наблизити
отриманi результати до практичних застосу-
вань. Крiм цього, бажано знайти iншi прикла-
ди несумовних коварiацiйних функцiй та сингу-
лярних спектральних щiльностей стацiонарних
часових рядiв для збiльшення кiлькостi матема-
тичних моделей спостережень, аналогiчних ви-
вченiй у роботi.
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Вводиться спеціальне S-перетворення на множині перестановок та визначаються 
характеристики перестановки за цим перетворенням. Запропонована класифікація та кодування 
перестановок за класами еквівалентності та їх характеристиками відносно S-перетворення.
Отримано точні значення  числа перестановок в класах для деяких   розмірів перестановки та оцінки 
потужності класів з різними характеристиками  методом статистичного моделювання. 
Отримано інтервальні оцінки для потужності класів з різними характеристиками для перестановок 
порядку = 11, 26, 30, 31, 32, 33, 45, 55. Запропоновано статистичний критерій згоди, який 
використовує характеристики перестановок за S-перетворенням, для перевірки генераторів 
випадкових перестановок та підстановок. Обговорюється застосування результатів в 
криптографії.

Ключові слова8�перестановки, підстановки, класифікація, статистичне моделювання.�

Scientific articles investigating properties and estimates of the number of so-called complete 
permutations are surveyed and analyzed. The paper introduces a special S-transform on the set of 
permutations and determines the permutation properties according to this transform. Classification and 
coding of permutations by equivalence classes according to their properties with respect to S-transformation 
is proposed. This classification and permutation properties, in particular, generalize known results for 
complete permutations regarding determining certain cryptographic properties of substitutions that affect 
the cryptographic transformations security. The exact values of the number of permutations in equivalence 
classes for certain permutation sizes are calculated and the estimates of the cardinality of classes with 
various properties are constructed by statistical modeling. The complete list of permutation classes with the 
exact values of their sizes for permutations of order n = 11 is presented. The interval estimates for the size of 
classes with various characteristics for permutations of order n = 11, 26, 30, 31, 32, 33, 45, 55 are obtained. 
Monte Carlo estimates and bounds of confidence intervals used the approximation of the binomial 
distribution by the normal and Poisson distributions, as well as the Python programming language package 
Scipy.  Statistical tables have been calculated that can be used for further conclusions and estimates. The 
classification of permutations by their properties with respect to the introduced transform can be used in 
constructing high-quality cryptographic transformations and transformations with special features. The 
classes of complete permutations with their properties are selected as the best for rotary cryptosystems 
applications. The obtained results can be used, in particular,  to search for permutations with certain 
characteristics and properties, to find the probability that the characteristic of the generated permutation 
belongs to a collection of given characteristics, to estimate the complexity of finding permutations with 
certain properties. A statistical criterion of consent, which uses the characteristics of permutations by S-
transformation to test the generators of random permutations and substitutions is proposed. 

Key Words: permutations, substitutions, classification, statistical modeling.
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В рамках розв'язання задачі Майера оптимального управління про перельот з витягнутої 
еліптичної орбіти на геостаціонарну з максимальним корисним навантаженням при заданій 
початковій масі космічного апарату малої тяги та фіксованої тривалості виконання динамічного 
маневру проведено порівняльний аналіз ефективності дросельованого і релейного режимів тяги. 
Чисельні результати підтвердили адекватність побудованої мат.моделі релейного ракетного 
двигуна постійної потужності і дозволили виявити ряд якісних особливостей керуючих функцій 
уздовж оптимальних перехідних траєкторій.  

Ключові слова: оптимальне управління космічним апаратом, двигун малої тяги, міжорбітальні 
перельоти. 

Within the framework of solving the Mayer problem of optimal control of a flight from an elongated 
elliptical orbit to a geostationary one with a maximum payload at a given initial mass of the low-thrust 
spacecraft and a fixed duration of the dynamic maneuver, a comparative analysis was made of the efficiency 
of throttled and relay thrust modes. Based on the data of the numerical solution of the corresponding two-
point boundary value problem, the expected gain was confirmed of the throttling mode over the relay mode 
in the case of practically interesting low-thrust near-Earth maneuvers. Also the numerical results confirmed 
the adequacy of the constructed fixed-power relay rocket engine mathematical model and made it possible to 
reveal a number of qualitative features of the control functions along the optimal transition trajectories.  

Keywords: optimal control of a spacevehicle, low thrust rrocket engine, orbit-to-orbit transfers.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

1. Вступ

Стрімкий розвиток ракетно-космічної 
техніки вже в 70-х роках минулого століття 
поставил перед вченими і конструкторами 
проблему створення регульованих в широкому 
діапазоні по модулю тяги рідинних ракетних 
двигунів (РРД) космічних апаратів (КА). У 
літературі такі двигуни зазвичай називаються 
дросельованими ЖРД (ДЖРД) [1]. Як 
зазначається в [1], використання ДЖРД істотно 
розширює експлуатаційні можливості двигунів 
цього класу, знижує масу рухової установки і 
необхідний запас палива для вирішення таких 

актуальних завдань космічного польоту, як 
стикування і причалювання космічних апаратів, 
їх маневрування на орбіті і посадка на 
безатмосферних планети, орієнтація і стабілізація 
в космічному просторі, а також при вході в 
атмосферу планет. Вказується, що деякі нові 
завдання космічних польотів, зокрема, орієнтація 
і стабілізація космічних апаратів з 
аеродинамічними поверхнями при вході в верхні 
шари атмосфери, взагалі не можуть бути 
вирішені без плавної зміни тяги двигуна, так як 
імпульсне включення призводить до 
неприпустимих відхилень в їх орієнтації і 
вимагає більш потужної теплової захисту, а отже 
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істотного обважнення. Таким чином, область 
застосування ДЖРД досить широка, при цьому 
значення середньої тяги і діапазон її зміни 
визначаються конкретним завданням. 

Незважаючи на те, що публікації, присвячені 
ДЖРД, носять до теперішнього часу 
фрагментарний характер і відображають рішення 
лише деяких приватних питань, проведені вже на 
початковому етапі дослідження [1] показали, що 
плавна зміна тяги маршових двигунів носіїв, які 
здійснюють вихід космічних апаратів на 
навколоземні орбіти, дозволяє істотно, на 7-12%, 
збільшити корисне навантаження і знизити 
витрату компонентів палива шляхом оптимізації 
прискорення носія під час набору їм висоти. 
Актуальність в науковому та практичному плані 
створення ракетного двигуна, здатного 
працювати на режимах глибокого дроселювання 
підкреслюється також і в ряді сучасних 
публікацій. Зокрема, вказується на необхідність 
наявності ДЖРД на борту таких космічних 
апаратів як проектований космічний 
сміттєзбирач, особливістю якого є 
багаторазовість включення ракетної рухової 
установки і регульована по величині в широкому 
діапазоні тяга.  

У статті [2] представлений аналіз 
ефективності використання режиму 
дроселювання тяги на прикладі виконання 
класичного навколоземного маневру КА малої 
тяги, а саме, перельоту зі стартовою низької 
навколоземної орбіти на геостаціонарну орбіту з 
максимальним корисним навантаженням. При 
цьому дросельований двигун порівнювався з так 
званим ідеальним двигуном постійної потужності 
[3], концепція якого апріорі передбачає 
отримання верхньої оцінки зазначеної 
ефективності. Отримані в [2] результати 
дозволили зробити висновок про адекватність 
побудованої математичної моделі 
дросельованого двигуна і виявити ряд якісних 
особливостей оптимальних управлінь уздовж 
перехідних траєкторій КА. 

У продовження дослідження, проведеного в 
статті [2], в даній роботі режим дроселювання 
тяги, тобто можливість плавної зміни її величини 
від нульового до максимального значення, 
порівнюється з релейним режимом, що 
передбачає уздовж перехідної траєкторії 
чергування кінцевого числа ділянок нульовий і 
максимальної тяги і забезпечує таким чином 
отримання нижньої оцінки ефективності режиму 
дроселювання.  

2. Постановка задачі. Аналіз оптимального 
управління.  

Розглядаючи КА як матеріальну точку 
змінної маси, запишемо систему 
диференціальних рівнянь, що описують рух 
центру мас апарату в поле дії центральної 
ньютонівської сили, у вигляді [4] 
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змінних, що описують параметри оскулюючих 
орбіт апарату, F - величина ексцентричної 
аномалії, m - поточна маса апарату, w - величина 
реактивного прискорення, 3,1, =kek  
направляючі косинуси вектора тяги двигуна 
щодо радіального, трансверсального і 
нормального до площини оскулюючого еліпса 
спрямування відповідно, q - секундна масова 
витрата робочого тіла ракетного двигуна. 
Функціональні залежності ),,( FxFjk

r ),(60 FxF r  
вважаються заданими аналогічно тому, як це 
зроблено в роботі [4]. Систему (1) обізрозмірено 
у традиційний в механіці космічного польоту з 
малою тягою спосіб [3]. 

Релейний режим управління ракетним 
двигуном означає, що поточна величина тяги 

)(tP  приймає або нульове, або фіксоване 
максимальне значення 0P . Таким чином, ввівши 
скалярну керуючу функцію )(tσ  зі значеннями з 
множини {0,1}, можемо записати вирази для тяги 
релейного двигуна, реактивного прискорення 

)(tw  і витрати робочого тіла двигуна )(tq  у 
вигляді  
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Тут *P - максимальна величина тяги, 0V  - 
швидкість виділення реактивного струменя 
двигуна, що є фіксованою величиною згідно з 
припущенням про сталість потужності ракетного 
двигуна 0N . 

Співвідношення (2) перетворять систему (1) 
до виду 

��



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2019, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series: Physics & Mathematics 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+=

===

.

,/)exp(

3,1,5,1,/)exp(

0

0660

0

σ

σχ

σχ

q
dt
dm

mpeFF
dt
dF

kjmpeF
dt

dx

kk

kjk
j

 (3) 

Будемо припускати, що поточна маса 
апарату )(tm  складається з маси корисного 
навантаження πm , маси ракетного двигуна малої 
тяги χm , поточного запасу робочого тіла двигуна 

μm   

πχμ mmtmtm ++= )()(  (4), 

і величина χm  лінійно залежить від фіксованої 
при постановці величини максимальної 
потужності реактивного рушія 0n   

2/,, ****000 VPNNnNnm ===αχ  (5) 

Оптимізаційна задача типу Майера про 
виконання заданого динамічного маневру КА, 
оснащеного релейним ракетним двигуном, 
формулюється так: необхідно визначити орт 
реактивної тяги аппарату )(ter  і керуючу 
функцію )(tσ , що забезпечують переліт між 
заданими еліптичними орбітами в центральному 
ньютонівському гравітаційному полі з 
максимальним значенням кінцевої маси апарату 

fm  при фіксованих величинах початкової маси 

0m , максимальної тяги і потужності ракетного 
двигуна 0p , 0n , питомої ваги двигуна α  і 
заданим часом виконання динамічного маневру 
T . Положення КА на початковій і кінцевій 
орбітах не фіксуються за припущенням.  

fixnpqfixnfixp

mxxfixTt

fixmtmxxt

fjfjf

jj

====

→===

====

0
2

0000

0000

2/,,

max,,

,)(,,0

 (6) 

Відзначимо, що вибір величини кінцевої 
маси КА в якості критерію якості в нашому 
випадку еквівалентний більш звичной вимоги 
забезпечення максимуму маси корисного 
навантаження πm . 

Дотримуючись процедури принципу 
максимуму запишемо функцію Понтрягіна задачі 
(3-6)  

σλλλσχ ν 060
0)exp( qFe
m

pH mFkk −+=  (7) 

Тут 3,1,5,1,6 ==+= kjFF kFjkjk λλλν , і 

mFj λλλ ,,  - приєднані функції системи (3). 
Максимальне значення гамільтоніана (7) 

забезпечується виконанням наступних 
співвідношень для компонент орта реактивної 
тяги ke   

2
3

2
2

2
1,/ νννννν λλλλλλ ++== k

opt
ke  (8) 

Неважко бачити, що релейне управління 
)(tσ  лінійно в ходить в вираз для гамільтоніана, 

перетвореного з урахуванням (8) 

0
0

60 )exp(, q
m
pHFHH mvF λλχλσ σσ −=+= , (9) 

тому вздовж регулярних траєкторій оптимальні 
значення )(tσ  необхідно підпорядковані 
наступним законом 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
0.0
,0,1

)(
σ

σσ
H
H

topt  (10) 

Тут ми обмежуємся вивченням лише 
регулярних управлінь, залишаючи таким чином 
питання про можливість особливих управлінь за 
межами даного дослідження. 

Співвідношення (8-10) дозволяють записати 
рівняння оптимального руху у вигляді  
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Система диференціальних рівнянь, що 
описує динаміку зміни оптимальних преднаних 
функцій задачі в нашому випадку записується 
аналогічно тому, як це зроблено в статті [2].  

Крім того приеднані функції задачі 
підпорядковані також трьох перших інтегралів, 
наведених в роботі [5]. 

До необхідних умов оптимальності задачі (3-
6) додаються  також умови трансверсальності 
пов'язаних функцій mF λλ ,  [6] 

1)(,0)()0( === TT mFF λλλ  (12) 
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3. Чисельні результати і обговорення 

Порівняння ефективності релейних і 
дросельованих ракетних двигунів малої тяги 
проводилося на прикладі виконання практично 
цікавого навколоземного міжорбітального 
переходу КА з опорної еліптичної орбіти на 
геостаціонарну. При цьому стартова витягнута 
орбіта мала наступні параметри: радіус апогею - 
60000 км, перигею - 30000 км, ексцентриситет - 
1/3, нахил орбіти - 150, при нульових значеннях 
аргументу перицентра і довготи висхідного 
вузла. Радіус геостаціонарної орбіти 
передбачався рівним 42160 км. Як і в [2] 
параметри ракетної рухової установки малої тяги 
приймалися рівними: максимальна тяга 

0P =0.16Н, швидкість виділення реактивного 
струменя iV =14,71 км/сек, потужність двигуна 

2/00 iVPN = =1,1768 кВт. Початкова маса апарату 

0M  приймалася рівною 750 кг, питома вага 
двигуна - 10 кг/кВт, при цьому маса рухової 
установки 0/ MMm χχ =  в разі дросельованої і 
релейного тяги є постійною величиною рівній 
0,0157. 

Для зазначеного динамічного маневру була 
чисельно вирішена задача про виконання 
перельоту КА з двигуном постійної тяги за 
мінімальний час. Час швидкодії min

fT при цьому 
виявился рівним 67,4145 діб., кінцева маса 
апарату fm  (в частках початкової маси) - 0.9155.  

З метою порівняння ефективності режимів 
дросельованої і релейной тяги при виконанні 
навколоземних орбітальних маневрів 
використовувався набір фіксованих часів 
виконання заданого динамічного маневру, що 
перевищують min

fT , а саме, =fT {67.42, 68, 70, 
100, 150, 200, 300, 500} діб. В ході чисельного 
рішення крайової задачі (6, 11, 12) були 
визначені величини оптимальних значень маси 
корисного навантаження і кінцевої маси апарату, 
оснащеного релейним ракетним двигуном 
постійної потужності. Відповідні дані для 
перельотів з дросельованим двигуном постійної 
потужності запозичені в [2]. Результати 
порівняльного аналізу ефективності двох 
розглянутих типів рухових систем наведені на 
рис. 1-2. 
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Рис.1. Порівняння мас корисного навантаження 

для режиму дроселювання тяги (пунктір) і 
релейного режиму (штрих -пунктір) 
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Рис.2 Відносний виграш у величині кінцевої маси 

при дроселюванні тяги 
 

Наведені на рис. (1-2) залежності 
підтверджують цілком передбачувану 
ефективність плавного дроселювання тяги 
порівняно з релейним режимом для всього 
розглянутого діапазону заданих тривалостей 
навколоземного перельоту. Крім того, видно що 
зазначений виграш як у величині корисного 
навантаження маневру так і кінцевої маси КА 
монотонно зростає зі збільшенням часу 
виконання заданого перельоту fT . 

В рамках даного дослідження був також 
проведений порівняльний аналіз оптимальних 
управлінь дросельованого і релейного ракетних 
двигунів, отриманих в ході чисельного рішення 
двухточечной крайової задачі, до якої початкова 
оптимізаційна задача була зведена з 
використанням принципу максимуму Понтрягіна. 
Малюнки 3-5 ілюструють деякі якісні 
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особливості динаміки зміни рівня тяги уздовж 
оптимальної траєкторії переходу з витягнутої 
еліптичної орбіти на геостаціонар. 
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Рис.3. Рівень тяги для двох режимів управління. 

fT  = 100 діб. Перші 10 оборотів. 
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Рис.4. Рівень тяги для двох режімів управління. 

fT = 200 діб. Обороти з 84 по 89. 
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Рис.5. Рівень тяги для двох режимів управління. 

fT = 200 діб. Обороти 112-117. 

 
На рис.3 наведено порівняння рівня 

дросельованої (суцільна лінія) і релейної 
(пунктир) тяги на перших 10 оборотах уздовж 
оптимальної перехідною траєкторії при повній 
тривалості маневру, яка дорівнює 100 діб. На 
початку траєкторії очевидно простежується 
переважання перігейних ділянок тяги над 
апогейними для обох режимів, причому якщо в 
разі дроселювання мають місце як перігейний так 
і апогейний ділянки, то при релейному режимі 
апогейні ділянки відсутні повністю. У міру руху 
уздовж оптимальної траєкторії переважання 
апогейних ділянок над перігейнимі для 
дросельованого двигуна зменшується, а в разі 
релейного двигуна в середині траєкторії апогейні 
ділянки додатку тяги вперше з'являються (див. 
Рис.4). На останніх оборотах на відміну від 
початкових спостерігається вже деяке 
переважання апогейних ділянок тяги, при цьому 
для релейного двигуна перігейні ділянки відсутні 
(див. Рис.5). Крім того, наведені залежності 
вказують на зниження максимальних величин 
дросельованої тяги при збільшенні тривалості 
виконання навколоземного маневру КА (порів. 
Рис.3 і Рис.4,5), що в свою чергу пояснює 
зазначене вище зростання ефективності 
дроселювання тяги порівняно з релейним 
режимом. 

4. Висновки 

З метою отримання нижніх оцінок 
ефективності режиму дроселювання тяги КА, 
призначеного для виконання навколоземних 
міжорбітальних перельотів була побудована 
математична модель релейного ракетного 
двигуна постійної потужності. Тестування 
побудованої мат.моделі проводилося в рамках 
рішення оптимізаційної задачі про переліт з 
витягнутої еліптичної орбіти на геостаціонарну з 
максимальним корисним навантаженням при 
заданій початковій масі апарату та фіксованого 
тривалості виконання динамічного маневру. 
Порівняльний аналіз, заснований на даних 
чисельного рішення відповідної двухточечной 
крайової задачі, підтвердив очікуваний виграш 
режиму дроселювання над релейним режимом в 
збільшенні корисного навантаження КА при 
виконанні практично цікавих навколоземних 
маневрів з малою тягою. Крім того, отримані 
чисельні дані дозволили підтвердити 
адекватність побудованої мат. моделі релейного 
ракетного двигуна і провести порівняльний 
аналіз керуючих функцій розглянутих типів 
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двигунів уздовж оптимальних траєкторій 
міжорбітальних перельотів. 

Відзначимо, що успішність в отриманні 
чисельних рішень як для релейного, так і 
дросельованого ракетних двигунів малої тяги 
обумовлена перш за все використанням 

аналітичних рішень зазначеної крайової задачі в 
усередненої постановці, теорія яких 
розробляється авторами в ряді попередніх 
публікацій [2, 4, 7]. 
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Чисельно визначаються динамічні характеристики незамкнутої циліндричної оболонки еліптич-
ного поперечного перерізу змінної товщини з різними варіаціями відкритості оболонки – уздовж ма-
лої півосі і уздовж великої півосі, а також з двома варіантами жорсткого закріплення на торцях. 
Розрахунок частот і форм вільних коливань проводився методом скінченних елементів, реалізовано-
го за допомогою ліцензованого програмного комплексу FEMAP з розв’язувачем NASTRAN. Прово-
диться порівняльний аналіз залежностей власних частот від кута відкритості відносно великої та 
малої півосей. Наводяться форми коливань для перших десяти частот при різних закріпленнях обо-
лонки при однакових кутах відкритості. 

Ключові слова: незамкнута циліндрична болонка, еліптичний поперечний переріз, кут відкритос-
ті, власна частота, форма коливань, метод скінченних елементів. 

The natural frequencies and the corresponding vibration modes of open cylindrical shells with an 
elliptical cross-section and variable thickness are analyzed. Various opening angle of the shell along both 
the minor and major axes are allowed and various boundary conditions are considered. The numerical 
solutions are obtained using the finite element package FEMAP with the NASTRAN solver. A number of low-
frequency vibrations are investigated in terms of their dependence on the opening angle along major and 
minor axes of the shell. The vibration forms for the first ten frequencies with different boundary conditions at 
the same opening angles are shown. 

Keywords: open cylindrical shells, elliptical cross-section, opening angle, frequency, vibration forms, 
finite element method.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

Вступ 
Широкого застосування в будівництві різних 

інженерних конструкцій набули циліндричні 
оболонки некругового поперечного перерізу по-
стійної та змінної товщини, які можуть мати як 
замкнутий, так і незамкнутий контур з різною 
варіацією граничних умов. При проектуванні та-
ких споруд необхідно мати інформацію про їхні 
динамічні характеристики, зокрема про частоти і 
форми вільних коливань, так як в реальних умо-
вах експлуатації необхідно уникати резонансних 

режимів. 
Теоретичне дослідження даного класу задач 

пов’язане зі значними труднощами, які обумов-
лені складністю системи вихідних диференціаль-
них рівнянь в частинних похідних зі змінними 
коефіцієнтами. Розв’язок задачі на визначення 
власних частот в рамках теорії тонких оболонок 
можливий для об’єктів простої геометричної фо-
рми [5, 7]. 

У випадках складної геометричної форми, 
наприклад, замкнутої оболонки еліптичного по-
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перечного перерізу з різним характером зміни 
товщини, доцільно застосовувати метод скінчен-
них елементів (МСЕ) [1, 3, 8]. 

Для розв’язування задач на визначення ди-
намічних характеристик оболонок, також вико-
ристовують експериментальні методи, напри-
клад, безконтактний метод стробоголографічної 
інтерферометрії [6, 8], який можна застосовувати 
не тільки для двовимірної, а й тривимірної задачі 
динаміки [9]. 

У світовій літературі вивченню динаміки не-
замкнутих оболонок приділено не так багато ува-
ги як вивчення замкнутих оболонок, так в [10] 
розроблена точна процедура розв’язку для визна-
чення частот і форм вільні коливань відкритих 
некругових циліндричних оболонок змінної тов-
щини і кривини. В [4] проведено аналіз вільних 
коливань відкритих кругових циліндричних обо-
лонок, в яких закріплені дві прямі кромки або дві 
вигнуті кромки, а інші дві кромки підтримуються 
довільними класичними граничними умовами. В 
[2] в рамках двох скінченно-елементних реаліза-
цій досліджені власні коливання тонкостінних 
відкритих оболонок кругового поперечного пе-
рерізу з різними граничними умовами і з різними 
кутами відкритості. 

Дане повідомлення присвячено чисельному 
визначенню динамічних характеристик незамк-
неною циліндричної оболонки еліптичного попе-
речного перерізу змінної товщини з варіаціями 
відкритості оболонки – уздовж малої півосі і уз-
довж великої півосі, а також з двома варіантами 
жорсткого закріплення на торцях. Розрахунок 
частот і форм вільних коливань проводився МСЕ, 
реалізованим за допомогою ліцензійного програ-
много комплексу FEMAP. 

 
Вихідні співвідношення для визначення 

власних частот МСЕ 
Рівняння руху механічної системи з 

скінченною кількістю ступенів вільності 
описується системою рівнянь Лагранжа ІІ роду: 
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Дане рівняння руху для оболонки при її 
скінченно-елементній апроксимації з 
урахуванням того, що UTL −= , та відсутності 
зовнішніх сил ( )0=jF  приймає вигляд: 
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Використаємо дискретну форму 
функціоналів кінетичної енергії та енергії 
деформації відповідно 

,
2
1

ii
T
i ФФT &r&r M=  

,
2
1

ii
T
i ФФU &r&r K=  

де iK  та iM  – матриця жорсткості та матриця 
мас і-того скінченного елемента відповідно, iФ

r
 – 

вектор вузлових переміщень і-того елемента. З 
рівняння Лагранжа (2) отримаємо наступні 
рівняння руху оболонки при відсутності 
демпфування: 

 0=+ jj ФФ &&rr
MK , (3) 

де K  та M  – матриця жорсткості та матриця мас 
механічної системи відповідно, jФ

r
 – вектор пе-

реміщень вузлів системи, що відповідає j-тому 
ступеню вільності, що відтворює j-ту форму ко-
ливань. 

При вільних коливаннях оболонок всі вузло-
ві точки здійснюють гармонічні коливання як 
функції часу: 

 tФtФ jjj ω= sin)(
rr

. (4) 

Після підстановки функцій (4) в рівняння ру-
ху оболонки (3) визначення власних частот і 
форм коливань зводиться до розв’язання системи 
алгебраїчних рівнянь 

 sjФФ jjj ,...,2,1,02 ==ω−
rr

MK , (5) 

де jω  – пульсація або частота гармонічних коли-
вань. 

 
Тестова задача 

Для перевірки достовірності обраної методи-
ки дослідження динамічних характеристик неза-
мкненої циліндричної оболонки розв’яжемо тес-
тову задачу [2] і порівняємо отримані результати 
з результатами отримані автором. 

За допомогою FEMAP була побудована гео-
метрія двох незамкнутих оболонок у вигляді ци-
ліндричних поверхонь кругового поперечного 
перерізу радіусом серединної поверхні 

ммR 25,77= , відношенням висоти до радіусу 
99,2/ =RL , товщиною ммd 5,1= , кутами від-

критості o30=ϕ  і o60=ϕ . Задавався матеріал з 
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фізико-механічними характеристиками: модуль 
Юнга ГПаE 205= , коефіцієнт Пуассона 

30,0=ν , густина 37800 мкг=ρ . Оболонки за-
кріплювалися по двом торцям з різними варіаці-
ями закріплення: F – вільний край 

0≠≠≠≠≠≠ zyxwvu ϕϕϕ ; C – жорстке закріп-
лення 0====== zyxwvu ϕϕϕ . 

Результати тестової задачі, а саме перші 
п’ять частот власних коливань для двох варіантів 
відкритості оболонки з двома типами закріплен-
ня, отримані за допомогою FEMAP, а також ін-
шим автором, представлені в таблиці 1 і 2, деε  – 
відхилення між розрахунками. 

 
Таблиця 1 

Результати тестової задачі з кутом відкритості ϕ  
і граничними умовами C-F 

f, Гц 
φ=300 φ=600 № 

[2] FEMAP ε, % [2] FEMAP ε, % 
1 256,77 259,61 1,1 252,23 244,26 3,2 
2 261,90 264,78 1,1 267,34 260,01 2,7 
3 591,20 599,14 1,3 588,18 569,26 3,2 
4 665,87 676,80 1,6 683,98 675,06 1,3 
5 724,48 727,44 0,4 726,83 698,18 3,9 

 
Аналізуючи отримані результати тестової 

задачі можна спостерігати невелике відхилення 
між двома скінченно-елементними реалізаціями, 
запропонованими нами і автором [2], яке не пе-
ревищує 5%. 
 

Таблиця 2 
Результати тестової задачі з кутом відкритості ϕ  
і граничними умовами C- C 

f, Гц 
φ=300 φ=600 № 

[2] FEMAP ε, % [2] FEMAP ε, % 
1 651,02 652,35 0,2 651,39 626,31 3,9 
2 651,42 652,78 0,2 652,9 627,19 3,9 
3 1217,19 1215,5 0,1 1218,61 1163,12 4,6 
4 1217,26 1215,54 0,1 1219,46 1163,54 4,6 
5 1525,1 1536,75 0,8 1515,2 1477,19 2,5 

 
Побудова розрахункової моделі 

За допомогою програми FEMAP була побу-
дована геометрія оболонки у вигляді циліндрич-
ної поверхні еліптичного поперечного перерізу 
змінної товщини з розмірами: висота ммh 120= , 
півосі серединної поверхні: ммa 810,50=  і 

ммb 295,36= , товщина оболонки уздовж великої 
півосі мda

3101 −⋅= , уздовж малої півосі 
ммdb 73,2= . Потім оболонка розрізалась секто-

ром заданого кута відкритості ϕ  (рис. 1). Як ма-
теріал задавалась сталь з характеристиками: мо-
дуль Юнга ГПаE 212= , коефіцієнт Пуассона 

30,0=ν , густина 37800 мкг=ρ . Оболонка до-
сліджувалась при жорстко закріпленому одному і 
двох торцях. 

Параметри моделювання було встановлено 
відповідно до характеристик і розмірів замкнутої 
некругової циліндричної оболонки, яка дослі-
джувалась на частоти і форми вільних коливань 
МСЕ [1] і методом стробоголографічної інтерфе-
рометрії [8]. 

Оболонка в поперечному перерізі має форму 
еліпса змінної товщини, тому необхідно розгля-
нути різні способи її відкритості відносно великої 
(рис. 1, а) і малої півосей (рис. 1, б), так як в за-
лежності від цього будуть змінюватися її власти-
вості міцності, а відповідно і частоти вільних ко-
ливань. В даному дослідженні визначимо залеж-
ність частоти вільних коливань від величини від-
критості оболонки, яка буде визначатися кутом 
відкритості в межах від o0  до o90  з кроком o10 . 

Оскільки оболонки змінної товщини, то роз-
бивку краще проводити solid-елементами. 

 
Результати чисельних розрахунків 

Перші десять частот вільних коливань, роз-
рахованих для некругової циліндричної оболонки 
змінної товщини відкритої відносно великої пів-
осі з жорстко закріпленим одним торцем, в зале-
жності від кута відкритості наведені в таблиці 3. 
Для порівняння наведені також частоти для за-
мкнутої некругової циліндричної оболонки змін-
ної товщини при відповідних граничних умовах. 
В таблиці 4 наведені перші десять частот вільних 
коливань некругової циліндричної оболонки 
змінної товщини відкритої відносно великої пів-
осі, закріпленої по двом торцям, в залежності від 
кута відкритості. 

В таблиці 5 наведені перші десять власних 
частот некругової циліндричної оболонки змінної 
товщини відкритої відносно малої півосі з жорст-
ко закріпленим одним торцем, в залежності від 
кута відкритості. В таблиці 6 наведені перші де-
сять власних частот некругової циліндричної 
оболонки змінної товщини відкритої відносно 
малої півосі, закріпленої по двом торцям, в зале-
жності від кута відкритості. Перші десять форм 
вільних коливань незамкненою циліндричної 
оболонки змінної товщини з відповідним значен-
ням кута відкритості уздовж великої півосі для 
жорстко закріпленого одного торця і двох торців 
зображені на рис. 8-15. 
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а) кут відкритості φ відносно великої півосі; б) кут відкритості φ відносно малої півосі 

Рис. 1. Креслення поперечного перетину циліндричної оболонки 
 

Таблиця 3 
Частоти вільних коливань (fчис, Гц) оболонки змінної товщини відкритої відносно великої півосі з 
граничними умовами C-F 

Кут відкритості відносно великої півосі φ, град № Замк. 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

1 1565,07 1000,14 900,02 805,32 741,30 704,45 669,47 626,50 593,58 571,19 560,38 
2 1757,83 1012,84 925,84 850,37 782,56 721,86 688,59 686,68 691,59 695,49 688,66 
3 1991,80 1540,67 1498,58 1480,46 1509,68 1581,97 1691,69 1690,51 1631,23 1593,80 1592,12 
4 2022,06 1572,23 1648,68 1762,46 1828,59 1814,79 1757,62 1831,57 1988,27 2113,85 2145,67 
5 3142,73 1999,45 2315,00 2296,23 2339,38 2352,71 2313,33 2271,71 2235,60 2209,31 2196,47 
6 3677,46 2327,80 2326,32 2477,37 2415,96 2365,33 2334,15 2321,87 2332,07 2395,08 2499,34 
7 3702,04 2560,10 2583,46 2504,83 2460,60 2576,96 2841,68 3178,74 3243,18 3082,09 3025,10 
8 4129,99 2578,18 2601,86 2722,98 3117,62 3556,72 3593,57 3420,25 3580,25 4053,15 4388,09 
9 4441,27 2744,24 3199,26 3722,21 3951,67 2807,25 4110,09 4429,67 4381,54 4362,65 4484,60 
10 4457,50 3430,33 4068,94 482,55 4300,98 4300,72 4351,96 4442,44 4511,06 4528,38 4549,72 

 
Таблиця 4 

Частоти вільних коливань (fчис, Гц) оболонки змінної товщини відкритої відносно великої півосі з 
граничними умовами C-C 

Кут відкритості відносно великої півосі φ, град № Замк. 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

1 3981,74 2350,97 2312,15 2195,14 2102,47 2038,40 1997,09 1962,35 1927,47 1898,59 1876,80 
2 3999,00 2351,46 2315,89 2196,13 2109,49 2049,57 2002,48 1972,12 1956,11 1940,96 1917,47 
3 4388,83 3945,95 3909,33 3948,31 3929,64 3923,64 3995,68 4044,68 4003,36 4005,38 4082,49 
4 4400,06 3967,45 4072,10 4010,09 4070,31 4144,57 4106,69 4137,59 4241,59 4233,17 4199,66 
5 5185,93 3967,53 4146,64 4153,15 4176,60 4210,16 4232,66 4242,06 4248,42 4234,84 4219,08 
6 5531,64 4009,46 4146,91 4153,27 4177,82 4210,97 4235,39 4248,93 4334,35 4543,63 4657,96 
7 6325,98 4314,69 4353,30 4582,16 4617,27 4694,51 5008,39 5470,17 5549,04 5528,19 5715,35 
8 6439,24 4516,27 4713,85 4710,47 5023,99 5504,96 5691,29 5630,20 6049,38 6759,26 7228,14 
9 6972,08 5184,39 5173,61 5608,26 6069,81 6051,71 6420,19 7129,35 7241,75 7254,11 7233,60 
10 7136,60 5367,81 5834,18 6124,84 6342,06 6922,39 7088,96 7191,64 7242,41 7261,74 7456,36 

 
Таблиця 5 

Частоти вільних коливань (fчис, Гц) оболонки змінної товщини відкритої відносно малої півосі з 
граничними умовами C-F 

Кут відкритості відносно великої півосі φ, град № Замк. 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

1 1565,07 618,34 613,59 612,54 617,77 631,18 651,75 715,07 851,10 947,93 912,85 
2 1757,83 628,23 625,71 624,15 624,56 635,74 674,10 746,37 882,49 1102,89 1061,21 
3 1991,80 1627,67 1607,30 1596,29 1602,91 1590,48 1518,85 1493,62 1633,96 1478,45 1656,14 
4 2022,06 1721,10 1777,57 1749,79 1672,96 1650,43 1760,73 1923,86 1693,02 1999,08 1924,17 
5 3142,73 1922,33 1870,74 1906,12 1973,32 2000,12 1989,02 1979,20 2047,87 2181,47 2560,72 
6 3677,46 2130,71 2122,19 2098,58 2066,02 2035,56 2011,37 1983,91 2050,45 2284,45 2594,38 
7 3702,04 2214,24 2184,93 2166,59 2184,57 2319,50 2347,74 2174,66 2466,78 2359,07 3250,24 
8 4129,99 2351,32 2448,10 2564,95 2613,43 2531,58 2584,05 2818,50 2543,81 3450,71 4246,75 
9 4441,27 3234,33 3232,65 3152,40 3164,82 3373,92 3263,65 3117,55 3670,74 3812,22 4248,35 
10 4457,50 3340,47 3443,33 3684,33 3680,04 3502,44 3769,32 3777,97 3671,16 3821,88 4500,35 
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Таблиця 6 
Частоти вільних коливань (fчис, Гц) оболонки змінної товщини відкритої відносно малої півосі з 
граничними умовами С-С 

Кут відкритості відносно великої півосі φ, град № Замк. 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

1 3981,74 1896,83 1864,31 1830,57 1791,42 1757,10 1731,99 1732,10 1822,43 2083,99 2340,01 
2 3999,00 1897,44 1864,74 1830,71 1792,60 1759,51 1734,00 1735,92 1832,37 2119,19 2360,52 
3 4388,83 4000,80 4017,45 4058,38 3944,79 3807,97 3647,46 3484,58 3388,29 3541,66 3955,35 
4 4400,06 4171,47 4142,65 4058,40 3945,02 3808,37 3647,61 3485,60 3388,96 3548,63 3984,60 
5 5185,93 4209,32 4142,73 4061,02 4059,14 4029,89 4037,78 4041,30 3958,44 3955,35 4124,53 
6 5531,64 4209,41 4142,94 4101,70 4122,76 4201,19 4183,73 4129,58 4262,68 4268,08 4175,48 
7 6325,98 4267,39 4377,64 4553,82 4671,97 4622,36 4723,24 4893,60 4767,34 5126,58 5613,17 
8 6439,24 4598,37 4675,80 4707,67 4775,56 5057,11 5144,86 5090,73 5320,16 5263,36 5637,96 
9 6972,08 5513,20 5568,27 5717,18 5723,77 5609,81 5771,37 5704,12 5343,54 5337,52 5783,19 
10 7136,60 5820,00 5882,90 5829,53 6007,34 6423,45 6107,92 5706,15 5930,26 5712,67 5812,21 
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Рис. 8. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o0=ϕ  уздовж великої півосі з 
граничними умовами C-F 
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Рис. 9. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o0=ϕ  уздовж великої півосі з 
граничними умовами C-C 
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Рис. 10. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o0=ϕ  уздовж малої півосі з 
граничними умовами C-F 
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Рис. 11. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o0=ϕ  уздовж малої півосі з 
граничними умовами C-C 
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Рис. 12. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o90=ϕ  уздовж великої півосі з 
граничними умовами C-F 
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Рис. 13. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o90=ϕ  уздовж великої півосі з 
граничними умовами C-C 
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Рис. 14. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o90=ϕ  уздовж малої півосі з 
граничними умовами C-F 
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Рис. 15. Форми вільних коливань оболонки зі значенням кута відкритості o90=ϕ  уздовж малої півосі з 
граничними умовами C-C 
 

Висновки 
Проведено розрахунок частот вільних коли-

вань незамкнутої циліндричної оболонки еліпти-
чного поперечного перерізу змінної товщини при 
різних кутах відкритості відносно великої і малої 
півосей з жорстко закріпленим одним і двома то-
рцями методом скінченних елементів, реалізова-
ним за допомогою програмного комплексу 
FEMAP. 

Отримані чисельно частоти і форми вільних 
коливань розглянутої оболонки дають можли-
вість зробити ряд висновків: 

- перші дві власні частоти замкнутої некру-
гової циліндричної оболонки змінної товщини 
жорстко закріпленої по одному торцю більші в 
1,6-1,7 разу в порівнянні з відповідними частота-
ми ідентичною оболонки з розрізом уздовж твір-
ної по великій півосі та в 2,5-2,8 разу з розрізом 
уздовж твірної по малій півосі; 

- в разі закріплення двох торців перші дві 
власні частоти замкнутої некругової циліндрич-
ної оболонки більше в 1,7 разу відповідних час-
тот некругової циліндричної оболонки з розрізом 

уздовж твірної по великій півосі та в 2,1 разу з 
розрізом уздовж твірної по малій півосі; 

- максимальне значення першої резонансної 
частоти спостерігається при куті відкритості 00 
відносно великої півосі для обох розглянутих 
умов закріплення; 

- максимальне значення першої резонансної 
частоти спостерігається для оболонки з жорстко 
закріпленим одним торцем при куті відкритості 
800 відносно малої півосі та 900 для закріпленої 
по двом торцям; 

- для оболонок відкритих відносно великої 
півосі спостерігається значна відмінність між 
третьою і другою частотою для обох способів 
закріплення, яка знаходиться в межах від 1,5 до 
2,5 разу, при цьому різниця зростає із збільшен-
ням кута відкритості; 

- для оболонок відкритих відносно малої пів-
осі спостерігається протилежна тенденція, тобто 
із зростанням кута розкриття різниця між тре-
тьою і другою частотою для обох способів закрі-
плення спадає в межах від 1,5 до 2,5 разу. 
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Cardiorespiratory system as system with 
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На основі моделі ДеБура взаємодії серцево-судинної та респіраторної систем та 
рівнянь дисипативного відображення Заславського (яке описує динаміку респіраторної 
системи як генератора центрального типу) побудовано узагальнену модель, що враховує як 
прямий, так і зворотний зв’язок підсистем: респіраторної та кардіо. При цьому серцево-
судинна система являє собою коливальну систему з обмеженим збудженням з боку 
респіраторної. Методами теорії динамічних систем  виявлено хаотичні режими, породжені 
взаємодією підсистем, та інтервали їх існування. Встановлено, що іррегулярність поведінки 
фазових траєкторій узагальненої моделі залежить від інтенсивності дії серцевого ритму на 
дихання, що є характерним для динаміки кардіореспираторної системи здорової людини. 
Показано як зміна (зменшення) пульсу може впливати на сукупну динаміку моделі. 

Ключові слова: серцево-судинна система, респіраторна система, зворотній зв’язок, хаос. 

A new modified cardiorespiratory model based on the famous DeBoer beat-to-beat model and 
Zaslavsky map (which describes dynamics of the respiratory system as a generator of central type) 
was studied in details. In this case the respiratory tract was firstly modeled by a self-oscillating 
system under the impulsive influence of heartbeat and  cardiovascular system was represented as 
an oscillating system with a limited excitation. The steady-state regimes of the model are 
investigated by methods of the dynamical system theory. Firstly, the chaotic regimes were found 
out. The dynamics of heartbeat and respiratory systems are in good correspondence with 
experimental information of healthy man. The found out irregularities of phase trajectories of the 
modified model depend on intensity of influence of heart rhythm on breathing, what is well known 
characteristic for the dynamics of the cardiovascular system of healthy man. 

Key Words: cardiovascular system, respiratory system, limited excitation, chaos.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 

1. Вступ

У людини в стані спокою сила удару пульсу 
та інтервали між серцевими скороченнями 
здаються приблизно постійними. Тому робота 
серця на перший погляд виглядає строго 
періодичною. Більш ретельний аналіз свідчить 
про те, що у здорових людей серцевий ритм 
схильний до значних змін, навіть в стані спокою. 
На початку 80-х років, коли дослідники лише 

почали застосовувати теорію динамічних систем 
в фізіології, передбачалося, що хаос 
найочевидніше свідчитиме про наявність 
паталогій та хвороб. Згідно дослідженням у 
здорових людей частота пульсу складає в 
середньому близько 60 удар/хв і може 
коливатися в межах 20 удар/хв впродовж кожних 
декількох ударів. Протягом дня частота серцевих 
скорочень може змінюватись від 40 до 180 
удар/хв. І навпаки, за 13 годин до зупинки серця 
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серцевий ритм майже періодичний, регулярний 
та стабільний. Як показав Арі Л. Голдбергер [1], 
за 8 діб до раптової серцевої смерті серцевий 
ритм характеризується вираженою 
періодичністю. У здорової людини серцевий 
ритм є хаотичним. 

2. Модель взаємодії серцево-судинної і
респіраторної систем. 

Модель взаємодії серцево-судинної і 
респіраторної систем, досліджувана в роботах [2] 
і [3], є системою дискретних відображень, що 
описують еволюцію характеристик стану 
кардіоінтервалу від удару до удару. Модель 
містить такі фізіологічні характеристики стану як  
систолічний тиск S , діастолічний тиск D , 
кардіоінтервал I  ( RR - інтервал), час 
артеріального загасання T . Вплив респіраторної 
системи на серцево-судинну обмежується лише 
механічною складовою і моделюється введенням 
відповідної адитивної добавки. Згідно із 
загальноприйнятими фізіологічними нормами, в 
усталеному режимі 0 120S = мм рт. ст., 

0 80D = мм рт. ст., 0 800I = мс, 0 1500T = мс. Після 
обезразмірювання по характерних величинах 0S  і 

0T , отримують наступну систему дискретних 
відображень [3]: 

( )

( )

1 1 1 1

0 2
1 0

0 0 0

0 0 3

0 0 0

0 0 0 0

0 0

exp /

sin 2

ˆ ˆ( , ) ,

ˆ1 / / ( , )
ˆ 1 18 / arctan( ( 1) /18)

i i i i

i i i i

i v i v

i

i i
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S S c
I G S G F S

T T T
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S S S S
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α α α

γ π

τ

τ

− − −

−

−

′ ′ ′ ′= −⎧
⎪
⎪ ′ ′ ′= + + +⎪
⎪
⎪ ′ ′ ′= + +⎨
⎪
⎪ ′ ′= + −⎪
⎪ ′ ′= + −
⎪
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(1) 

де 1,i ≥  0/ ,D D S′ =  0/ ,S S S′ = 0
ˆ ˆ / ,S S S′ =

0/ ,I I T′ =  0/ ,T T T′ =  0 0
1

0 0

exp ,
D I

c
S T

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 0 0 0 ,c S D Iγ= − −  3 0 0 ( ),vc I S G Gβ= − +  
18Gα = мс/мм рт.ст.,   9vG Gβ = = мс/мм рт.ст., 

0.016γ = мм рт.ст./мс, 3A = мм рт.ст. - амплітуда 
зміни тиску систоли, обумовлена рухом грудної 
клітки під час дихання, 0.25f = Гц – частота 

дихання, 
1

0

i

i k
k

t I
−

=

= ∑  - момент часу сердечного

скорочення, 

2 1 1 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 2 ),
9 i i i i iF S S S S Sτ τ τ τ τ− − − − − − + − += + + + +

4,α βτ τ= = 0,vτ =  якщо пульс менше за 75 
удар/хв і 1,vτ =  якщо пульс більше ніж 75 
удар/хв. 

 Генерація рухових ритмів, за теорією  Гласа 
здійснюється генераторами центрального типу 
(the generator of central type). Дихання пов’язане з 
рухом грудної клітини і його динаміка може бути 
змодельована як динаміка центрального 
генератора. Математично процесс дихання може 
бути описаний автоколивальною системою, що 
має в усталеному режимі коливань стійкий 
граничний цикл [4, 5]. Математичною моделлю 
такої системи може бути, за нашою думкою, 
система відображень Заславського, що описує 
динаміку системи, в якій реалізуються періодичні 
автоколивання і яка знаходиться під періодичним 
імпульсним збуренням постійної інтенсивності. 
Динаміка цієї системи записується у вигляді: 

( )1 sin exp{ },n n nr r Tη ϕ κ+ = + −

( )1
1 exp{ }sin ,n n n n

TT r κϕ ϕ ω ν η ϕ
κ+

− −
= + + +

Рис. 1.  Старший показник Ляпунова 
системи (1)-(2) 
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де r - відхилення амплітуди від граничного 
циклу, 0κ >  - коефіцієнт загасання збурення 
амплітуди, що визначає швидкість повернення 
збуреної системи до граничного циклу, ϕ  - фаза 
коливань, ω  - частота коливань на граничному 
циклі, добавка до якої враховується в лінійному 
наближенні по ,r  ν  -постійний параметр, що 
відповідає за ступінь зміни добавки до фази в 
залежності від величини відхилення r . 

В роботі запропонована узагальнена модель 
взаємодії серцево-судинної та респіраторної 
систем, в рамках якої респіраторна система 
моделюється автоколивальною системою, що 
знаходиться під механічним імпульсним 
збуренням серцевих скорочень, тобто серцево- 
судинна система розглядається як система з 
обмеженим збудженням згідно сучасній теорії 
коливань. При цьому, для моделювання впливу 
серцевих скорочень на дихальні осциляції 
використовуються рівняння дисипативного 
відображення Заславського, що узагальнені на 
випадок неперіодичних ударів серця різної 
інтенсивності  

( )1 0( )sin exp{ },n n n n nr r S S Iη ϕ κ+ = − − − (2)                       

( )1 0
1 exp{ }

2 ( )sin ,n
n n n n n n

I
fI r S S

κ
ϕ ϕ π ν η ϕ

κ+
− −

= + + − −                      

тут 0η >  - безрозмірний параметр, що 
характеризує інтенсивність дії серцевих 
скорочень на респіраторну активність. Таким 
чином, досліджується динаміка математичної 
моделі серцевих ритмів ДеБура (1), з прямою 
респіраторною дією вигляду ( )sin ,i iA r ϕ+                      
та зворотними зв’язками (2). 

  
3. Усталені режими моделі. 

        Перейдемо до дослідження усталених 
режимів системи (1)-(2). В силу нелінійності 
даної системи, її розв’язок можна отримати 
чисельно. Для чисельного моделювання 
вибираємо наступні початкові значення змінних: 

[0] 0.53,I ′ =  [ ] 1.08,S j′ − =  0,..., 6.j =  На рис. 1. 
показана залежність старшого показника 
Ляпунова системи, на проміжку 0 0.27.η≤ ≤  При 
нульовому значенні біфуркаційного параметра 
модель позбавлена зворотного впливу і 
характеризується регулярним усталеним 
режимом. При збільшенні значення параметра, 
спостерігається стрибок показника в додатну 
область. Таким чином, врахування лінійного 
зворотного зв'язку, для моделі (1), веде до 
хаотизації усталеного режиму сукупної системи 
при 0.245.η ≈  Хаотичний атрактор, що 
характеризує поведінку системи при 0.25η =  
зображено на Рис. 2.  

Якщо тепер зменшити значення пульсу до 60 
ударів на хвилину, то поведінка системи, при 
різних значеннях 0η > , з проміжку фізично 
обґрунтованих значень параметрів моделі, 
жорсткий перехід до хаосу зникає, натомість 
система характеризується низкою квазі-

       
Рис. 2.  Хаотичний режим моделі (1)-(2) при 0.25η =  

 

 
Рис. 3.  Квазіперіодичний режим моделі (1)-(2) 

при пульсі в 60 ударів на хвилину, при 0.01η =  
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періодичних атракторів (Рис. 3.). При 0.17η =  в 
моделі реалізується хаотичний режим. 
Ззбільшений фрагмент структури атракторав для 
цього усталеногоих режимуів в фазовому 
просторі наведеніо на Рис. 4. 

4. Висновки 

Побудована модель кардіосистеми 
людини враховує як прямий так і зворотний 
механічний  взаємозв’язок підсистем: 
респіраторної та кардіо. Встановлено, що 
іррегулярність поведінки фазових траекторій 

залежить від інтенсивності дії серцевого 
ритму на дихання, що є характерним для 
динаміки кардіореспіраторної системи 
здорової людини. Також виявлено чутливість 
моделі до частоти пульсу (кардіоінтервалу), а 
саме спрощення структури атрактору 
сукупної системі при зменшенні пульсу з 75 
до 60 ударів на хвилину, що відповідає 
загальноприйнятим уявленням про норми 
діяльності організму людини. 
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Рис. 4.  Збільшені фрагменти атракторів моделі (1)-(2) при різних значеннях біфуркаційного 

параметру 0η > , для випадку пульсу в 60 ударів на хвилину 
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В представленій роботі розглянуто розв’язання одної періодичної оптимальної
регульованої крайової задачі асимптотичним методом. Для розв’язання задачі з розширеним 
функціональним записом були знайдені крайові умови та рівняння Ейлера-Лагранжа. Підхід
до розв’язання задачі в залежності від малого параметра шляхом відшукання системи 
нелінійних диференціальних рівнянь і розв’язку рівнянь Ейлера-Лагранжа, розв’язок загальної 
задачі при першому підході зводиться до розв’язку двох нелінійних алгебраїчних рівнянь.

Ключові слова: оптимальне регулювання, асимптотичний метод, періодичний стан.

In the present work we considered the solution of one periodic optimal regulated boundary value 
problem by the asymptotic method. For the solution of the problem with extended functional 
writing, boundary conditions and Euler-Lagrange equations were found. The approach to the 
solution of the problem depending on a small parameter by seeking a system of nonlinear 
differential equations and solving Euler-Lagrange equations, the solution of the general problem in 
the first approach comes down to solving two nonlinear algebraic equations. 

Key words: optimal regulation, asymptotic method, periodic condition.
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Електронний уряд - це сукупність поширених технологій та автоматизованих процесів. Відкриті 
дані відіграють вирішальну роль в успішній реалізації цієї концепції. Архітектура платформи 
відкритих даних (ODP) тут описана як основа для впровадження систем відкритого доступу до 
даних, включаючи конкретні вимоги. Пропонована архітектура та її компоненти були детально 
обговорені в цій роботі щодо її доступності, продуктивності та надійності. Підсистема відкритих 
даних на основі представленої тут архітектури була розроблена для уряду Йорданії та успішно 
впроваджена та протестована. Таким чином, ця архітектура показала свою життєздатність.

Основна увага в роботі - детальний аналіз запропонованої архітектури ODP та її характеристик. 
ODP є важливою системою для зрілого електронного уряду. Ми пропонуємо тут архітектуру для неї 
з перевіреними на використання характеристиками. Цей факт додає значення стабільності системи 
електронного урядування та значним характеристикам та покращує загальну якість системи.

Ключові слова: електронний уряд, відкриті дані, цифрова трансформація, оцифровка, архітектура 
системи, висока доступність, висока продуктивність, відкрита платформа даних.

E-Government is a set of pervasive technologies and automated processes now. The open data plays a 
crucial role in the successful implementation of this concept. The Open Data Platform (ODP) architecture is 
described here as the framework for the open data access systems implementation, including specific 
requirements. The proposed architecture and its components were discussed in this paper in detail for its 
availability, productivity, and reliability. The open data subsystem based on the architecture presented here 
was developed for the Jordan Government and was successfully implemented and tested. Thus, this 
architecture showed its viability.

The focus of the paper is the detailed analysis of the proposed ODP architecture and its characteristics. 
The ODP is a significant system for the mature e-Government. We propose here the architecture for it with 
usage-proven characteristics. This fact adds the value to the e-Government framework stability, and 
significant characteristics and improves the overall quality of the system

Key Words: e-government, open data, digital transformation, digitalization, system architecture, high 
availability, high performance, open data platform.

Статтю представила к.ф.-м.н., доц. Розора І.В.

Вступ

Цифрова трансформація суспільства, штатів, 
міст та громадян - це загальний процес на 
сьогодні. Це зачіпає майже всі сфери нашого 
життя. Оцифрування відбувається навіть у сфері 

електронного здоров'я та електронного уряду, 
дані стають відкритими та широкодоступними. 
Усі ці зміни потребують зрілої інфраструктури, 
яка може впоратися з такими проблемами, як 
надійність, доступність, продуктивність, 
доступність та безпека.

© Mohammad Alhawawsha, 2018
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Актуальність, підходи, архітектура, рішення та 
виклики електронного уряду та SMART-уряду 
були описані та обговорені в [1-12]. Потребу у 
відкритому електронному уряді розглянуто в [1-
5]. Існує також багато публікацій, в яких 
висвітлюються різні аспекти електронного уряду, 
включаючи історії успіху та виклики під час 
розробки та впровадження [6-11].

Багато нетривіальних завдань, які повинні бути 
вирішені під час якісної реалізації концепції 
електронного уряду, повинні бути ретельно 
змальовані та вивчені заздалегідь – наприклад,
питання безпеки при роботі з особистими даними 
та наявність самих даних належної якості. Однак 
одне з перших і важливих завдань – це концепція 
відкритих даних [12] та її відповідна реалізація. 
Це означає, що портал даних (або подібна 
система) повинен бути:

• достатньо надійний (включаючи 
відмовостійкість),

• висока доступність в різних умовах,
• продуктивність в сенсі відповідності вимогам 

до рівня обслуговування (SLA),
• зручність (зрозумілість для кінцевих 

споживачів, включаючи відповідні вимоги щодо 
доступності), та

• запобігання несанкціонованому доступу до 
чутливої частини даних (внутрішніх сервісів), а 
також до внутрішньої частини системи взагалі, від 
неуповноважених сутностей (включаючи 
користувачів).

Тут ми не згадуємо про безпеку та 
конфіденційність, оскільки тема "Відкриті дані", 
що означає, власне, відкритість для кінцевого
користувача.

Дані повинні бути представлені у чіткій 
структурі. Ми маємо на увазі самі дані, а також 
правильні формати та форми подання, та систему 
каталогів, аби кінцевий користувач знаходив 
потрібні дані з меншими зусиллями. Проте, ці 
питання виходять за межі цього дослідження.

Отже, тут ми зосереджуємось на розробці Open 
Data Framework (ODF) та Open Data System (ODS), 
зокрема на їх архітектурі, блок-схемі та їх
властивостях. Ми обговорюємо очікування, 
вимоги до такої платформи та її поведінку за 
різних умов.

Мета дослідження – розробити архітектуру 
Open Data Platform (ODP), яка відповідає вимогам, 
описаним вище. Методика є аналітично-
порівняльною – вона спирається на сучасні 

технології та кращі практики, адаптуючи їх для 
отримання найкращого результату.

Врахуємо вимоги до системи та, спираючись 
на поточну тенденцію до архітектури 
мікросервісів, запропоновано архітектуру
платформи відкритих даних, обговорено її 
властивості та надано аналіз її переваг та 
недоліків.

Архітектура платформи відкритих даних
для електронного урядування

На рис. 1 подано пропоновану структурну
схема компонентів ODP: архітектура, робочі 
процеси, потоки даних та зв’язки.

ODP має бути веб-орієнтованою системою,
оскільки користувачі матимуть доступ до 
відкритих даних через Інтернет. Отже, має бути 
Front-End частина із серверами доступу до даних 
та підготовкою та генерацією звітів. Цей блок 
включає службу кешування для прискорення 
обробки повторюваних запитів доступу до даних. 
Також використання кешу може покращити 
доступність, покращивши загальну 
продуктивність Back-End-сервісу, зводячи до 
мінімуму кількість запитів до цієї частини. Також 
він надає дані, якщо резервна система з якихось 
причин недоступна. Тут Back-End є сервери 
зберігання даних (Storage Engine) та доступу до 
даних (Querying Engine).

Front-End сервери можуть бути комбінацією 
SQL Server та/або OLAP (On-Line Analytical 
Processing – на відміну від On-Line Transactional 
Processing сервера, OLTP) для оптимізації 
продуктивності, особливо для запитів тривалої 
обробки з агрегатами над великими масиви даних. 
Ця частина всієї інфраструктури є основним 
сховищем вітрин даних (Data Marts), також 
відомим як склад даних (Data Warehouse) – єдине
джерело достовірної інформації для всіх 
користувачів системи (ODS). 

З іншого боку, ODP має багато різних джерел 
вхідних даних, тому потрібна колекція 
трансформаторів даних, які перетворюють дані з 
формату введення у внутрішнє представлення. 
Цей компонент ми називаємо «Збір вихідних 
даних» з різних форматів вхідних даних, що 
перетворюються і надалі спільно зберігаються у 
сховищі даних.
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Як і в більшості систем обробки даних, нам 
потрібен Склад даних з такими компонентами:

• очищення даних, що означає пошук 
відхилень та помилок у даних, невідповідностей 
та колізій, ведення словників різних позначень 
одних і тих же сутностей та інших подібних 
завдань,

• попередня обробка даних, яка агрегує дані, 
перевіряючи їх цілісність та здійснюючи можливі 
перехресні перевірки,

• систематизація, приведення даних до 
належної форми, та

• зберігання отриманих очищених та система-
тизованих даних на складі даних SQL Server.

Усі ці компоненти (очищення, попередня 
обробка, ректифікація) мають важливе значення 
для підготовки якісних даних для подальшого 
використання громадою.

Зовнішні постачальники послуг – це, власне, 
видима ззовні частина всієї Платформи, 
включаючи впровадження порталу відкритих 
даних. До таких послуг належать:

• інтерфейси прикладного програмування 
(API) для користувачів або “роботів” (інші 
програми, що запитують відкриті дані),

• адаптери даних, які являють собою джерела 
даних для зовнішнього програмного 
забезпечення, рядки підключення та інші засоби 
доступу до даних,

• послуги доступу до даних, які складаються з 
вітрин даних (у першу чергу – завантажувані 
файли, а також механізм запитів та інші засоби 
доступу), знімки даних (в першу чергу для 
версійності) та інші засоби.

Рис. 1. Структурна схема платформи відкритих даних (ODP).

API рекомендується будувати за допомогою 
сервісно-орієнтованої архітектури, заснованої на 
протоколі SOAP, використовуючи мову опису 
веб-служб WSDL для їх визначення та виявлення. 
Ця архітектура забезпечує високу доступність та 
масштабованість для цієї підсистеми та її 
користувачів.

Внутрішні постачальники послуг надають 
доступ до даних інших служб для внутрішнього 
використання. Це містить:

• підсистеми архівації (для історичних версій),
• аналітичні та звітні підсистеми – для інших 

державних установ, агентств та "внутрішніх" 
отримувачів даних, яким вони необхідні,
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• інші системи, які забезпечують доступ до 
необхідних даних та відповідно до угод про 
сервіс.

Аналітична та звітна підсистема спрямована на 
пришвидшення доступу до складних вибірок
даних, що вимагає агрегації багатьох первинних 
даних та, можливо, різних форматів подання 
даних.

Крім того, останньою, але не менш важливою 
складовою ODP є служби моніторингу стану, які 
включають ряд інфраструктурних рішень, 
спрямованих на:

• контроль функціональності усіх компонентів,
• попередження ситуації, коли спрацьовує 

певний тригер щодо критичної події,
• сигналізація про надмірне використання 

деяких ресурсів на ранніх етапах,
• запобігання проблемам шляхом 

інформування адміністраторів про критичні зміни 
ситуації (надмірне завантаження, рівень 
продуктивності підсистем, доступність),

• візуалізація стану всього комплексу,
• передбачення вузьких місць в продуктивності 

та інших крайових ситуаціях,
• автоматизація завдань технічного 

обслуговування (архівування, коригування 
параметрів віртуалізації обладнання, авто-
масштабування, перезавантаження тощо)

Всі кроки реєструються, щоб відстежувати всі 
зміни, доступність та потенційно складні ситуації.

Як ми знаємо з великих проектів та компаній, 
таких як Google і Facebook, Grammarly та інших 
веб-орієнтованих продуктів, однією з найбільших 
команд є команда інфраструктури (розробка, 
підтримка та моніторинг).

Властивості платформи відкритих даних

Основні властивості випливають із 
запропонованої архітектури. Надамо короткий 
аналіз обговорених питань.

Пропонована архітектура ODP має такі 
позитивні характеристики:

• багаторівнева структура та мікросервісна 
архітектура окремих блоків підтримують високий
рівень незалежності та масштабування,

• механізми кешування та запитів допомагають 
оптимізувати та збалансувати завантаженість 
системи,

• розділення внутрішніх та зовнішніх 
споживачів сервісів,

• підсистема моніторингу, яка допомагає 
виявити помилки та швидко вирішити критичні 
ситуації.

Розглянемо докладніше наступні аспекти.

Доступність. Дані залишатимуться доступ-
ними (деякий час згідно конфігурації) через кеш, 
навіть якщо двигун запитів та/або сховище даних 
стануть недоступними. Крім того, використання 
OLAP-запитів і механізмів багатовимірного 
зберігання допомагає поліпшити доступність 
даних за рахунок кращої швидкості обробки 
запитів.

Продуктивність. Високий рівень 
продуктивності (іншими словами, SLA – вимоги 
щодо рівня обслуговування) повинен бути 
забезпечений першочергово апаратно (або 
віртуальною, «хмарною» конфігурацією). Також 
наступні архітектурні рішення підтримують 
потрібний рівень продуктивності:

• механізм кешування та багатошарова 
структура вирішує ситуації з високим 
навантаженням,

• мікросервіси забезпечують масштабованість,
• поєднання двигунів запитів SQL та OLAP 

забезпечує гнучкість у створенні більш 
ефективного потоку даних всередині ODP,

• моніторинг допомагає рано виявити критичні 
відхилення у швидкодії.

Надійність. Надійність у нашому випадку 
базується на:

• архітектурі мікросервісів (таким чином
досягається високий рівень незалежності 
компонентів ODP),

• моніторингу за допомогою реактивної під-
системи, яка запобігає системним катастрофам,

• кешах, які покращують доступність у деяких 
випадках,

• багаторівневій архітектурі, яка допомагає 
уникнути складних взаємозв'язків і, таким чином, 
швидко локалізувати потенційні проблеми (у 
першу чергу, щодо продуктивності),

• розділенні внутрішніх та зовнішніх клієнтів 
послуг,

• брандмауері, який допомагає фільтрувати 
трафік та уникати несанкціонованого доступу до 
системи за багатьма параметрами, наприклад, 
частотою та різноманітністю запитів.

Проте, безумовно, надійність даних в цілому 
залежить від якості вхідних даних. 
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Безпека. Безпека, як згадувалося раніше, не 
акцентована у цій роботі через відкритий характер 
ODP та даних всередині, проте коротко 
охарактеризуємо основні критерії:

• конфіденційність, яку слід враховувати лише 
на етапі попередньої обробки, оскільки будь-які 
особисті дані повинні бути виключені,

• цілісність повинна підтримуватись
додатковими обмеженнями, застосовуваними до 
того, щоб обслуговуючий персонал не мав 
доступу до робочого процесу та потоку даних,

• доступність обговорювалась вище,
• підзвітність стосується журналів та 

історичних знімків, описаних вище,
• достовірність можна гарантувати лише у 

випадку фізично обмеженого доступу до 
інфраструктури ODP.

Підсумок та аналіз

Пропонований ODP та його архітектура 
відрізняються від відомих раніше (наприклад, [6-
11]). Описана Платформа слідує принципам
архітектури мікросервісів для підвищення 
доступності та масштабованості, а також 
використовує ряд технологій (підсистеми OLAP, 
звітності та моніторингу) для підвищення 
продуктивності та надійності. Ця архітектура є 
новою для реалізації концепції відкритих даних 
для електронного урядування і публікується 
вперше.

Ми обговорили характеристики ODP 
запропонованої структури (архітектури). Ця 
дискусія не залежить від основних технологій 
впровадження та конкретних рішень – вона 
стосується концепції та властивостей системи.

Позитивний досвід розробки ODP, яку 
впроваджено, дає нам право зробити висновок про 
ефективність цієї архітектури.

Недоліком цієї архітектури є те, що вона 
складна та потенційно не дешева, поєднує 
широкий спектр технологій і прийомів 
(кешування, звітування, OLAP тощо) – але
контролером над складністю виступає підсистема
моніторингу. Окремі підсистеми можуть 
масштабуватися незалежно і бути стійкими до 
відмов (слід просто збільшити кількість ресурсів 
для них як для мікросервісів) – проте в цьому 
випадку впровадження та підтримка системи (в 

першу чергу апаратні та "хмарні" ресурси) 
стануть ще дорожчими.

Експериментальна реалізація системи 
відкритих даних для уряду Йорданії підтверджує 
доцільність рішення та ефективність 
запропонованої архітектури. Дещо подібні 
архітектури можна побачити і в інфраструктурних 
проектах Facebook та Google, тому це підтримує 
запропонований метод і підходить до 
представленої архітектури.

Висновки

У роботі ми докладно дослідили
запропоновану архітектуру платформи відкритих 
даних ODP як основу для відкритого доступу до 
даних для реалізації концепції електронного 
уряду. Проаналізовано її властивості, переваги та 
недоліки, показано, як можна досягти високих 
показників та як максимально використати 
інфраструктуру. Однак слід зазначити, що, 
звичайно, надійність даних (цінність ODP) в 
цілому залежить від якості вхідних даних.

Пропонована архітектура платформи 
відкритих даних має такі характеристики:
доступність, продуктивність та надійність 
(відносна, стосовно вхідних даних) – та відповідає
нефункціональним вимогам, описаним на початку 
дослідження.

Системи відкритих даних для уряду Йорданії 
була впроваджена з використанням 
запропонованої архітектури. Ця реалізація 
показала, що ODP є достатньо надійною,
забезпечує високу доступність та продуктивність 
під час навантажувальних випробувань. Таким 
чином, можна зробити висновок, що 
запропонована архітектура для ODP є досить 
зрілою і її рекомендується використовувати в 
інших подібних системах та реалізаціях.

Запропонована архітектура є новою у описаній 
конфігурації. У цьому полягає новизна даної 
роботи. В результаті розробки системи за 
наведеною архітектурою вдалося розв’язати 
актуальну задачу для доступу до відкритих даних 
на прикладі державного проекту.
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Системи управління навчанням сьогодні дуже популярні. Вони мають багато функцій для 
підтримки навчального процесу, домашніх завдань, спілкування та відстеження прогресу у навчанні.
Однак, їм не вистачає функціональних можливостей для управління персоналом, таких як планування 
(складання розкладу) та звітність. В даній статті ми пропонуємо рішення, яке розв’язує цю проблему 
та забезпечує планування занять у школі чи університеті, враховуючи вимоги, обмеження та 
побажання. До проблеми планування було застосовано інноваційний підхід. Запропоноване рішення 
засноване на відомих раніше техніках управління змінними працівниками. Перші позитивні відгуки з 
іракських шкіл, де було запроваджено дане рішення, дають підстави для наступного розвитку та 
вдосконалення системи.

У центрі уваги статті - модуль планування та складання розкладу розробленої системи, контекст 
задачі (сфера застосування) та аргументація того, чому це важливо.

Learning Management Systems are very popular nowadays. They have many functions to support the 
learning process, classes home assignments, communications, and progress tracking. However, it lacks the 
functionality for the management staff like scheduling (planning) and reporting. Here we propose the software 
solution, which solves this issue and provides the scheduling for the classes in a school or university, 
considering requirements, limitations, and wishes. An innovative approach was applied to the scheduling 
problem. This solution is based on the workforce management techniques known previously. The first positive 
feedbacks from Iraq schools, where we implemented this solution, support us for the next development and 
improvements of the system.

The focus of the paper is the scheduling module of the system developed, the context of the task (the scope), 
and arguing why it is important. The method from the area of workforce management systems was taken, 
adopted, and applied to the new task of school scheduling construction. This is the novelty of the presented 
work.

Статтю представила к.ф.-м.н., доц. Розора І.В.

Вступ
Планування є важливим і складним завданням 

у багатьох сферах. Створення графіків роботи для 
управління робочим часом працівників в 
організаціях є одним з ключових факторів 
стабільності для Контактних центрів та інших 
компаній, що мають організацію роботи на основі 
змін. [1-5].

Щодо шкіл та університетів, то графік занять є 
одним із важливих документів, який скеровує
навчальний процес. На вході маємо:

• «вимоги»: навантаження кожного викладача 
(або вчителя) – скільки годин, які заняття він / 
вона буде проводити на тиждень,

• «побажання»: у які дні та час працівники 
віддають перевагу для проведення занять (або які 
дні взагалі неможливі для них через інший вид 
зайнятості),

© Зайнаб Сааді Хусейн Аль-Хілалі, 2018

��



Вісник Київського національного університету 
імені Тараса Шевченка
Серія фізико-математичні науки

2019, 2 Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics

• "локації": аудиторії різного типу для кожного 
виду занять,

• "обмеження": які заняття можуть бути 
послідовними, які мають іти першими,
наступними та останніми, ліміт лекцій на день,
тощо.

Також у випадку розкладу школи чи 
університету слід розглянути додаткову важливу 
вимогу взаємозамінності (або, свого роду 
гнучкість у розумінні управління змінами
розкладу). Ми маємо на увазі, що зміни (інший
викладач або заняття, або для переносу заняття на
інший день тижня чи інший час) повинні 
здійснюватись за запитом без додаткових 
накладних витрат для менеджера планування.

Отже, завдання полягає в тому, щоб скласти 
графік, який відповідає всім наведеним вимогам.

У той же час цю функціональність можна 
зрідка помітити в системах, спрямованих на 
підтримку процесу навчання / навчання [6-9]. Це 
завдання не є пріоритетним для LMS, яка є 
першочергово – Learning – системою управління 
вмістом – (L)CMS) і призначена насамперед для 
управління змістом та структурою курсів. Ще 
одна причина такого уникнення – відносна
складність завдання. Ця задача є досить складною
без очевидних переваг для розробника.

Підходи до планування
Існує ряд підходів для побудови розкладу. 

Багато чого залежить від специфіки конкретної 
задачі. Так, планування процесорного часу
відрізняється від WorkForce Management (WFM), 
тобто планування позмінного робочого графіку 
працівників. Зазвичай Марківські процеси, 
алгоритми "грубої сили" (повного перебору),
оптимізовані алгоритми пошуку, генетичні 
алгоритми застосовуються для створення 
графіку [3-5]. Тут також можуть бути застосовані 
методи машинного навчання [3,4] та методи 
градієнтного спуску. Ми спробуємо покращити 
гнучкість графіка, впровадивши інноваційний 
метод у процес генерації.

Алгоритми повного перебору набули 
популярності через їх простоту, але вони 
вимагають багато обчислювального часу. При 
великих варіаціях вхідних даних (більше 100 
співробітників, багато різних видів діяльності –
занять у нашому випадку – і т.і.) процес може 
стати незастосовним в режимі реального часу. 

Через цей факт з'являється багато оптимізацій та 
евристики, які допомагають знизити необхідну 
обчислювальну потужність та розглядати лише    
найкращі випадки завдяки набору заданих
наперед евристик. Більш цього, було застосовано 
оптимізацію градієнтного спуску, аби ще більше 
спростити алгоритм повного перебору.

Мета полягає в тому, щоб скласти графік, який 
максимально відповідає вимогам та обмеженням, 
та в той же час  буде  досить гнучким для 
наступного управління змінами. 

Звичайно, така гнучкість передбачає наявність 
додаткових ресурсів. Ми маємо на увазі, що ми 
повинні мати:

�� додаткових вчителів, які можуть вести 
певний урок (скажімо, математика для 
учнів 5-го класу) для підтримки іншого 
вчителя, який повинен був провести 
заняття в цьому класі, але не зміг прийти з 
якоїсь причини,

�� додаткові аудиторії, щоб спростити 
переміщення класу під час занять,

Зручний візуальний інструмент для підтримки 
такого роду змін та візуалізації наслідків змін 
також є необхідним.

Розроблене рішення для планування
Ми розпочали свою розробку на фундаменті 

системи WFM, яка, як виявилось, підходить за 
ідеями, закладеними у фундамент, хоча це не було
очевидно наперед. Планування програми WFM 
вирішує завдання щодо присвоєння працівників 
(операторів контактних центрів) до змін, де графік 
змін формується з попереднього етапу планування 
ресурсів та прогнозування кількості персоналу на 
кожний конкретний часовий період тижня [3-5]. 
(Періоди часу зазвичай – це години, пів-години 
або чверть години.)

Отже, класичний вигляд складеного розкладу 
представлено на Рис. 1, де подано детальний 
("розгорнутий") вигляд одного дня та огляд тижня
в цілому.

Тижневий розклад для школи представлений 
на Рис. 2. Це подання досить відрізняється від 
Рис. 1, але якщо подивитись на ці розклади з точки 
зору викладача (вчителя), ми отримаємо майже 
таку ж картину. Більше того, як ми зауважували 
раніше, вимоги та підходи до складання розкладу 
дуже схожі.
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                          (а)

               (б)

Рис. 1. Користувацький інтерфейс рішень для 
управління робочим часом змін працівників.

Отже, ми розробили нове програмне 
забезпечення на принципах планування робочої 
сили. Для розробки MVP (мінімально 
життєздатного продукту) ми використовували 
оптимізований алгоритм повного перебору для 
складання розкладу, залишаючи глибшу 
оптимізацію пошуку для подальших розробок. 
Цей планувальник є частиною LMS (Системи 
управління навчанням), яка зараз розробляється та 
впроваджується в пробному режимі у двох 
школах Іраку. Наразі автори збирають відгуки для 
вдосконалення системи та переходять до розробки 
нових запланованих функцій.

Основними модулями розробленої системи є:
�� планувальник,
�� перегляд розкладу для різних ролей: 

викладач, щотижневий розклад занять, 
навантаження по аудиторії,

�� підсистема управління змінами,
�� API для інтеграції із зовнішньою LMS,
�� API для обміну даними.

(а)

(б)

(в)

(г)
Рис 2. Приклади шкільного розкладу.
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Перші відгуки від користувачів є 
позитивними, тому ми продовжуємо надалі 
розвивати розроблену систему.

Плани включають реалізацію більш складних 
підходів, аби оптимальніше скласти розклад
(стосовно ресурсів, необхідних для виконання 
цього завдання). Ми хотіли б зробити це 
програмне забезпечення більш зручним та 
адаптивним для різних типів обмежень щодо 
розкладу. Також систему потрібно більше
інтегрувати в навчальний процес, що передбачає 
розробку API для інтеграції з існуючими
зовнішніми LMS та відкритий API для зовнішніх 
розробників, які будуть зацікавлені у розробці 
додаткових функціональних можливостей –
модулів системи.

Висновки
У цій роботі ми описали проблему планування 

роботи викладачів (складання розкладу) у системі
управління навчальним процесом (LMS) та 
запропонували наше програмне вирішення. 
Аргументовано також, що управління змінами 
також є важливою частиною системи.

Так, сьогодні дуже популярні системи 
управління навчанням (LMS), також відомі як 
системи електронного навчання (наприклад, 
Moodle та інші). Вони охоплюють багато функцій, 
що стосуються організації навчального процесу:

�� відстеження успішності учнів протягом 
усього навчання (по всіх дисциплінах),

�� систематизація комунікації з викладачами,
�� підтримка наповнення навчальними

матеріалами та завданнями,
�� домашні завдання для учнів, їх 

автоматизована перевірка та рейтингові 
таблиці,

�� інші функції.

Тим не менш, функція планування та 
складання розкладу занять у більшості випадків 
виходить за рамки цих систем, оскільки вони 
стосуються більше он-лайн (позакласного) 
навчання, а не класичного.

Ми розробили рішення планування (на основі 
алгоритму оптимізованого перебору на даний 
момент), яке допомагає керівництву створювати 
розклад відповідно до вхідних вимог, обмежень та 
побажань. Таким чином, до завдання планування 
шкільного або університетського розкладу
застосовано новий підхід, який раніше 
застосовувався для планування розкладів роботи 
контактних центрів у системах WFM.

Зараз ця система використовується у двох 
іракських школах, і ми збираємо відгуки для 
наступного розвитку, оптимізації та інших 
удосконалень. Ця система базується на веб-
технологіях і забезпечує авторизований доступ 
для користувачів лише відповідно до наданої ролі.
Систему розроблено з використанням сучасних 
технологій Microsoft.Net та клієнта – браузера з 
JavaScript.

Попередні відгуки є досить позитивними і 
показують нам, що ця додаткова 
функціональність затребувана користувачами, що 
є дороговказом розвитку системи та підкреслює, 
що ми вирішуємо важливу завдачу.

Основним академічним внеском цієї роботи є 
застосування методів планування WFM для 
вирішення задачі складання шкільного або 
університетського розкладу. Запропонований 
підхід є інноваційним для цього завдання, 
оскільки в літературі немає інших згадок про 
застосування таких методів.
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В роботі розглянуто декілька сучасних типів векторного представлення слів в природній обробці 
мови. Описано три основні типи векторного представлення слова, а саме: статичне векторне 
представлення слова, застосування глибоких нейронних мереж для представлення слів та динамічне 
представлення слова, що базується на контексті. Це дуже актуальна і дуже затребувана область 
досліджень в природній обробці мови, обчислювальній лінгвістиці та штучного інтелекту загалом. 
Запропоновано розглянути декілька різних моделей для векторного представлення слова (або 
вбудовування слова), від найпростішої (як подання тексту, що описує виникнення слів у документі та 
розуміння взаємозв'язку між парою слів), до багатошарової нейронної мережі та глибоких 
двонаправленних трансформаторів для розуміння мови. Опис моделей подано хронологічно відносно 
появи. Описано вдосконалення щодо попередніх моделей, як переваги, так і недоліки представлених 
моделей і в яких випадках або завданнях краще використовувати ту чи іншу модель.

Ключові слова: штучний інтелект, природна обробка мови, комп’ютерна лінгвістика, векторне 
представлення слів.
�

The article is devoted to research to the state-of-art vector representation of words in natural language 
processing. Three main types of vector representation of a word are described, namely: static word 
embeddings, use of deep neural networks for word representation and dynamic) word embeddings based on 
the context of the text. This is a very actual and much-demanded area in natural language processing, 
computational linguistics and artificial intelligence at all. Proposed to consider several different models for 
vector representation of the word (or word embeddings), from the simplest (as a representation of text that 
describes the occurrence of words within a document or learning the relationship between a pair of words) to 
the multilayered neural networks and deep bidirectional transformers for language understanding, are 
described chronologically in relation to the appearance of models. Improvements regarding previous models 
are described, both the advantages and disadvantages of the presented models and in which cases or tasks it 
is better to use one or another model.

Key Words: artificial intelligence, natural language processing, computational linguistics, word 
embeddings.
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L6@� AQ� �ABG� 5AGH7;� GAH;� IAJ� BH;sH=J� J:H�

;H56IJ&=;�AQ�J:H��ABG���AB�Hu65s7H��J:H��ABG;�«Car»
6IG�«Automobile»�6BH�AQJHI�>;HG�&I�J:H�;65H�=AIJHuJ��

�A�H<HB�� J:H� <H=JAB;� =ABBH;sAIG&I@� JA� J:H;H� �ABG;�

6BH� ABJ:A@AI67� &I� J:H� C6@� AQ� �ABG;� 5AGH7�� N:H�
sBAC7H5� CH=A5H;� 5ABH� ;HB&A>;� �:&7H� 5AGH77&I@�

;HIJHI=H;�� �AB� Hu65s7H�� «Buy used cars» 6IG�

«Purchase old automobiles»� 6BH� BHsBH;HIJHG� CP�

ABJ:A@AI67�<H=JAB;�&I�J:H�C6@�AQ��ABG;�5AGH7��
�:&7H�5AGH77&I@�s:B6;H;�>;&I@�C6@�AQ��ABG;�J:H�

ABGHB� AQ� �ABG;� &I� J:H� s:B6;H� &;� IAJ� BH;sH=JHG�� �AB�

Hu65s7H�� «This is good»� 6IG� «Is this good?» :6<H�
Hu6=J7P�J:H�;65H�<H=JAB�BHsBH;HIJ6J&AI��

U" *$ /"/(�0&%�")�3"-#(�AUWR^B;��AIJ&I>A>;�

C6@�AQ� �ABG;� 5AGH7� �6;�GH;=B&CHG�CP�D&9A7A<� h�i��

N:H�6B=:&JH=J>BH�AQ� J:&;�5AGH7� &;�5H6IJ�QAB� 7H6BI&I@�
J:H� BH76J&AI;:&s� CHJ�HHI� 6� s6&B� AQ� �ABG;�� N:H�

6B=:&JH=J>BH� AQ� J:&;� 5AGH7� 6JJH5sJ;� JA� sBHG&=J� J:H�

=>BBHIJ�J6B@HJ��ABG�j=HIJBH��ABGk�C6;HG�AI�J:H��ABG;�
&I�J:H�AB&@&I67�=AIJHuJ�j;>BBA>IG&I@��ABG;k�j�&@>BH��k��

N:H� 6ssBA6=:� &;� JA� JBH6J� c«The», «cat», «over»,
«the», «puddle»f�6;�6�=AIJHuJ�6IG�QBA5�J:H;H��ABG;��

CH� 6C7H� JA� sBHG&=J� AB� @HIHB6JH� J:H� =HIJBH� �ABG�

«jumped»��
L>J�J:&;�5AGH7�:6;�&J;�GB6�C6=9;8�

� �AIJ&I>A>;�C6@�AQ��ABG;� J69H;� J:H�6<HB6@H�

<67>H� AQ� J:H� =AIJHuJ� AQ� J:H� �ABG� j�:HI�

=67=>76J&I@� 76JHIJ� 6=J&<6J&AIk�� �AB� Hu65s7H��

«Applet» =6I�CH�H&J:HB�6�QB>&J�AB�6�=A5s6IP��C>J�
�L���J69H;�6I�6<HB6@H�QBA5�CAJ:�=AIJHuJ;�6IG�

s76=H;� &J� CHJ�HHI� J:H� =7>;JHB� QAB� QB>&J;� 6IG�

=A5s6I&H;��

�&@>BH�����ABG�<H=JAB�=67=>76J&AI�

�
�&@>BH����N:H��L���6B=:&JH=J>BH�sBHG&=J;�J:H�

=>BBHIJ��ABG�C6;HG�AI�J:H�=AIJHuJ��

��
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� �AIJ&I>A>;� C6@� AQ� �ABG;� JB6&I&I@� QBA5�

;=B6J=:� =6I� 76;J� QABH<HB� &Q� &J� &;� IAJ� sBAsHB7P�
AsJ&5&;HG��

Za$+`%-&.� Y"#,';� N:H� 6B=:&JH=J>BH� AQ� E9&s�

@B65�5AGH7�&;�;A5H�:6J�;&5&76B�JA�=AIJ&I>A>;�C6@�AQ�
�ABG;��/J��>;J�Q7&s;��L���6B=:&JH=J>BH�>s;&GH�GA�I��

N:H�s>BsA;H�AQ�6�E9&s�@B65�&;�JA�sBHG&=J�J:H�=AIJHuJ�

AQ�6�@&<HI��ABG�j�&@>BH��k��/J�&;�6I�HQQH=J&<H�5HJ:AG�
QAB� ;J>GP&I@� :&@:��>67&JP� <H=JAB� BHsBH;HIJ6J&AI;� AQ�

�ABG;�QBA5�6�76B@H�65A>IJ�AQ�>I;JB>=J>BHG�JHuJ�G6J6�

h�i��

�6=:� =>BBHIJ� �ABG� &;� >;HG� 6;� &Is>J� QAB� 6�

7A@6B&J:5&=� =76;;&Q&HB� �&J:� 6� =AIJ&I>A>;� sBA�H=J&AI�
76PHB�6IG�sBHG&=J;��ABG;�&I�6�=HBJ6&I�B6I@H�jCHQABH�6IG�

6QJHB�J:H�=>BBHIJ��ABGk��/I=BH6;&I@�J:H�B6I@H�&5sBA<H;�

J:H� �>67&JP� AQ� J:H� BH;>7J&I@� �ABG� <H=JAB;�� C>J� 67;A�

&I=BH6;H;� J:H� =A5s7Hu&JP� AQ� J:H� =67=>76J&AI;�� DABH�
G&;J6IJ� �ABG;� 6BH� >;>677P� 7H;;� 6;;A=&6JHG� �&J:� J:H�

=>BBHIJ� �ABG� J:6I� J:A;H� J:6J� 6BH� =7A;H� JA� &J�� ;A� J:HP�

@&<H� 7H;;� �H&@:J� JA� G&;J6IJ� �ABG;�� ;H7H=J&I@� QH�HB�
Hu65s7H;�AQ�J:H;H��ABG;�QBA5�=6;H�;J>G&H;��

N:&;�5AGH7�:6;�;H<HB67�;&@I&Q&=6IJ�6G<6IJ6@H;8�

� E9&s�@B65�5AGH7�=6I�=6sJ>BH�J�A�;H56IJ&=;�

QAB� 6� ;&I@7H� �ABG�� &�H� &J� �&77� :6<H� J�A� <H=JAB�
BHsBH;HIJ6J&AI;� AQ� �ss7H�� �IH� QAB� J:H� =A5s6IP�

6IG�AJ:HB�QAB�J:H�QB>&J��

� E9&s�@B65� �&J:� IH@6J&<H� ;>C�;65s7&I@�

A>JsHBQAB5;�H<HBP�AJ:HB�5HJ:AG�@HIHB677P��
^"-#�],!;� N:H� =A5C&I6J&AI� AQ� J:H� J�A�

sBH<&A>;7P�GH;=B&CHG�5AGH7;��I65H7P� J:H�#AIJ&I>A>;�

C6@�AQ��ABG;�6IG��9&s�@B65��&;�6�5AGH7�GH<H7AsHG�CP�

zAA@7H�>IGHB�J:H�I65H��ABG��H=��

N:H� �ABG��H=� &;� 6� J�A�76PHB� IH>B67� IHJ�AB9�
�&J:�6I� &Is>J� 76PHB��AIH� 7&IH6B�:&GGHI� 76PHB�=677HG�6�

sBA�H=J&AI�76PHB��6IG�6�;AQJ56u�A>Js>J�76PHB��/J;�&Is>J�

&;� 6� JHuJ� =ABs>;� 6IG� &J;� A>Js>J� &;� 6� ;HJ� AQ� <H=JAB;8�
QH6J>BH�<H=JAB;�QAB��ABG;�&I�J:6J�=ABs>;��N:H�&Is>J�6IG�

A>Js>J� 76PHB;� 6BH� G&=J&AI6BP� ;&�H;�� N:H� ;&�H� AQ� J:H�

sBA�H=J&AI�76PHB�G&BH=J7P�GHsHIG;�AI�J:H�G&5HI;&AI�AQ�
J:H�=BH6JHG��ABG�<H=JAB;��

N:H� s>BsA;H� 6IG� >;HQ>7IH;;� AQ� �ABG�<H=� &;� JA�

@BA>s� J:H� <H=JAB;� AQ� ;&5&76B� �ABG;� JA@HJ:HB� &I�

<H=JAB;s6=H�� N:6J� &;�� &J� GHJH=J;� ;&5&76B&J&H;�
56J:H56J&=677P�� �ABG�<H=� =BH6JH;� <H=JAB;� J:6J� 6BH�

G&;JB&C>JHG� I>5HB&=67� BHsBH;HIJ6J&AI;� AQ� �ABG�

QH6J>BH;�� QH6J>BH;� ;>=:� 6;� J:H� =AIJHuJ� AQ� &IG&<&G>67�
�ABG;�

�ABG�<H=�&;�;&5&76B�JA�6I�6>JAHI=AGHB��HI=AG&I@�

H6=:��ABG�&I�6�<H=JAB��C>J�B6J:HB�J:6I�JB6&I&I@�6@6&I;J�

J:H�&Is>J��ABG;�J:BA>@:�BH=AI;JB>=J&AI��6;�6�BH;JB&=JHG�
LA7J�56II� 56=:&IH� GAH;�� �ABG�<H=� JB6&I;� �ABG;�

6@6&I;J�AJ:HB��ABG;�J:6J�IH&@:CA>B�J:H5�&I�J:H�&Is>J�

=ABs>;��
[&(*Q,N*;� N:H� =ABH� AQ� �6;JNHuJ� BH7&H;� AI� J:H�

�AIJ&I>A>;�L6@�AQ��ABG;�j�L��k�5AGH7�QAB��ABG�

BHsBH;HIJ6J&AI�6IG�6�:&HB6B=:&=67�=76;;&Q&HB�JA�;sHHG�>s�
JB6&I&I@���6;JNHuJ�BHs76=H;�J:H�AC�H=J&<H�AQ�sBHG&=J&I@�

6��ABG��&J:�sBHG&=J&I@�6�=6JH@ABP�h�i��N:H;H�;&I@7H�

76PHB�5AGH7;�JB6&I�&I=BHG&C7P�Q6;J�6IG�=6I�;=67H�<HBP�

�H77���7;A���6;JNHuJ�BHs76=H;�J:H�;AQJ56u�A<HB�76CH7;�
�&J:� 6� :&HB6B=:&=67� ;AQJ56u�� �HBH� H6=:� IAGH�

BHsBH;HIJ;� 6� 76CH7�� N:&;� BHG>=H;� =A5s>J6J&AI� 6;� �H�

GAImJ� IHHG� JA� =A5s>JH� 677� 76CH7;� sBAC6C&7&J&H;�� N:H�
7&5&JHG�I>5CHB�AQ�s6B65HJHB;�BHG>=H;�JB6&I&I@�J&5H��

/I�=AIJB6;J�JA��ABG�H5CHGG&I@�JH=:IA7A@&H;�J:6J�

6BH�J69&I@��ABG;�6;�6I�6JA5&=�>I&J���6;JNHuJ��J69H;�J:H�
5ABs:A7A@P� AQ� �ABG;� &IJA� 6==A>IJ�� &�� H�� H6=:� �ABG�

=AI;&;J;�AQ�5>7J&s7H�=:6B6=JHB;�6IG�J:H�=A5C&I6J&AI�AQ�

=:6B6=JHB;��/I��ABG��H=��QAB�Hu65s7H��H6=:��ABG�:6;�

&J;�A�I�G&;J&I=J�<H=JAB���6;JNHuJ��:A�H<HB��BHsBH;HIJ;�
6��ABG�CP�&J;�&G��&J:&I�6�<A=6C>76BP�6IG�&J;�I�@B65;�

AQ� =:6B6=JHB;� j�&@>BH� �k�� O;&I@� I�@B65;� AQ� ;&�H� ��

�
�&@>BH����N:H�E9&s�@B65�sBHG&=J;�;>BBA>IG&I@�

�ABG;�@&<HI�J:H�=>BBHIJ��ABG�

�
�&@>BH����DAGH7�6B=:&JH=J>BH�AQ��6;JNHuJ�QAB�6�

;HIJHI=H��&J:�N�I@B65�QH6J>BH;�x1 , . . . , xN ���

��
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�A>7G�BH;>7J�&I�6�BHsBH;HIJ6J&AI�AQ�J:H��ABG�«apple»�
6;�QA77A�;��«<ap», «app», «ppl», «ple», «le>» h�i��

N:&;� 6ssBA6=:� A>JsHBQAB5HG� CAJ:� �ABG��H=�

<6B&6IJ;�E9&s�@B65�6IG��L���&I�677��ABG�;&5&76B&JP�
G6J6;HJ;� Hu=HsJ� QAB� J:H� �I@7&;:� AIH�� N:H� 76I@>6@H;�

�&J:� 6� 7AJ� AQ� @B6556J&=67� =6;H;�� 7&9H� zHB56I� AB�

�>;;&6I��CHIHQ&J�QBA5�J:&;�5HJ:AG��

b'"],_� b'"0&'� ],!*"-(� )"-� ^"-#�
J,+-,(, *&*$" ;�D6IP�5HJ:AG;�QAB�@HIHB6J&I@��ABG�

H5CHGG&I@;� <H=JAB;� 6BH� C6;HG� AI� ;J6J&;J&=;� AI� J:H�

=AIJHuJ>67��ABG;�;>BBA>IG&I@�J:H5�6IG�6BH�JB6&IHG�AI�
J:H5� ;Hs6B6JH7P�� N:H� �6P� &J� sBHG&=J;� ;>BBA>IG&I@�

�ABG;� &;�CP�56u&5&�&I@� J:H�sBAC6C&7&JP�AQ�6�=AIJHuJ�

�ABG�A==>BB&I@�@&<HI�6�=HIJBH��ABG�CP�sHBQAB5&I@�6�
GPI65&=�7A@&;J&=�BH@BH;;&AI��

N:H�=BH6JAB;�AQ�z7A�H�h�i�&77>;JB6JH�J:6J�J:H�B6J&A�

AQ� J:H� =A�A==>BBHI=H� sBAC6C&7&J&H;� AQ� J�A� �ABG;�

jB6J:HB� J:6I� J:H&B� =A�A==>BBHI=H� sBAC6C&7&J&H;�
J:H5;H7<H;k�&;��:6J�=AIJ6&I;�&IQAB56J&AI�6IG�;A�7AA9�

JA� HI=AGH� J:&;� &IQAB56J&AI� 6;� <H=JAB� G&QQHBHI=H;�

j�&@>BH��k���

N:H�;&5&76B&JP�5HJB&=;�>;HG�QAB�IH6BH;J�IH&@:CA>B�
H<67>6J&AI;�sBAG>=H�6�;&I@7H�;=676B�J:6J��>6IJ&Q&H;�J:H�

BH76JHGIH;;� AQ� J�A� �ABG;�� N:&;� ;&5s7&=&JP� =6I� CH�

sBAC7H56J&=� ;&I=H� J�A� @&<HI� �ABG;� 675A;J� 67�6P;�

Hu:&C&J� 5ABH� &IJB&=6JH� BH76J&AI;:&s;� J:6I� =6I� CH�
=6sJ>BHG�CP�6�;&I@7H�I>5CHB���AB�Hu65s7H��6�56I�56P�

CH�BH@6BGHG�6;�;&5&76B�JA�6��A56I�&I�J:6J�CAJ:��ABG;�

GH;=B&CH� :>56I� CH&I@;w� AI� J:H� AJ:HB� :6IG�� J:H� J�A�
�ABG;� 6BH� AQJHI� =AI;&GHBHG� AssA;&JH;� ;&I=H� J:HP�

:&@:7&@:J� 6�sB&56BP�6u&;� 67AI@��:&=:� :>56I;�G&QQHB�

QBA5�AIH�6IAJ:HB��
/I� ABGHB� JA� =6sJ>BH� &I� 6� �>6IJ&J6J&<H� �6P� J:H�

I>6I=H�IH=H;;6BP�JA�G&;J&I@>&;:�56I�QBA5��A56I��&J�

&;� IH=H;;6BP� QAB� 6� 5AGH7� JA� 6;;A=&6JH� 5ABH� J:6I� 6�

;&I@7H�I>5CHB�JA�J:H��ABG�s6&B����I6J>B67�6IG�;&5s7H�

=6IG&G6JH� QAB� 6I� HI76B@HG� ;HJ� AQ� G&;=B&5&I6J&<H�
I>5CHB;� &;� J:H� <H=JAB� G&QQHBHI=H� CHJ�HHI� J:H� J�A�

�ABG� <H=JAB;�� N:H� z7A�H� &;� GH;&@IHG� &I� ABGHB� J:6J�

;>=:�<H=JAB�G&QQHBHI=H;� =6sJ>BH� 6;�5>=:�6;�sA;;&C7H�
J:H� 5H6I&I@� ;sH=&Q&HG� CP� J:H� �>uJ6sA;&J&AI� AQ� J�A�

�ABG;�N�:H�5AGH7�>J&7&�H;� J:H�56&I�CHIHfiJ�AQ� =A>IJ�

G6J6���J:H�6C&7&JP�JA�=6sJ>BH�@7AC67�;J6J&;J&=;����:&7H�
;&5>7J6IHA>;7P� =6sJ>B&I@� J:H� 5H6I&I@Q>7� 7&IH6B�

;>C;JB>=J>BH;� sBH<67HIJ� &I� BH=HIJ� 7A@�C&7&IH6B�

sBHG&=J&AI�C6;HG�5HJ:AG;�7&9H��ABG��H=���/I�J:H�=6;H�

AQ� z7A�H�� J:H� =A>IJ;� 56JB&u� &;� sBHsBA=H;;HG� CP�
IAB567&�&I@� J:H� =A>IJ;� 6IG� 7A@�;5AAJ:&I@� J:H5��

�A5s6BHG� JA� �ABG��H=�� z7A�H� 677A�;� QAB� s6B677H7�

&5s7H5HIJ6J&AI���:&=:�5H6I;�J:6J�&Jm;�H6;&HB�JA�JB6&I�
A<HB�5ABH�G6J6��N:&;�5HJ:AG�;>Bs6;;H;�J:H�BH;>7J;�AQ�

AJ:HB� 5HJ:AG;�� ;>=:�6;��L����E9&s�zB65� &I� J6;9;�

;>=:� 6;� �ABG� 6I67A@&H;�� �ABG� ;&5&76B&JP� 6IG�

BH=A@I&J&AI�AQ�I65HG�HIJ&J&H;��
L>J� 7&9H� 677� Hu&;J&I@� 5AGH7;�� J:&;� 5HJ:AG� &;� IAJ�

sHBQH=J�6IG�:6;�&J;�GB6�C6=9;8�

� N:&;�5AGH7�>;H;�6�7AJ�AQ�5H5ABP8�J:H�Q6;JH;J�

�6P�JA�=AI;JB>=J�6�JHB5�=AA==>BBHI=H�56JB&u�&;�JA�
9HHs� &J� &I� ��D� 6;� 6� :6;:� 56s� 6IG� sHBQAB5�

=AA==>BBHI=H�&I=BH5HIJ;�&I�6�@7AC67�56IIHB�

� EA5HJ&5H;� �>&JH� ;HI;&J&<H� JA� J:H� &I&J&67�

7H6BI&I@�B6JH�

S,,+�P,/-&'�P,*3"-a(�)"-�^"-#�
J,+-,(, *&*$" (�

�FHHs� MH>B67� MHJ�AB9;� jFMM;k� 6BH� sA�HBQ>7�
5AGH7;�J:6J�:6<H�6=:&H<HG�Hu=H77HIJ�sHBQAB56I=H�AI�

G&QQ&=>7J� 7H6BI&I@� J6;9;�� FMM;� �AB9� �H77� �:HIH<HB�

76B@H� 76CH77HG� JB6&I&I@� ;HJ;� 6BH� 6<6&76C7H�� FMM;� 6BH�

sA�HBQ>7�CH=6>;H�J:HP�=6I�sHBQAB5�6BC&JB6BP�s6B677H7�
=A5s>J6J&AI�QAB�6�5AGH;J�I>5CHB�AQ�;JHs;��EA���:&7H�

IH>B67�IHJ�AB9;�6BH�BH76JHG�JA�=AI<HIJ&AI67�;J6J&;J&=67�

5AGH7;��J:HP�7H6BI�6I�&IJB&=6JH�=A5s>J6J&AI���
FH;s&JH� J:H&B� Q7Hu&C&7&JP� 6IG� sA�HB�� FMM;� =6I�

AI7P�CH�6ss7&HG�JA�sBAC7H5;��:A;H�&Is>J;�6IG�J6B@HJ;�

=6I� CH� ;HI;&C7P� HI=AGHG� �&J:� <H=JAB;� AQ� Q&uHG�

G&5HI;&AI67&JP�� /J� &;� 6� ;&@I&Q&=6IJ� 7&5&J6J&AI� ;&I=H�
56IP� &5sABJ6IJ� sBAC7H5;� 6BH� CH;J� HusBH;;HG� �&J:�

;H�>HI=H;��:A;H�7HI@J:;�6BH�IAJ�9IA�I�6�sB&AB&���

Z,c/, !,`*"`Z,c/, !,�A(,c�(,cB;��EH�>HI=H�JA�
EH�>HI=H� &;� 6� @HIHB67� HIG�JA�HIG� 6ssBA6=:� JA�

;H�>HI=H� 7H6BI&I@� J:6J� 569H;� 5&I&567� 6;;>5sJ&AI;�

AI� J:H� ;H�>HI=H� ;JB>=J>BH�� N:&;� 5HJ:AG� >;H;� 6�
5>7J&76PHBHG� �AI@� E:ABJ�NHB5� DH5ABP� j�ENDk� JA�

56s� J:H� &Is>J� ;H�>HI=H� JA� 6� <H=JAB� AQ� Q&uHG�

G&5HI;&AI67&JP�� 6IG� J:HI� 6IAJ:HB� GHHs� �END� JA�

GH=AGH�J:H�J6B@HJ�;H�>HI=H�QBA5�J:H�<H=JAB�h
i��

�
�&@>BH�����&IH6B�;>C;JB>=J>BH;�AQ�J:H��ABG�&I�

<H=JAB�;s6=H�
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N:H� 5AGH7� =AI;&;J;� AQ� �� s6BJ;8� HI=AGHB��
&IJHB5HG&6JH�jHI=AGHBk�<H=JAB�6IG�GH=AGHB�j�&@>BH��k��

N:H�HI=AGHB�&;�;�;J6=9�AQ�;H<HB67�BH=>BBHIJ�>I&J;�

j�END�AB�z�O�=H77;� QAB�CHJJHB�sHBQAB56I=Hk��:HBH�

H6=:�6==HsJ;�6�;&I@7H�H7H5HIJ�AQ�J:H�&Is>J�;H�>HI=H��
=A77H=J;� &IQAB56J&AI�QAB� J:6J�H7H5HIJ�6IG�sBAs6@6JH;�

&J�QAB�6BG��

�I=AGHB�<H=JAB�&;�J:H�Q&I67�:&GGHI�;J6JH�sBAG>=HG�

QBA5�J:H�HI=AGHB�s6BJ�AQ�J:H�5AGH7��N:&;�<H=JAB�6&5;�
JA�HI=6s;>76JH�J:H� &IQAB56J&AI�QAB�677�&Is>J�H7H5HIJ;�

&I� ABGHB� JA� :H7s� J:H� GH=AGHB� 569H� 6==>B6JH�

sBHG&=J&AI;�� /J� 6=J;� 6;� J:H� &I&J&67� :&GGHI� ;J6JH� AQ� J:H�
GH=AGHB�s6BJ�AQ�J:H�5AGH7��

N:H�GH=AGHB�&;�6�;J6=9�AQ�;H<HB67�BH=>BBHIJ�>I&J;�

�:HBH� H6=:� sBHG&=J;� 6I� A>Js>J� 6J� 6� J&5H� ;JHs�� �6=:�
BH=>BBHIJ�>I&J�6==HsJ;�6�:&GGHI�;J6JH�QBA5�J:H�sBH<&A>;�

>I&J�6IG�sBAG>=H;�6IG�A>Js>J�6;��H77�6;�&J;�A�I�:&GGHI�

;J6JH��N:H�sBH<&A>;�:&GGHI�;J6JH�&;�>;HG�JA�=A5s>JH�J:H�

IHuJ�AIH��
N:H�sA�HB�AQ�J:&;�5AGH7�7&H;�&I�J:H�Q6=J�J:6J�&J�=6I�

56s�;H�>HI=H;�AQ�G&QQHBHIJ�7HI@J:;�JA�H6=:�AJ:HB��N:H�

&Is>J;�6IG�A>Js>J;�6BH�IAJ�=ABBH76JHG�6IG�J:H&B�7HI@J:;�
=6I�G&QQHB���

�� ;H�>HI=H� JA� ;H�>HI=H� 5AGH7� 7&H;� CH:&IG�

I>5HBA>;�;P;JH5;���AB�&I;J6I=H��;H��;H��5AGH7�>;HG�
&I�J6;9;�7&9H�56=:&IH�JB6I;76J&AI�h�i�j�&@>BH�
k��;sHH=:�

BH=A@I&J&AI�h�i��<&GHA�=6sJ&AI&I@�h�	i��HJ=��

U" *,N*/&'$d,#�AS1 &.$!B�^"-#��.0,##$ %(�
N:HBH� 6BH� J�A� Hu&;J&I@� ;JB6JH@&H;� QAB� 6ss7P&I@�

sBH�JB6&IHG�76I@>6@H�BHsBH;HIJ6J&AI;�JA�GA�I��;JBH65�

J6;9;8� QH6J>BH�C6;HG� 6IG� Q&IH�J>I&I@�� N:H� QH6J>BH�

C6;HG� 6ssBA6=:�� ;>=:� 6;� ��DA� h��i�� >;H;� J6;9�
;sH=&Q&=� 6B=:&JH=J>BH;� J:6J� &I=7>GH� J:H� sBH�JB6&IHG�

BHsBH;HIJ6J&AI;�6;�6GG&J&AI67�QH6J>BH;��N:H�Q&IH�J>I&I@�

6ssBA6=:�� ;>=:� 6;� J:H� zHIHB6J&<H� SBH�JB6&IHG�
NB6I;QAB5HB� &IJBAG>=H;� 5&I&567� J6;9�;sH=&Q&=�

s6B65HJHB;��6IG�&;�JB6&IHG�AI�J:H�GA�I;JBH65�J6;9;�CP�

;&5s7P�Q&IH�J>I&I@�677�sBH��JB6&IHG�s6B65HJHB;��
W�JQ_� V-,`*-&$ $ %� ")� S,,+� W$#$-,!*$" &'�

Q-& ()"-.,-(� )"-� X& %/&%,� T #,-(*& #$ %;�
OI7&9H� sBH<&A>;� 76I@>6@H� BHsBH;HIJ6J&AI� 5AGH7;��

L��N� &;� GH;&@IHG� JA� sBH�JB6&I� GHHs� C&G&BH=J&AI67�
BHsBH;HIJ6J&AI;� QBA5� J:H� >I76CH7HG� JHuJ� CP� �A&IJ7P�

=AIG&J&AI&I@� AI� CAJ:� 7HQJ� 6IG� B&@:J� =AIJHuJ� &I� 677�

76PHB;���;�6�BH;>7J�� J:H�sBH�JB6&IHG�L��N�5AGH7�=6I�
CH�Q&IH�J>IHG��&J:��>;J�AIH�6GG&J&AI67�A>Js>J�76PHB�JA�

=BH6JH� ;J6JH�AQ�J:H�6BJ� 5AGH7;� QAB� 6� �&GH� B6I@H� AQ�

J6;9;�� ;>=:� 6;� �>H;J&AI� 6I;�HB&I@� 6IG� 76I@>6@H�

&IQHBHI=H�� �&J:A>J� ;>C;J6IJ&67� J6;9�;sH=&Q&=�
6B=:&JH=J>BH�5AG&Q&=6J&AI;�h��i��

N:HBH� 6BH� J�A� ;JHs;� &I� J:&;� QB65H�AB98� sBH�

JB6&I&I@� 6IG� Q&IH�J>I&I@�� F>B&I@� sBH�JB6&I&I@�� J:H�
5AGH7�&;�JB6&IHG�AI�>I76CH7HG�G6J6�A<HB�G&QQHBHIJ�sBH�

JB6&I&I@�J6;9;��N:H�JB6&I&I@�&;�GAIH�CP�56;9&I@�6�QH��

�ABG;�j��� �AQ�J:H��ABG;k�&I�6�;HIJHI=H�6IG�J6;9&I@�
J:H� 5AGH7� JA� sBHG&=J� J:H� 56;9HG� �ABG;�� �AB� Q&IH�

J>I&I@�� J:H� L��N� 5AGH7� &;� Q&B;J� &I&J&67&�HG� �&J:� J:H�

sBH�JB6&IHG�s6B65HJHB;��6IG�677�AQ�J:H�s6B65HJHB;�6BH�

Q&IH�J>IHG� >;&I@� 76CH77HG� G6J6� QBA5� J:H� GA�I;JBH65�
J6;9;��

L��Nm;� 5AGH7� 6B=:&JH=J>BH� &;� 6� 5>7J&�76PHB�

C&G&BH=J&AI67�NB6I;QAB5HB�HI=AGHB��
NA�569H�L��N�:6IG7H�6�<6B&HJP�AQ�GA�I�;JBH65�

J6;9;�� &Is>J� BHsBH;HIJ6J&AI� &;� 6C7H� JA�>I65C&@>A>;7P�

BHsBH;HIJ� CAJ:� 6� ;&I@7H� ;HIJHI=H� 6IG� 6� s6&B� AQ�

;HIJHI=H;� jH�@��� � �>H;J&AI�� �I;�HB� k� &I� AIH� JA9HI�

;H�>HI=H�� �� R;H�>HI=HT� BHQHB;� JA� J:H� &Is>J� JA9HI�
;H�>HI=H�JA�L��N���:&=:�56P�CH�6�;&I@7H�;HIJHI=H�AB�

J�A�;HIJHI=H;�s6=9HG�JA@HJ:HB���AB�6�@&<HI�JA9HI��&J;�

&Is>J� BHsBH;HIJ6J&AI� &;� =AI;JB>=JHG� CP� ;>55&I@� J:H�

=ABBH;sAIG&I@� JA9HI�� ;H@5HIJ�� 6IG� sA;&J&AI�
H5CHGG&I@;�j�&@>BH��k��

FHHs� C&G&BH=J&AI67� 6B=:&JH=J>BH;�� 677A�&I@� J:H�

;65H�sBH�JB6&IHG�5AGH7�JA�;>==H;;Q>77P�J6=97H�6�CBA6G�
;HJ�AQ�M�S��

�
�&@>BH�����I=AGHB�FH=AGHB�EH�>HI=H�JA�

EH�>HI=H�5AGH7�

�
�&@>BH�
��EH�>HI=H�JA�EH�>HI=H�5AGH7�QAB�

56=:&IH�JB6I;76J&AI�

�
�&@>BH����L��N�&Is>J�BHsBH;HIJ6J&AI��

��
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N:&;� 6BJ&=7H� BHsBH;HIJ;� J:BHH� JPsH;� AQ� �ABG�

H5CHGG&I@8� ;J6J&=� �ABG� H5CHGG&I@;�� GHHs� IH>B67�

IHJ�AB9;�QAB��ABG�BHsBH;HIJ6J&AI;�6IG�=AIJHuJ>67&�HG�
jGPI65&=k��ABG�H5CHGG&I@;���

EJ6J&=� �ABG� �5CHGG&I@;� Q6&7� JA� =6sJ>BH�

sA7P;H5P��N:HP�@HIHB6JH�J:H�;65H�H5CHGG&I@�QAB�J:H�
;65H� �ABG� &I� G&QQHBHIJ� =AIJHuJ;�� EJ6J&=� �ABG�

�5CHGG&I@;� =A>7G� AI7P� 7H<HB6@H� AQQ� J:H� <H=JAB�

A>Js>J;� QBA5� >I;>sHB<&;HG� 5AGH7;� QAB� GA�I;JBH65�

J6;9;� �� IAJ� J:H� >I;>sHB<&;HG� 5AGH7;�
J:H5;H7<H;�N:HP� �HBH� 5A;J7P� ;:677A�� 5AGH7;� JA�

CH@&I� �&J:� 6IG� �HBH� AQJHI� G&;=6BGHG� 6QJHB� JB6&I&I@�

jH�@���ABG�<H=��z7A<Hk���
N:H�;J6JH�AQ�6BJ�BH;>7J;�6J�J:H�5A5HIJ�;:A�HG�CP�

=AIJHuJ>67&�HG� jGPI65&=k� �ABG� H5CHGG&I@;��

�AIJHuJ>67&�HG� �ABG;� H5CHGG&I@;� 6&5� 6J� =6sJ>B&I@�

�ABG� ;H56IJ&=;� &I� G&QQHBHIJ� =AIJHuJ;� JA� 6GGBH;;� J:H�
&;;>H�AQ�sA7P;H5A>;�6IG�J:H�=AIJHuJ�GHsHIGHIJ�I6J>BH�

AQ� �ABG;�� N:H� A>Js>J� AQ� �AIJHuJ>67&�HG� jFPI65&=k�

�ABG� �5CHGG&I@� JB6&I&I@� &;� J:H� JB6&IHG� 5AGH7� 6IG�
<H=JAB;���IAJ��>;J�<H=JAB;��

NB6G&J&AI67� �ABG� <H=JAB;� 6BH� ;:677A��

BHsBH;HIJ6J&AI;�j6�;&I@7H� 76PHB�AQ��H&@:J;��9IA�I�6;�
H5CHGG&I@;k�� N:HP� AI7P� &I=ABsAB6JH� sBH<&A>;�

9IA�7HG@H�&I�J:H�Q&B;J�76PHB�AQ�J:H�5AGH7��N:H�BH;J�AQ�

J:H�IHJ�AB9�;J&77�IHHG;�JA�CH�JB6&IHG�QBA5�;=B6J=:�QAB�

6� IH�� J6B@HJ� J6;9�� N:HP� Q6&7� JA� =6sJ>BH� :&@:HB�7H<H7�
&IQAB56J&AI� J:6J� 5&@:J� CH� H<HI� 5ABH� >;HQ>7�� �ABG�

H5CHGG&I@;� 6BH� >;HQ>7� &I� AI7P� =6sJ>B&I@� ;H56IJ&=�

5H6I&I@;� AQ� �ABG;� C>J� �H� 67;A� IHHG� JA� >IGHB;J6IG�
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	�x
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��� R.Prabhavalkar ���A5s6B&;AI�AQ�EH�>HI=H�JA�EH�>HI=H�
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��x�������x������

�	�� S.Venugopalan EH�>HI=H�JA�EH�>HI=H�x��&GHA�JA�NHuJ�r�
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���� M.Peters�FHHs�=AIJHuJ>67&�HG��ABG�BHsBH;HIJ6J&AI;�r�hD��
SHJHB;��D��MH>56II��D��/PPHB�$��W��i��x��	����
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���D��EA7A<�A<6��� 7H=J>BHB��
M��D��K&�&7A<6���FB��E=&��jS:P;��D6J:�k��SBAQ��

Y"#,'�")�0'""#�)'"3�&'" %�*4,�&-*,-$&'�0,#��
*&a$ %�$ *"�&!!"/ *�*4,�0$"&!*$2$*1�")�*4,�
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�K:6B9&<� M6J&AI67� SA7PJH=:I&=67� OI&<HB;&JP�
j-K:S/2k�� ��		��� K:6B9A<�� K&Bs&=:A<6� ;J��� ���
*�56&78�:H7HIQ&7&ssA<6?P6:AA�=A�>9�
���M��K6B6�&I�K:6B9A<�M6J&AI67�OI&<HB;&JP��
��	����K:6B9A<��E<ACAGP�;�������
H�56&78�9&�&7A<6?>I&<HB�9:6B9A<�>6�

В роботі запропонована модифікація  двовимірної моделі  руху  в’язкою нестисливою рідини 
уздовж деформованої товстостінної трубки  із нестисливого в’язкопружного біоактивного 
матеріалу у зв’язку з моделюванням руху крові по артеріальному руслу.� Рух в'язкої нестисливої 
рідини описується системою рівнянь, що складається з рівнянь Нав'є-Стокса і рівняння 
нерозривності. Поведінка матеріла стінки трубки описується  5-елементою реологічною моделлю  з 
одним активним елементом. Розв’язок  зв’язаної  задачі   розшукується при завданні граничних умов 
на поверхні  поділу двух середовищ, причому зовнішня поверхня трубки вважається закріпленою.�На 
кінці трубки задається нульвимірна  модель Франка з урахуванням саморегуляції, що моделює 
мікроциркуляторне русло.  Отримани дисперсійне співвідношення для швидкості розповсюдження 
хвиль j kc ' для випадку активних властивостей трубки, амплітуди  швидкостей рідини,  переміщень 
стінки та тисків рідини і трубки. Проведено чисельне моделювання для параметрів моделі, які 
відповідають здоровій та патологічній стінці артерій.

Ключові слова: модель артеріального русла, пульсові хвилі, дисперсія хвиль, активний матеріал.

The modification of a two-dimensional model of  incompressible viscous fluid motion along a deformed 
thick-walled  tube   from  viscoelastic bioactive material is proposed   in connection to the modeling of blood 
flow along the arterial bed is proposed. The motion of a viscous incompressible fluid is described by a 
system of equations including the Navier-Stokes equations and the continuity equation. The behavior of the 
tube wall material is described by a 5-element rheological model with one active element. The solution of the 
problem is solved  setting boundary conditions on the interface of the two media, the outer surface of the 
tube is considered as non-moving. At the end of the tube, a zero-dimensional Frank model with regulation is 
considered,  as  a  model  of the microcirculatory bed. The dispersion equation for the propagation of 
wave velocity is obtained for the case of active properties of tube, the amplitudes of fluid velocities, wall 
displacements, and fluid and tube pressures. Numerical computations have been carried out for the model 
parameters corresponded to the normal and pathological arterial wall.

Key Words: the model of arterial bed, pulse waves, wave dispersion, active material.�
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Розглянуто процес народження скалярного BSM (Beyond the Standard Model) бозона (S-бозона) в 
експерименті SHiP (Search for Hidden Particles) на LHC в результаті глибоко-непружного зіткнення 
зарядженої частинки (електрона або протона) з важким ядром через реакцію фотонного злиття. 
Обраховано амплітуду та переріз цієї реакції без використання наближення еквівалентних фотонів.
Отриманий переріз було проаналізовано для випадку розсіяння протона на ядрі свинцю та порівняно 
з перерізом народження S-бозона при розпаді Ds  мезону. Було знайдено, що реакція фотонного 
злиття є ефективною лише при масі S-бозона меншій за 0.1 кеВ.

Ключові слова: SHiP, переріз народження, скалярний BSM бозон, реакція фотонного злиття.

The production cross-section of the beyond the standard model (BSM) scalar boson (S-boson) have been 
considered it the article. Scalar boson produced via photon fusion reaction in the deep inelastic scattering of a 
charged particle (proton or electron) on heavy nucleus of the target. This process is one of the possible mecha-
nisms of BSM boson production at the SHiP (Search for Hidden Particles) experiment at the CERN LHC and 
may be dominating among others processes due to large nuclear charge. In a low-energy case for which virtual 
photon wavelength similar or bigger nuclear size one can consider nucleus as an elementary particle with the 
charge Z. Corresponding amplitude is proportional to Z and the cross-section proportional to Z2. Due to this 
the suppression of the production cross-section is approximately compensated by the charge number factor
Z2. The mass of boson cannot exceed 4 MeV for the incident proton (or less than 80 MeV for electron). We 
calculated amplitude and the production cross-section of this reaction directly without using equivalent photon 
approximation. Interaction between photon and neutral boson is described by triangular diagrams with the loop 
containing all charged leptons, quarks and W-bosons. For this interaction we used effective lagrangian. The 
found cross-section was analyzed for the case of proton scattering on the lead nucleous and compared with
the production cross-section in the decay of Ds mesons. It was found that the photon fusion reaction becomes 
effective only with a S-boson mass less than 0.1 keV.

Key Words: SHiP, production cross-section, BSM scalar boson, photon fusion reaction.
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Термопластичні еластомери (ТПЕ) мають 
пружні властивості, які подібні до гуми, однак 
здатні до плавлення та усі властивості 
термопластів. Також широко застосовуються 
блок-кополімери, у яких наявні в структурі їх 
макромолекул ланки різних полімерів. Так 
стирол-етилен-бутилен-стирол (СЕБС) 
належить до другого покоління, вироби з яких 
мають високі фізико-механічні властивості, а 
біосумісність дозволяє використовувати його у 
медичній галузі. В роботі наведені основні 
характеристики та аналіз переваг ТПЕ на 
прикладі СЕБС у порівнянні з традиційними 
матеріалами.

�"U���W�#"���8�термопластичні еластомери, 
СЕБС, структура, властивості, застосування. �
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Thermoplastic elastomers (TPEs) have elastic 
properties that are similar to rubber but capable of 
melting and all thermoplastic properties. Block 
copolymers are also widely used, in which there are 
links of different polymers in the structure of their 
macromolecules. So styrene-ethylene-butylene-
styrene (SEBS) belongs to the second generation, 
the products of which have high physical and 
mechanical properties, and biocompatibility allows 
it to be used in the medical field. The main 
characteristics and analysis of advantages of TPE 
on the example of SBSS in comparison with 
traditional materials are presented in the paper.
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Рисунок 1 – Схема макромолекулярного ланцюга типового термопластичного блок-
кополімеру.
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Рисунок 2 – Хімічна будова бутадієн-стирольного каучуку.
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Рисунок 3 – Хімічна будова макромолекули СБС.
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Рисунок 4 – Схема надмолекулярної структури стирол-бутадієнового блок-кополімеру: 1 –

еластичні блоки; 2 – жорсткі блоки.
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Рисунок 5 – ТЕМ фотографія надмолекулярної структури стирол-бутадієнового блок-

кополімеру Kraton D та Kraton G.
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Рисунок 6 – Хімічна будова блок-кополімеру СЕБС 
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За допомогою квантово- механічного методу АМ1, що входить у пакетпрограм HyperChem 
8.0.7., досліджено процеси утворення позитивних іонів які утворюються при взаємодіях молекул 
тиміну з повільними електронами. Запропонована модель фрагментації молекул тиміну під дією 
електронів. Виявлено шість найбільш ймовірних розривів зв’язків в циклічній структурі
молекулярного іона тиміну. Отримані результати добре узгоджуються з даними
експериментальних досліджень.

Ключові слова: тимін, позитивний іон, електрон, схема фрагментації.

The work is aimed to solve the key problems of modern biophysics related to the study of fundamental 
mechanisms of interaction of ionizing radiation on living cells and stability of biological systems to its 
influence. The obtained data and their generalizations create a basis for understanding the interaction 
mechanisms and stability of biological systems to its influence. Investigation is aimed on the obtaining the 
new priority data about the characteristics of the life important biological molecules, establishing the 
mechanisms and features of dissociative capture, excitation and ionization under the slow electrons; the 
study of the influence of intermolecular interactions on these processes and solution of some applications 
concerning the definition of physical stability of biomolecules in different states of aggregation. The AM1 
method that was used in research is a semi-empirical method for the quantum calculation of molecular 
electronic structure in computational chemistry. It is based on the neglect of differential diatomic overlap 
integral approximation and investigates the processes of formation of positive ions, which are formed during 
the interaction of thymine molecules with slow electrons. Fragmentation model of thymine molecules under 
electron ipmpact is proposed. Six most likely bond breaks in the cyclic structure of thymine molecular ion 
are identified. The obtained results are in good agreement with experimental data.

Key Words: thymin, positive ion, electron, fragmentation.
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