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У данiй роботi вивчається iнверсна напiвгрупа монотонних перетворень IOZ. Описанi стру-
ктура напiвгрупи, деякi найпростiшi властивостi її елементiв, iдеали та вiдношення Грiна на-
пiвгрупи. Показано, що iснує така система твiрних, що довiльний елемент напiвгрупи IOZ
можна подати у виглядi добутку не бiльш нiж чотирьох елементiв з цiєї системи твiрних. А
також доведено, що група автоморфiзмiв напiвгрупи IOZ iзоморфна нескiнченнiй дiедральнiй
групi D∞.

Ключовi слова: iнверсна напiвгрупа, напiвгрупа перетворень, iдеал, вiдношення Грiна, авто-
морфiзм.

The segroup theory is a relatively young but important direction in mathematics. It has been studied
by many mathematicians during the last decades. Naturally there are issues related to the semigroups
of transformations of some ordered set. We consider the so-called order-preserving transformations (a
transformation a : M → M of poset M is called order-preserving, if for all x < y from the domain of
a we have a(x) < a(y)).

The present paper is dedicated to the inverse semigroup of order-preserving transformations IOZ.
In the first part of this paper we describe a structure of the semigroup IOZ, properties of multiplication
and we show, that there is such generating system, that any element of semigroup IOZ can be written as
a product of at most four elements from that system. In the second part of this paper we describe ideals
and Green’s relations of the semigroup IOZ. And in the end we prove that the group of automorphisms
of IOZ is isomorphic to the infinite dihedral group D∞.

Key Words: inverse semigroup, semigroup of transformations, ideal, Green’s relation, automorphi-
sm.

Статтю представив доктор фiзико–математичних наук професор Кириченко В.В.

1 Introduction

The important direction in the theory of semi-
groups of transformations of some set M is
the study of semigroups of transformations
that somehow consistent with some additional
structure on the set M . Usually, this structure
is a certain partial order on M . Consistency
with the order can be understood in different
ways. We consider the so-called order-preserving
transformations. A transformation a : M → M
of poset M is called order-preserving, if for all
x < y from the domain of a we have a(x) < a(y).
Many papers are dedicated to the study of semi-
groups of order-preserving transformations of the
linearly ordered sets ([1], [2], [3], [4]). The semi-
groups of order-preserving transformations of the
linearly ordered infinite sets have been studied in

papers ([5], [6]). However, at the moment there are
many open questions for the case of infinite sets.

In this paper we consider the inverse semi-
group IOZ of order-preserving transformations.
In particular, we describe the ideals of this semi-
group, its automorphisms, and show that there
exists a system of generators such that every
element of the semigroup IOZ can be written as a
product of at most four elements from this system.

We keep the notations from [3].

2 Main definitions and properties

We denote by Z the set of all integers with the
natural linear order.

Definition 2.1. The semigroup of all partial
injections a : Z → Z, which preserve the natural
order on Z (that is for every x < y from the

c© K.S. Alekseeva, 2015 9
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domain of a we have a(x) < a(y)) is called an
inverse semigroup, which preserves an order on the
set Z. We denote this semigroup by IOZ.

We define the norm of a subset A on this set
by the following rule:

||A||=





k, if A is finite and contains k elements,
+∞, if A contains an infinite number of

elements and is bounded from below,

−∞, if A contains an infinite number of
elements and is bounded from above,

2∞, if A contains an infinite number of
elements and is not bounded.

The norms take values in the set {0, 1, 2, . . .} ∪
{+∞,−∞, 2∞}, which is a poset with order
determined by following Hasse diagram:

2∞

vv
vv

vv
vv

v

HH
HH

HH
HH

H

−∞

FFFFFFFFFF +∞

xxxxxxxxxx

...

k + 1

k

k − 1

...

1

0

For a partial injection a : Z→ Z we denote by
dom(a) and im(a) the domain and the image of a
respectively. If a is monotone, then ||dom(a)|| =
|| im(a)||. In this case the number nrank(a) =
||dom(a)|| = || im(a)|| is called the normalized
rank of a transformation a.

Proposition 1. For any a, b ∈ IOZ
nrank(ab) 6 min(nrank(a), nrank(b)).

Proof. For every element x ∈ Z we have
(ab)(x) = b(a(x)). This implies im(ab) ⊂ im(b),
so, clearly, we have || im(ab)|| 6 || im(b)||. Hence
nrank(ab) 6 nrank(b). Let x be an arbitrary
element from dom(ab). Since (ab)(x) = b(a(x)),
we have x ∈ dom(a). Hence, dom(ab) ⊂ dom(a),
which implies inequality ||dom(ab)|| 6 ||dom(a)||.
Thus we have nrank(ab) 6 nrank(a).

For any two subsets A and B of the set Z
with equal norms less then 2∞, there exists a uni-
que element a of the semigroup IOZ such that
A = dom(a) and B = im(a). If ||A|| = ||B|| = 2∞,
then there are infinitely many elements a of the
set IOZ such that A = dom(a) and B = im(a). In
the latter case in order to determine a one needs
to specify its value at some point. For conveni-
ence, any element a ∈ IOZ with A = dom(a),
B = im(a), and m = a(n) will be denoted by
πA,B,n→m, where n ∈ A, m ∈ B. The element
n ∈ A in this notation will be chosen as follows. It
is the minimal element of the set A with respect
to the order 0 < 1 < −1 < 2 < −2 < . . . < k <
−k < k + 1 < −k − 1 < . . ..

The semigroup IOZ contains an identity, whi-
ch is the identical transformation idZ, and a zero,
which is the nowhere defined transformation. The
set of idempotents

E(IOZ) = {idA, A ⊂ Z} := {πA,A, A ⊂ Z}

forms a semigroup, which is isomorphic to the
semigroup (2Z,∩). The idempotent e is primiti-
ve element if and only if e = id{n} for some n ∈ Z.
The semigroup IOZ is an inverse semigroup si-
nce it is a regular semigroup in which idempotents
commute. Inverse element of an element πA,B,n→m

is πB,A,m→n.

Proposition 2. Each element of the semigroup
IOZ can be written as a product of at most four
elements of the set

G := {a ∈ IOZ| dom(a) = Z or im(a) = Z}.

Proof. Every element of a normalized rank
less then 2∞ can be written as a product of two
elements of a normalized rank 2∞: πA,B,n→m =
idC ·b, where C∩dom(b) = A and b(A) = B. Every
element of a normalized rank 2∞ can be written as
a product of two elements from the set G. Indeed,
let a ∈ IOZ and nrank(a) = 2∞, moreover
a = πA,B,n→m, then a = πA,Z,n→kπZ,B,k→m.

10



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2015, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

3 Ideals and Green’s relations

Theorem 3.1. Let a ∈ IOZ. Then
1) a principal left ideal generated by an element

a has the following form

IOZ · a = {b ∈ IOZ : im(b) ⊆ im(a)}

2) a principal right ideal generated by an
element a has the following form

a · IOZ = {b ∈ IOZ : dom(b) ⊆ dom(a)}

3) a principal two-sided ideal generated by an
element a has the following form

IOZ·a·IOZ={b∈IOZ :nrank(b)6nrank(a)}

Proof.

1) Let Ma = {b ∈ IOZ : im(b) ⊆ im(a)}. If
c ∈ IOZ then ca(x) = a(c(x)) by definition.
Thus im(ca) ⊆ im(a) and IOZ · a ⊆ Ma.
Now let im(b) ⊆ im(a). Denote A = dom(b),
B = im(b). Then ||A|| = ||B||. Denote
C = a−1(B). Since a−1 is partially defined
injection, ||C|| = ||B||. So ||A|| = ||C|| and
there exists a transformation α : A → C.
Then b = α · a. Hence Ma ⊆ IOZ · a.

2) Analogous to the proof of statement 1.

3) Let Ma = {b ∈ IOZ : nrank(b) 6
nrank(a)}. For arbitrary c, d ∈ IOZ we have
the following inequalities:

nrank(ca) 6 min{nrank(c), nrank(a)}
and

nrank(ad) 6 min{nrank(a), nrank(d)}.
Let b = c · a · d ∈ IOZ. Then we have

nrank(b) 6

6 min{nrank(c), nrank(a), nrank(d)} 6
6 nrank(a).

Thus IOZ · a · IOZ ⊆ Ma. Let now
nrank(b) 6 nrank(a). Denote A = dom(b),
B = im(b). Let C ⊆ dom(a) be an arbitrary
subset, such as ||C|| = nrank(b) = ||A||,
||D|| = ||a(C)|| = ||C|| = nrank(b) = ||B||.
There exist some transformations α : C → A
and β : D → B. Thus b = α−1 · aβ. Hence
Ma ⊆ IOZ · a · IOZ.

For every k ∈ N0 we denote by

Ik = {b ∈ IOZ : nrank(b) 6 k},

IF = {b ∈ IOZ : nrank(b) < ∞},

I+∞ = {b ∈ IOZ : nrank(b) 6 +∞},

I−∞ = {b ∈ IOZ : nrank(b) 6 −∞}.

Set F < ±∞, F > k for all k ∈ N0.

Proposition 3. The sets IF and Ik, k ∈ N0, are
two-sided ideals.

Proof. For the sets Ik, k ∈ N0, this statement
follows from the definition of an ideal and proposi-
tion 1. For arbitrary a ∈ IF and b ∈ IO(N,−N)
we have nrank(bab) 6 nrank(a) < ∞. So bab ∈ IF .
Hence IF is a two-sided ideal.

Proposition 4. Ir1 ⊆ Ir2 if and only if r1 6 r2.

Proof. Obviously, r1 6 r2 implies Ir1 ⊆ Ir2 .
We prove the converse statement by contradicti-
on. Assume that I+∞ ⊂ I−∞. In particular, it
means that some element a with a normalized rank
+∞ belongs to the ideal I−∞. By definition of the
ideal I−∞ we have that domain of every element of
this ideal is bounded from above. However dom(a)
contains an infinite number of positives. We arrive
to contradiction. Analogously one can show that
I−∞ 6⊂ I+∞. This completes the proof.

Proposition 5. Let I be the set of principal two-
sided ideals. Then every two-sided ideal of the
semigroup IOZ is a union of at most two sets from
the set I ∪ IF .

Proof. Let I ⊂ IOZ be two-sided ideal. Every
two-sided ideal is a union of principal two-sided
ideals. Let the set of normalized ranks of elements
of the ideal I contain 2∞. Then decomposition of
the ideal I into the union of principal ideals contai-
ns the principal ideal IOZ. Therefore, I = IOZ.

Let the set of normalized ranks of elements
of the ideal I is bounded from above by an
element l (±∞). Then we take the ideal Il (I±∞)
in decomposition of the ideal I. If the set of
normalized ranks of elements of the ideal I is not
bounded from above, then we take the ideal IF in
decomposition of the ideal I.

11
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Consider the case when the set of normalized
ranks of elements of the ideal I is not bounded
from above by elements −∞ and +∞. There exist
elements a, b ∈ I such that nrank(a) = −∞ and
nrank(b) = +∞. So I−∞ ∪ I+∞ = I(a)∪ I(b) ⊂ I.
Suppose I 6⊂ I−∞ ∪ I+∞. Then there exists an
element a ∈ I such that a ∈ IOZ \ (I−∞ ∪ I+∞),
that is normalized rank of this element is greater
than −∞ or +∞. Therefore nrank(a) = 2∞. We
arrive to contradiction. So I ⊂ I−∞ ∪ I+∞. Hence
I = I−∞ ∪ I+∞. All other cases are similar.

The next theorem provides a description of
Green’s relations in IOZ.
Theorem 3.2. Let a, b ∈ IOZ. Then

1) aLb if and only if im(a) = im(b);

2) aRb if and only if dom(a) = dom(b);

3) aHb if and only if im(a) = im(b) and
dom(a) = dom(b);

4) aJ b if and only if nrank(a) = nrank(b);

5) D = J .

Proof.

1) Let aLb. Then a ∈ Lb, b ∈ La and im(a) ⊆
im(b), im(b) ⊆ im(a). Therefore im(a) =
im(b). On the other hand, if im(a) = im(b),
then b ∈ IOZa and a ∈ IOZb. This implies
IOZb ⊆ IOZa and IOZa ⊆ IOZb. Thus we
have IOZa = IOZb, so aLb.

2) Analogous to the proof of statement 1.

3) Let aHb. Then aLb and aRb by definition,
that is im(a) = im(b) and dom(a) = dom(b).

4) Let aJ b. Then a ∈ Jb, b ∈ Ja and
nrank(a) 6 nrank(b), nrank(b) 6 nrank(a).
Therefore nrank(a) = nrank(b). On the
other hand if nrank(a) = nrank(b), then b ∈
IOZaIOZ and a ∈ IOZbIOZ. This impli-
es IOZaIOZ ⊆ IOZbIOZ and IOZbIOZ ⊂
IOZaIOZ. Thus we have IOZaIOZ =
IOZbIOZ, so aJ b.

5) D ⊆ J by definition. Let aJ b, then
nrank(a) = nrank(b) and ||dom(a)|| =
|| im(b)||. So there exists c ∈ IOZ such that
dom(c) = dom(a) and im(c) = im(b). This
implies aRc and cLb. Then a(R◦L)b. Thus
aDb. Hence J ⊆ D.

4 Automorphisms

Recall that the infinite dihedral group D∞ is the
group of symmetries (both rotations and reflecti-
ons) of the set of integers Z with respect to
composition.

Theorem 4.1. Aut(IOZ) ' D∞.

Proof. Let f be an automorphism of IOZ.
An automorphism maps an ideal to an ideal,
moreover the relation of inclusion is preserved.
One can conclude from the diagram of ideals that
f(Ik) = Ik for every k ∈ N0, f(IF ) = IF and
f(I±∞) = I±∞ or f(I±∞) = I∓∞. Let a ∈ IOZ
be an element of a normalized rank k for some
k ∈ N0. Then a ∈ Ik \ Ik−1. This implies f(a) ∈ Ik

and f(a) 6∈ Ik−1. Thus f(a) ∈ Ik \ Ik−1 and
nrank(f(a)) = k. Similarly one can prove that
nrank(f(a)) = ±∞ for a of normalized rank ±∞
in case f(I±∞) = I±∞ and nrank(f(a)) = ∓∞ for
a of normalized rank ±∞ in case f(I±∞) = I∓∞.
Let a be an element of normalized rank 2∞. Then
it does not belong to any ideal Ik, I+∞ and I−∞
for every k ∈ N0. Thus f(a) does not belong to
any of these ideals. Hence it has normalized rank
2∞.

An automorphism f induces a bijection ϕ
on the set of primitive elements. The map ϕ
specifies a permutation τϕ on the set Z by the
following rule: τϕ(x) = y if and only if ϕ(id{x}) =
id{y}. So π{i},{j} = id{i}π{i},{j}id{j}. This
implies f(π{i},{j}) = f(id{i})f(π{i},{j})f(id{j})
or f(π{i},{j}) = id{τ(i)}f(π{i},{j})id{τ(j)}. Since
f preserves normalized ranks of the type k,
where k ∈ N0, then nrank f(π{i},{j}) = 1.
On the other hand dom(id{τ(i)}f(π{i},{j})id{τ(j)})
does not contain any element τ(z), if z 6=
i. Thus dom f(π{i},{j}) = {τ(i)}. Analogously
im f(π{i},{j}) = {τ(j)}. Therefore f(π{i},{j}) =
π{τ(i)},{τ(j)}.

Let a ∈ IOZ be an element such that i ∈
dom(a) and a(i) = j. Then id{i} ·a·id{j} = π{i},{j}.
Hence id{τ(i)} f(a) id{τ(j)} = π{τ(i)},{τ(j)}. So
τ(i) ∈ dom(f(a)) and f(a)(τ(i)) = τ(j). Since i ∈
dom(a) is arbitrary, then dom(f(a)) ⊃ τ(dom(a)).
For every i 6∈ dom(a) we have id{i} ·a = 0.
So id{τ(i)} f(a) = 0 and τ(i) 6∈ dom f(a). Thus
dom f(a) = τ(dom(a)) and ϕ(a)(τ(i)) = τ(j) for
every i ∈ dom(a). Thus, an automorphism f is
completely determined by permutation τf , which
it induces on the set Z.

12



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2015, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

If there exist pairs i < j, t < s such that
τf (i) < τf (j), τf (s) < τf (t), then we have f(a) =
π{τf (i),τf (j)},{τf (t),τf (s)} 6∈ IOZ for a = π{i,j},{t,s} ∈
IOZ. We arrive to contradiction. So for all i, j such
that i < j we have τf (i) < τf (j) or for all i, j such
that i < j we have τf (i) > τf (j).

If τf (i) < τf (j) for every i, j such that
i < j, then τf (i) = i + t. In this case f(a) =
πdom(a),im(a)+t,n→a(n)+t, t ∈ Z. If τf (i) > τf (j) for
every i, j such that i < j, then τf (i) = −i − t. In
this case f(a) = πdom(a),im(a)+t,n→a(n)+t, t ∈ Z.

Список використаних джерел

1. V. Fernandes The monoid of all injective
order preserving partial transformations on
a finite chain / V. Fernandes // Semigroup
Forum – 2001. –Vol.62,Num.2. – P. 178 –
204.

2. O. Ganyushkin On the structure of IOn /
O. Ganyushkin, V. Mazorchuk // Semigroup
Forum – 2003 –Vol.66,Num.3 – P. 455 – 483.

3. O. Ganyushkin Introduction to classical
finite transformation semigroup /
O. Ganyushkin, V. Mazorchuk //
London:Springer – 2009. – 314 p.

4. A. Laradji On certain finite semigroups of
order-decreasing transformations. I / A.
Laradji, A. Umar // Semigroup Forum –
2004. – Vol.69,Num.2. – P. 184 – 200.

5. V. Pyekhtyeryev H−, R− and
L−cross-sections of the infinite symmetric
inverse semigroup ISX / V. Pyekhtyeryev
// Algebra Discrete Math –2005. –№1. – P.
92 – 104.

6. В.О. Пєхтєрєв Конгруенцiї напiвгрупи
ION / В.О. Пєхтєрєв, К.С. Третьяк //
Mat. Stud. – 2011. – №1. – С. 22 – 27.

References

1. FERNANDES V. (2001) The monoid of all
injective order preserving partial
transformations on a finite chain Semigroup
Forum, Vol.62,Num.2, pp. 178 – 204.

2. GANYUSHKIN O., MAZORCHUK V.
(2003) On the structure of IOn Semigroup
Forum, Vol.66,Num.3, pp. 455 – 483.

3. GANYUSHKIN O., MAZORCHUK V.
(2009) Introduction to classical finite
transformation semigroup, London:Springer,
314 pp.

4. LARADJI A., UMAR A. (2004) On certain
finite semigroups of order-decreasing
transformations. I, Semigroup Forum,
Vol.69,Num.2, pp. 184 – 200.

5. PYEKHTYERYEV V.O (2005) H−, R−
and L−cross-sections of the infinite
symmetric inverse semigroup ISX , Algebra
Discrete Math, №1, pp. 92 – 104.

6. PYEKHTYERYEV V.O, TRETIAK K.S.
(2011) Congruences of semigroup ION, Mat.
Stud., №1, pp. 22 – 27.

Received: 05.09.2014

13



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2015, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 517.91

Власенко I. Ю., к.ф.-м.н. I. Yu. Vlasenko, Ph.D. (Phys.-Math.)

Критерiй топологiчної спряженостi
однорiдних вiдображень Rn

Criterion of topological conjugacy for
homogeneous mappings of Rn
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vlasenko@imath.kiev.ua

Institute of Mathematics of the Na-
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У роботi розглянуто клас вiдображень n-вимiрного евклiдового простору, у якого координа-
тнi функцiї є однорiдними. Описано ряд динамiчних та топологiчних властивостей цих вiдобра-
жень. Показано, що вiдображення цього класу мають 2 натуральнi трансверсальнi iнварiантнi
шарування, де перше шарування це шарування на променi з початку координат, а друге шарува-
ння утворене динамiчно заданими гiперсферами навколо початку координат. Для вiдображень
даного класу побудовано набiр топологiчних iнварiантiв та дано критерiй їх топологiчної спря-
женостi у термiнах породженого вiдображення корозмiрностi 1, що задане на гiперсферi, що
роздiляє басейни притяжiння точок 0 та ∞. Цей результат редукує проблему перевiрки, чи є
два вiдображення такого класу топологiчно спряженими до задачi в на одиницю меншiй роз-
мiрностi.

Ключовi слова: однорiднi вiдображення, критерiй спряженостi, топологiчнi iнварiанти.
We consider a class of maps of the n-dimentional Euclidean space that is a generalization of the

class of maps having homogeneous polynomials as its coordinate functions. We describe some dynamical
and topological properties of the maps of this class. It is shown that maps of this class has two natural
transversal invariant foliations. The former is the foliation on the rays from the origin and the latter
is on some hyperspheres around the origin generated by an invariant hypersphere that separates the
basins of attraction of 0 and ∞.

A criterion of their topological conjugacy is obtained. A homogeneous map induce a map on their
invariant hypersphere that separates the basins of attraction. It is shown that two homogeneous maps are
topologically conjugate if and only if the induced codimension 1 maps are topologically conjugate. This
result reduce the problem of topological conjugacy for the maps of the considered class to a codimension
1 problem.

Key words: homogeneous mappings, conjugacy criterion, topological invariants.
Статтю представив доктор фiзико-математичних наук, професор В. В. Кириченко.

Introduction. The non-invertible maps are
much less studied in comparison to homeomorphi-
sms with the exceptions of one-dimensional
and holomorphic maps. Fine topological invari-
ants of such maps are the invariants of their
conjugacy class1. The class of maps introduced
here is a natural generalization of maps having
homogeneous polynomials as coordinate functions.
Note that homogeneous polynomials are already
studied for the problem of their classification up
to left-right topological equivalence, see [1]. But we
consider these maps up to conjugacy which is more
accurate equivalence that preserves fine details of

a map lost under left-right topological equivalence.
In the paper [6] similar results were obtained

for the inner (open discrete) homogeneous mappi-
ngs of R2. In this paper we describe some properti-
es for these maps and prove a criterion of their
topological conjugacy without assuming that the
map is inner and in case of Rn.

Preliminary information.

Definition 1. Call a continuous map f : Rn → Rn

homogeneous of a degree k if ∀t > 0 ∀x ∈ Rn

f(tkx) = tkf(x).

From the definition f(0) = 0.
1f and g are topologically conjugate if there exists a homeomorphism h such that fh = hg.

c© I. Yu. Vlasenko, 2015 14
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Definition 2. A homogeneous map f is called
non-degenerate if f−1(0) = 0.

Let f : Rn → Rn be a non-degenerate
homogeneous map of a degree k > 1. Let a
hypersphere R̂n be the one point compactificati-
on of Rn with the point ∞. Then f(∞) = ∞ and
f also can be considered as the map f : R̂n → R̂n.
We assume that f can be a non-invertible and a
non-surjective map. Note that if the homogeneous
map is differentiable, then from the definition if x
is critical, then the whole ray {tx|t > 0} is critical.

Some of the following lemmas were proved
in the paper [6]. It was in case of R2, but the
proof holds for Rn literally or with trivial obvious
changes.

Lemma 1. The foliation of Rn \ {0} of the rays
from the origin is invariant under the action of
f . Furthermore, any two pre-images of the same
point can’t belong to the same ray.

Proof. Let x = ty ∈ Rn \ {0} and x 6= y. Then
x, y 6= 0, t 6= 0, t 6= 1. Due to homogeneousness,
f(x) = f(ty) = tkf(y), i.e. f maps a ray into a
ray.

Show that any two pre-images of the same
point can’t belong to the same ray. Indeed, let
x = ty ∈ Rn \ {0} and f(x) = f(y), t 6= 0,
t 6= 1. Then f(x) = tkf(y) = tkf(x) due to
homogeneousness, which is not possible for x 6= 0,
t 6= 0, t 6= 1 if f is not degenerate. ¤

Lemma 2. For the map f each of the points 0 and
∞ has open basins of attraction.

Proof. Let Dr be a disc of radius r around the ori-
gin, and a hypersphere Sr = ∂Dr be its boundary.
Consider the image of Dr the set f(Dr).

Note that the boundary ∂f(Dr) ⊂ f(Sr).
Consider f(Sr). Let dmin

1 = min ρ(O, f(S1)),
dmax

1 = max ρ(O, f(S1)), where ρ is the Euclidean
metric. Then dmax

1 > dmin
1 > 0 because f(S1) is a

compact hypersurface that does not intersect the
point 0. Since f(Sr) is homogeneous we have

dmin
r = min ρ(O, f(Sr)) = rkdmin

1 ,

dmax
r = max ρ(O, f(Sr)) = rkdmax

1 .

Thus for r < 1/dmax
1 dmax

r < r and the
interior Int(Dr) of the disc Dr is the strictly
invariant neighborhood containing the point 0, i.e.
f(Int(Dr)) ⊂ Int(Dr).

By definition, an attractor of the strictly
invariant neighborhood Int(Dr) is the set Λ =
∩n>0f

n(Int(Dr)). As 0 ∈ Λ, Λ 6= ∅. And since
dmax

r = rkdmax
1 , Λ is just the point 0.

Similarly, for r > 1/dmin
1 dmin

r > r and the
exterior R̂n\Dr of the disc Dr is the strictly invari-
ant neighborhood containing the point∞ and the
resulting attractor is the point ∞ itself.

The lemma is proven. ¤

Lemma 3. On every ray from the origin there is
exactly one point that is not attracted to the point
0 or ∞.

Proof. Consider a ray from the origin. The basins
of attraction of the points 0 and ∞ are open sets,
the ray is a linearly connected set. Then the set N
of points of the ray not belonging to the basins of
attraction of the points 0 and ∞ is not empty.

Assume that the set N has two different poi-
nts p1 and p2 6= p1. Since they are on the same
ray their coordinates are proportional: p2 = tp1,
t > 0, t 6= 1. Consider fn(p1), n > 0. p1 does not
belong to the basins of attraction of the points 0
and∞. Therefore, the norm ||fn(p1)|| is bounded:
∃C1, C2 > 0: C2 > ||fn(p1)|| > C1.

Consider fn(p2), n > 0. ||fn(p2)|| =
||tknfn(p1)|| = tkn||fn(p1)||. Then tknC2 >
||fn(p2)|| > tknC2. But t 6= 1. It follows than
fn(p2) tends either to 0 or to ∞ when n → ∞
depending on whether t > 1 or t < 1. But p2

belongs to N .
The obtained contradiction proves the lemma.

¤

Lemma 4. Points that does not belong to the basi-
ns of attraction of the points 0 and ∞ create a
hypersurface that is homeomorphic to the sphere
Sn−1 and separates the basins of attraction of the
points 0 and ∞.

Proof. Define the set of points that does not
belong to the basins of attraction of the points
0 and ∞ by γ1. The basins of attraction of the
points 0 and ∞ are open mutually exclusive sets
by definition. As the set that divides them and
their complement, the set γ1 is closed. Also it is
bounded, as follows from the proof of the lemma 2,
then γ1 is a compact set.

Note that the set of rays from the origin is
homeomorphic to a hypersphere and is a compact
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set. According to the lemma 3, there is a one-to-
one map (bijection) between the rays from the ori-
gin and the points of γ1. Show that this bijection is
continuous. Definite a map p : Rn \{0} → Sn−1 as
p(x) = x

||x|| . Then the restriction q = p|γ1 : γ1 →
S1 by definition is continuous and is the bijecti-
on above. It is well-known (see, for example, [2]),
that continuous bijection of compact sets is a
homeomorphism. It follows that the one-to-one
map between the rays from the origin and the
points of γ1 is indeed a homeomorphism and the
lemma is proven. ¤

Lemma 5. The hypersurface γ1 that separates the
basins of attraction of the points 0 and∞ is totally
invariant (f−1(γ1) = γ1).

Proof. It follows from a more generic fact, that
any union Â of an attractor A and its basin of
attraction can be represented as ∪nf−n(U), where
U is the strictly attracting neighborhood of the
attractor A (f(U) ⊂ U). As the representation of
Â is the union of all pre-images it is obvious that
the result, the union Â of an attractor A and its
basin of attraction, is totally invariant. Since γ1

is a complement to two such unions of 0 and its
basin and∞ and its basin which are totally invari-
ant then γ1 itself is totally invariant. ¤

Consider a ray from the origin. Let it intersect
the hypersurface γ1 in a point p1. The points of
the ray can be then represented as pt = tp1, t > 0.
Using t as the coefficient of proportionality, let us
build a family of hypersurfaces γt, t > 0, such that
they are homothetic to γ1 with respect to the ori-
gin. By construction it is a foliation of Rn \ {0}.

The set of rays from the origin is
homeomorphic to the sphere Sn−1. Denote the set
by Sn−1

φ . According to the lemma 1, f preserves
the partitioning of Rn \ {0} by the rays from the
origin. Thus f induces a continuous map fφ on
Sn−1

φ .

Theorem 1 (Topological conjugacy criteri-
on). Let f and g be homogeneous maps of a degree
k > 1 and fφ, gφ : Sn−1

φ → Sn−1
φ be the continuous

maps induced by f and g on the set Sn−1
φ . f and

g are topologically conjugate ⇐⇒ fφ and gφ are
topologically conjugate.

Proof. According to the lemma 3, The
hypersurface γ1(f) intersect each ray exactly in
one point. Using this fact we can build a foliation

of Rn \ {0} on homothetic images of γ1(f) with
respect to the origin, the family γt(f), t > 0. In
the same way we can build the family γt(g), t > 0.

Note that the homotheticity map from γp(f)
to γq(f) is exactly the multiplication by the
scalar q

p for each coordinate. This map is also a
homotheticity from γp(g) to γq(g). Denote this
map by Hp,q. Note that because p

q
q
p = 1 we have

Hp,q ◦Hq,p = Id (identity equation 1).
Since fφ and gφ are topologically conjugate

there exists a homeomorphism hφ : Sn−1
φ → Sn−1

φ

such that hφgφ = fφhφ. There is one-to-one
correspondence between the rays from the set
Sn−1

φ , the points of γ1(f) and the points of γ1(g)
because of the fact that γ1(f) and γ1(g) intersect
each ray in a single point. Then hφ induces a
homeomorphism of the hypersurfaces h1 : γ1(f) →
γ1(g) such that on γ1(f) we have h1g = fh1

(identity equation 2).
Define the homeomorphism h on Rn \{0}. For

that define hp : γp(f) → γp(g) as hp = H1,p ◦ h1 ◦
Hp,1. Define h : Rn \ {0} → Rn \ {0} as follows:
if x ∈ γp(f) then h(x) = hp(x). This defini-
tion is correct because the hypersurfaces belong
to the foliation. The obtained map h is one-to-
one and continuous by construction. It extends
to the points 0 and ∞ by continuity: h(0) = 0
and h(∞) = ∞. A continuous one-to-one map
of compacts is a homeomorphism. It follows that
h : R̂n → R̂n constructed here is a homeomorphi-
sm of R̂n.

Let us verify that h is required conjugacy
homeomorphism. It is enough to check on Rn\{0}.

Let x ∈ γp(f). Then ∃x1 ∈ γ1(f): x =
px1 = H1,p(x1). h commutes with homothetici-
ty maps Hp,q by construction, f and g commute
with Hp,q because they are homogeneous and Hp,q

is a multiplication by a scalar value. Using those
commutations and identity equations (1) and (2)
above, we get

h(f(x)) = hp(f(x)) = hp(f(H1,p(x1))) =

hp(H1,p(f(x1))) = H1,p(h1(Hp,1(H1,p(f(x1))))) =

H1,p(h1(f(x1))) = H1,p(g(h1(x1))) =

g(H1,p(h1(Hp,1(x)))) = g(hp(x)) = g(h(x)).

Thus, h(f(x)) = g(h(x)) and f and g topologi-
cally conjugate with the help of h. The theorem is
proven. ¤
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Corollary 1. If f is a homogeneous maps of a
degree k > 1 then it induces a map f ′ on the
set of rays from the origin such that f is topologi-
cally conjugate on Rn\{0} to the map Sn−1×R 3
(x, t) 7→ (f ′(x), tk).

Conclusions

For a class of maps of Rn that is a generali-
zation of the class of maps having homogeneous

polynomials as its coordinate functions we have
described some topological invariants and have
reduced the problem of their topological conjugacy
to a codimension 1 problem.

The obtained results can be used for the global
classification of the homogeneous mappings in di-
mension 2 and 3, as well as an initial step for
the study of homogeneous mappings in greater di-
mensions.

All these results are applied in the study of
the polynomial inner mappings.
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêi ôóíêöi¨ Ìîðñà íà îði¹íòîâàíèõ êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ç ìåæåþ, ùî

¨õ îáìåæåííÿ íà ìåæó òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ Ìîðñà. Çíàéäåíî âñi ìîæëèâi äåôîðìàöi¨ ôóíêöié â

îêîëàõ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ ç äâîìà êðèòè÷íèìè òî÷êàìè äî ôóíêöié, ó ÿêèõ ïî îäíié êðèòè÷íié

òî÷öi íà êîæíîìó êðèòè÷íîìó ðiâíi. Ïîêàçàíî, ùî òàêó äåôîðìàöiþ â êîæíîìó ç âèïàäêiâ

ìîæíà çäiéñíèòè äâîìà ñïîñîáàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ôóíêöiÿ Ìîðñà, àòîì m-ôóíêöi¨, òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ.
We consider m-functions on a closed oriented two-dimensional manifold (surface)M with boundary

∂M that is smooth functions f such that: 1) f is a Morse function, 2) restriction f |∂M is a Morse

function. We investigate changing of neighborhood of a critical level (f-atom) points under a small

deformation of the function. Hear f-atom is considered up to homeomorphism that maps level component

of function into level component and preserve the direction of function arising. An atom with one critical

point (a simple atom) is stable under smooth deformation of the function. In one a one-parameter family

of m-function, an atom with 2 critical points (complexity 2) can appear. Each atom of complexity 2

splits at a small movement in the one-parameter family of m-functions into two simple atoms by two

ways. All possible deformations of atoms of complexity 2 of m-functions on surfaces with boundary to

simple atoms are considered.

Key words: Morse function, atom of m-function, topological classi�cation.
Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ ä. ô.-ì. í. ïðîô. Êèðè÷åíêî Â.Â.

Introduction. Let M be a closed oriented two-
dimensional manifold (surface). Let f be a smooth
function onM . Consider the Hamiltonian dynami-
cal system given by the equation dx

dt = sgrad f(x),
x ∈M . Then its trajectories lie on the components
of the line-level function f . These components are
called layers. Homeomorphism of surface re�ecti-
ng layers on layers is called a layered equivalence.
So the layered classi�cation of functions sets the
topological classi�cation of Hamiltonian dynami-
cal systems. On the set of all functions one can ide-
ntify an open everywhere dense subset consisting
of simple Morse functions. To study the functions
À.Konrod [4] and H.Rib [7] introduced a graph,
which is obtained from the surface after collecting
each layer to the point. This graph is a complete
topological invariant of simple Morse functions.

The analogue of Morse functions for manifolds
with boundary are m-functions. The topologi-
cal properties of m-functions were investigated in

[2,3,5,6,8�12]. In [3] all possible atoms of complexi-
ty 2 of m-functions on surfaces with boundary are
considered. The purpose of the scienti�c work is
to describe all possible deformations of atoms of
complexity 2 to simple atoms.

m-function. Simple atoms. Let M is a
smooth manifold of dimension n, f : M −→ R
is a smooth function.

The point x ∈ M is a critical for function f
if df(x) = 0. Herewith f(x) is a critical value for
function f .

The critical point is called non-degenerate if

the second di�erential d2f =
∑ ∂2f

∂xi∂xj
dxidxj is

non-degenerate at this point.

De�nition. A smooth function on a manifold
M is a Morse function if it has no degenerate cri-
tical points.

Let M is a smooth compact manifold of di-
mension n with boundary.

c© O. M. Ivanyuk , S. V. Bilun, 2015 18
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De�nition. The function f : M −→ R is m-
function if:

à) all its critical points are non-degenerate and
do not situated on ∂M ;

á) the boundary of manifold can be
represented as a union ∂M = ∂M− ∪ ∂M0 ∪ ∂M+

so that the restriction f∂ of function f on ∂M0

is Morse function and when the set ∂M− 6= ∅
(∂M+ 6= ∅) then function f takes minimum (maxi-
mum) value.

We will call m-functions f and g on the
surfaces X2 and Y 2 layered equivalent if there is
a di�eomorphism λ : X2 −→ Y 2 which maps
connected components line-level of function f into
connected components line-level of function g.
The pair (X2, f) is layered equivalent to the pair
(Y 2, g).

We will explore the layered equivalence of m-
functions in the neighborhoods of their critical
values.

De�nition. The neighborhood of the P 2 cri-
tical layer which is given by the inequality c− ε 6
f 6 c + ε for su�ciently small ε which strati-
�ed on the line level of function f and which
is considered accurate to the layered equivalence
P 2 = {x : −ε 6 f(x)− c 6 ε} is called an atom.

If the critical value c is local minimum or local
maximum then an atom is called an atom A. If the
critical value c is saddle then the corresponding
atom is called a saddle .

Atom is called simple if m-function in the
(P 2, f) is simple. Remaining atoms are called

complex.
Let c is the critical value of function f on X2

and c′ is the critical value of function g on Y 2. We
consider their speci�c layers: f−1(c) and g−1(c′)
and suppose that these layers are coherent.

m-functions f and g are called layered equi-

pped equivalent in the neighborhood of their parti-
cular layers f−1(c) and g−1(c′) if there are two
positive numbers ε i ε′ and di�eomorphism λ :
f−1(c − ε, c + ε) −→ g−1(c′ − ε′, c′ + ε′), whi-
ch converts line-level of function f in line-level of
function g and preserves the direction of functions
growth that λ maps the range (f > c) into the
range (g > c′).

We consider the pair (P 2, f) where P 2 is a
connected compact surface with non-empty edge
∂P 2 and f is m-function on it which has exactly
one critical value C moreover f−1(c−ε)∪f−1(c+
ε) = ∂P 2. The class of equipped layered equi-
valence of this pair (P 2, f) is called f -atom or
equipped atom.

Remark. Each atom corresponds to two f -
atoms. Sometimes these two atoms can coincide,
be equivalent.

De�nition. f -atom is an atom with the
previous de�nition for which the splitting of rings
into positive and negative is observed .

The simplest examples of atoms is a nei-
ghborhood of maxima, minima and saddle critical
points on surfaces. When passing through the cri-
tical level of m-function of the common situation
levels adjustment may occur [2] (�g.1).

Fig. 1.

Atoms of complexity 2. All possible atoms
of complexity 2 of m-functions on surfaces with
boundary have been considered in the work [3].

Each atom of complexity 2 splits at a small
movement in the one-parameter family of m-func-
tions into two simple atoms by two ways (�g.2-11):

We stretch the points to di�erent critical
levels. Fig.2 shows that atom B1 splits into two

simple atoms. Firstly we consider the case when
the �rst critical point is above the second critical
point. Having made a small movement we obtain
two simple atoms: A1 and A6. If we have a second
critical point at a higher critical level than the �rst
one we get other simple atoms: A6 and A3. And
similarly for B2, whereas B1 and B2 are the same
as atoms although di�erent as f -atoms.
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Fig. 2.

Fig.3 shows that atom B3 splits into two si-
mple atoms by two ways: A3, A7 and A7, A1. Si-
milarly for B4, whereas both atoms B3 and B4 are
the same as atoms although di�erent as f -atoms.

Atom B5 splits into two simple atoms: A8, A5

and A3, A6. And similarly for B6, whereas B5 and
B6 are the same as atoms although di�erent as
f -atoms.

Fig. 3.

Fig.4 shows that atom B7 splits into two si-
mple atoms by two ways: A3, A8 and A8, A3. Si-
milarly for B8.

Atom B9 splits into two simple atoms: A5, A9

and A9, A5. And similarly for B10.

Fig. 4.

Fig.5 shows that atom B11 splits into two si-
mple atoms by two ways: A1, A1 and A1, A1. Si-
milarly for B12.

Atom B13 splits into two simple atoms: A3,

A3 and A3, A1. And similarly for B14, whereas
both atoms B13 and B14 are the same as atoms
although di�erent as f -atoms.

Fig. 5.

20



Âiñíèê Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Ñåðiÿ: ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè

2015, 2

Bulletin of Taras Shevchenko

National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Fig.6 shows that atom B15 splits into two si-
mple atoms by two ways: A5, A3 and A5, A4. Si-
milarly for B16.

Atom B17 splits into two simple atoms: A5,
A7 and A9, A3. And similarly for B18.

Fig. 6.

Fig.7 shows that atom B19 splits into two si-
mple atoms by two ways: A3, A9 and A9, A3. Si-
milarly for B20.

Atom B21 splits into such simple atoms: A5,
A5 and A5, A5.

Fig. 7.

Fig.8 shows that atom B22 splits into two si-
mple atoms by two ways: A1, A2 and A2, A1.

And atom B23 splits into such simple atoms:
A4, A4 and A4, A4.

Fig. 8.

Fig.9 shows that atom B24 splits into two si-
mple atoms by two ways: A3, A2 and A4, A3. And
in the same way for B25.

Atom B26 splits into the following simple
atoms: A3, A3 and A5, A5.

Fig. 9.

Fig.10 shows that atom B27 splits into two
simple atoms by two ways: A9, A7 and A9, A7.
Similarly for B28.

Atom B29 splits into the following simple
atoms: A8, A9 and A7, A6.
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Fig. 10.

Fig.11 shows that atom B30 splits into two si-
mple atoms: A5, A5 and A9, A8.

Atom B31 splits into two simple atoms by two
ways: A9, A9 and A9, A9. And similarly for B32.

Fig. 11.

Summarizing all of the above the following
theorem is just.

Theorem. All possible deformations of atoms
of complexity 2 to simple atoms are set in the
table:

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

A1 A7 A3 A6 A8 A5 A3 A9

A6 A2 A7 A4 A5 A9 A8 A4

A6 A4 A7 A2 A3 A7 A8 A4

A3 A7 A1 A6 A6 A4 A3 A9

B9 B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16

A5 A8 A1 A2 A3 A4 A5 A4

A9 A5 A1 A2 A3 A4 A3 A5

A9 A5 A1 A2 A3 A2 A5 A3

A5 A8 A1 A2 A1 A4 A4 A5

B17 B18 B19 B20 B21 B22 B23 B24

A5 A6 A3 A8 A5 A1 A4 A3

A7 A5 A9 A4 A5 A2 A4 A2

A9 A4 A9 A4 A5 A2 A4 A4

A3 A8 A3 A8 A5 A1 A4 A3

B25 B26 B27 B28 B29 B30 B31 B32

A1 A3 A9 A6 A8 A5 A9 A8

A3 A3 A7 A8 A9 A5 A9 A8

A3 A5 A9 A6 A7 A9 A9 A8

A4 A5 A7 A8 A6 A8 A9 A8

Conclusions

We have considered all possible deformati-
ons of atoms of complexity 2 of m-functions on
surfaces with boundary to simple atoms.

The results by O. V. Bolsinov and
A. T. Fomenko [1] and O. O. Prishlyak [6] have
been generalized in the work.

The obtained results can be used for the global
classi�cation of m-functions of complexity 2, as
well as an initial step for the study of atoms of
greater complexity.

All these results are applied in the study of
vector �elds of oblique gradient on the manifolds
with boundary.
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У статтi запропоноване узагальнення часткового вiнцевого добутку. Доведено, що узагаль-
нений частковий вiнцевий добуток напiвгруп є напiвгрупою. Показано, що узагальнений частко-
вий вiнцевий добуток iнверсних напiвгруп є iнверсною напiвгрупою. Знайдено вигляд iдемпотен-
тiв узагальненого часткового вiнцевого добутку напiвгруп.

Ключовi слова: напiвгрупа, частковий вiнцевий добуток, узагальнений частковий вiнцевий
добуток, iдемпотент.

The construction of wreath product is well–known and widely used both for groups and semigroups.
It gives a possibility to get new group (semigroups) from old. The semigroup of partial automorphisms of
a rooted tree of a special kind is isomorphic to partial wreath product of inverse symmetric semigroups.
However, sometimes it is necessary to consider a construction similar to wreath product, but which
allows to get wreath product of a semigroup (group) with a set of semigroups (groups). It is shown In
the present paper a generalization of partial wreath product of semigroups is introduced. It is proved
that the generalized partial wreath product of semigroups is a semigroup. Besides, it is shown that the
generalized wreath product of inverse semigroups is an inverse semigroup. It is also shown that under
certain conditions the generalized wreath product of semigroup is isomorphic to the direct product of
wreath products of semigroups. The description of idempotents of a generalized partial wreath product
is provided.

Key Words: semigroup, partial wreath product, generalized partial wreath product, idempotent.
Communicated by Prof. Kirichenko V.V.

1 Introduction

The wreath product construction is a useful tool
to obtain new groups or semigroups from old.
However, it is interesting object of study. Dependi-
ng on type of semigroups, slightly different modi-
fication of wreath product are considered. The
most comprehensive survey is contained in [3]. In
certain cases it is convenient to have a possibili-
ty construct a wreath product of a group (semi-
group) with a set of groups (semigroups), for
example, when describing closed subsemigroups
of a semigroup of partial automorphisms of a
rooted tree [1]. The generalized wreath product
introduced in this paper provides such a possibi-
lity. We consider a generalized wreath product of
semigroups and study its basic properties.

2 Partial wreath product of semigroups

We follow notations from [3].
Let P be a semigroup and (H, M) be a semi-

group of partial transformations of a finite set M .
Consider the set SPX of partial functions from M
to P :

SPX = {f : A → P | dom(f) = A,A ⊆ M}.

If f, g ∈ SPX , then product fg is defined in a
following way

dom(fg) = dom(f) ∩ dom(g),
(fg)(x) = f(x)g(x) for each x ∈ dom(fg).

c© Є.А. Кочубiнська, I.В. Семенюк, 2015 24
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If h ∈ H, f ∈ SPX , then fh is defined as follows:

dom(fh) = {x ∈ dom(h) : xh ∈ dom(f)} =

(ran(h) ∩ dom(f))h−1, (fh)(x) = f(xh).

Definition 2.1. Partial wreath product of a semi-
group P with a semigroup of partial transformati-
ons (H, M) of a finite set M is a set

{(f, h) ∈ SPX × (H, M) | dom(f) = dom(h)}
with multiplication defined by

(f, a)(g, b) = (fga, ab).

Partial wreath product of semigroups P and
(H, M) is denoted by P op H.

Proposition 1. [2]
1. Partial wreath product of semigroup P op H is
a semigroup.
2. If semigroups P and (H,M) are inverse then
the semigroup P op H is inverse. The inverse
element to (f, h) is the element (f, h)−1 =
((fh−1

)−1, h−1).

3 Generalized partial wreath product of
semigroups

Let H be a semigroup which acts (possibly, parti-
ally) on a set M , {Px}x∈M be any set of semi-
groups satisfying condition:

if y ∈ xH (that is, y = xh for certain h ∈ H),
then Py ⊂ Px.

Definition 3.1. Generalized partial wreath
product of a group (semigroup) (H,M) with a
set of semigroups {Px}x∈M is a set

GWr(H,M, {Px}) =

= {(f, h) | h ∈ H, f : M →
⋃
x

Px,

f(x) ∈ Px, dom(f) = dom(h)}
with multiplication defined by

(f1, h1)(f2, h2) = (f1f
h1
2 , h1h2), (1)

where (f1, h1), (f2, h2) ∈ GWr(H, M, {Px}).
We define the product of functions f1 and f2

in the same way as for usual wreath product:

(f1f2)(x) = f1(x)f2(x),

and we also define

fh(x) = f(xh).

Theorem 3.1. The generalized partial wreath
product GWr(H,M, {Px}) of semigroup (H, M)
with the set of semigroups {Px}x∈M forms a semi-
group under multiplication defined by (1).

Proof. We show that the set GWr(H, M, {Px}) is
closed under multiplication.

Let (f1, h1), (f2, h2) ∈ GWr(H, M, {Px}).
Note that

dom(f1) = dom(h1)

and
dom(f2) = dom(h2).

Then

(f1, h1)(f2, h2) = (f1f
h1
2 , h1h2).

Clearly, h1h2 ∈ H.
Since Pxh1 ⊂ Px, then f2(xh1) ∈ Px and

f1f
h1
2 (x) = f1(x)f2(xh1) ∈ Px.

And we need to check that equality

dom(f1f
h1
2 ) = dom(h1h2)

holds. We have

dom(h1h2) = (ran(h1) ∩ dom(h2))h−1
1 ,

dom(fh1
2 ) = (ran(h1) ∩ dom(f2))h−1

1 .

Since

dom(f1f
h1
2 ) = dom(f1) ∩ dom(fh1

2 )

and

dom(f1) = dom(h1), dom(f2) = dom(h2),

then

dom(f1f
h1
2 ) =

= dom(h1) ∩ (ran(h1) ∩ dom(f2))h−1
1 =

= (ran(h1) ∩ dom(h2))h−1
1 = dom(fh1

2 ).

To complete the proof, we note that every set
Ah−1

1 is contained in dom(h1).
Thus, (f1, h1)(f2, h2) ∈ GWr(H, M, {Px}),

and generalize wreath product of semigroups is a
semigroup.
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Consider now the semigroup GWr(H, M, {Px}).
On the set M we introduce a relation ∼:

x ∼ y
def⇔ x ∈ yH ,

that is, there exists h ∈ H such that x = yh.

Lemma 1. If H is an inverse group, then relati-
on ∼ is the equivalence relation on the set M .

Proof. Clearly, x ∈ xH .
Since H is an inverse semigroup, then x = yh

implies y = xh−1 . Thus, x ∈ yH implies y ∈ xH .
Let x ∼ y and y ∼ z. Then there exists

h1, h2 ∈ H such that x = yh1 , y = zh2 . It follows
x = yh1 = zh2h1 , and x ∼ z.

Lemma 2. For equivalence relation ∼ the followi-
ng holds: if x ∼ y, then Px = Py.

Proof. It follows from the definition of the
generalized wreath product that x ∈ yH implies
Px ⊂ Py. Since ∼ is symmetric, then Py ⊂ Px.

Theorem 3.2. If semigroup H and all the semi-
groups of the set {Px}x∈M are inverse, then semi-
group GWr(H, M, {Px}) is inverse.

Proof. Let H and {Px}x∈M be inverse semigroups.
If (f, h) ∈ GWr(H, M, {Px}), then h−1 ∈ H and
(fh−1

)−1 ∈ Px.
Thus, ((fh−1

)−1, h−1) ∈ GWr(H,M, {Px}).
The element ((fh−1

)−1, h−1) is inverse for
(f, h). Indeed,

(f, h)(f, h)−1(f, h) = (f, h)((fh−1
)−1, h−1) =

= (f, h) = (f((fh−1
)−1)h, hh−1)(f, h) =

= (f((fh−1
)−1)hfhh−1

, hh−1h) = (f, h).

Similarly,

(f, h)−1(f, h)(f, h)−1 = ((fh−1
)−1, h−1).

As H and {Px}x∈M are inverse, the uni-
queness of the element (f, h)−1 follows from the
uniqueness of the elements h−1 and (fh−1

)−1.

Since ∼ is equivalence relation, the set M
is partitioned into disjoint union of equivalence
clases:

M = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk.

Theorem 3.3. If the semigroup H is inverse, then
generalized partial wreath product is isomorphic to
the direct product of partial wreath products:

GWr(H,M, {Pxi}k
i=1) '

k∏

i=1

(Pxi op(H, Mi))

where xi ∈ Mi, i = 1, 2, . . . , k.

Proof. Let (f, h) ∈ GWr(H, M, {Pxi}k
i=1). Consi-

der the map

ϕ : GWr(H, M, {Pxi}k
i=1) →

k∏

i=1

(Pxi op(H, Mi)),

which acts as

(f, h) 7→
7→

(
(f

∣∣
M1

, h
∣∣
M1

), (f
∣∣
M2

, h
∣∣
M2

), . . . , (f
∣∣
Mk

, h
∣∣
Mk

)
)

.

First, we check that for all i = 1, 2, . . . , k
(f

∣∣
Mi

, h
∣∣
Mi

) is in Pxi op(H, Mi).

Let x ∈ Mi for some i = 1, . . . , k. Since Mi is
an equivalence class, then for every h from H we

have x
h
∣∣
Mi ∈ Mi. Therefore, h

∣∣
Mi
∈ (H, Mi).

From the definition of a generalized wreath
product it follows that f(x) ∈ Pxi for any x ∈ Mi.
Denote dom(fi) = Bi. Clearly, Bi ⊆ Mi. From
above we have

fi : Bi → Pxi

is a function from Bi ⊂ Mi to Pxi as required.
Therefore, (f

∣∣
Mi

, h
∣∣
Mi

) ∈ Pxi op(H, Mi)
Show that the map given above is a

homomorphism. On one hand, we have

(fgh, hb) 7→
7→

(
((fg)h

∣∣
M1

, hb
∣∣
M1

), . . . , ((fg)h
∣∣
Mk

, hb
∣∣
Mk

)
)

.

On the other hand,
(
(f

∣∣
M1

, h
∣∣
M1

), . . . , (f
∣∣
Mk

, h
∣∣
Mk

)
)
×

×
(
(g

∣∣
M1

, b
∣∣
M1

), . . . , (g
∣∣
Mk

, b
∣∣
Mk

)
)

=

=
(
((fg

h
∣∣
M1 )

∣∣
M1

, hb
∣∣
M1

), . . . ,

((fg
h
∣∣
Mk )

∣∣
Mk

, hb
∣∣
Mk

)
)

=

=
(
((fg)h

∣∣
M1

, hb
∣∣
M1

), . . . , ((fg)h
∣∣
Mk

, hb
∣∣
Mk

)
)

.
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It is left to prove that this map is bijecti-
ve. The injectivity follows from the definition of
equivalence classes and from uniqueness of inverse
element. Clearly, it is also surjective. So, given map
is indeed an isomorphism.

4 Idempotents in generalized partial
wreath product of semigroups

Theorem 4.1. Element (f, h) ∈ GWr(H, M, {Px})
is idempotent if and only if h ∈ H is idempotent
and f satisfies the condition: f(x)f(xh) = f(x)
for each x ∈ M.

Proof. Ann element (f, h) ∈ GWr(H,M, {Px}) is
an idempotent if and only if (f, h)(f, h) = (f, h).

According to multiplication rule in the semi-
group GWr(H, M, {Px}) it means (f, h)(f, h) =
(ffh, hh) = (f, h). Therefore, h is idempotent in
H and f(x)f(xh) = f(x).

Theorem 4.2. Let (f, h) ∈ GWr(H, M, {Px})
be idempotent, then f(y) ∈ Px is an idempotent,
where y = xh for some x ∈ M.

Proof. Let h ∈ H be idempotent and x, y ∈ M
such that xh = y. Then y = xh = xh2

= (xh)h =
yh and f(y) = f(yh) = fh(y). Therefore from the
previous theorem we have f(x)fh(x) = f(x) and

f(y)fh(y) = f(y)f(y) = f(y),

so f(y) ∈ Px is an idempotent.
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Нехай K алгебраїчно замкнене поле характеристики 0 i R поле алгебраїчних функцiй вiд двох
змiнних над K. Алгебра Лi всiх K-диференцiювань поля R є двовимiрним векторним простором
над R (з стандартним базисом iз частинних похiдних). У роботi дано характеризацiю кому-
тативних базисiв цiєї алгебри Лi i описано метод побудови деяких її комутативних базисiв.
Знайдено закон змiни дивергенцiї довiльного диференцiювання поля R при змiнi базису простору
диференцiювань.

Ключовi слова: многочлен, алгебра Лi, диференцiювання, комутативний базис, дивергенцiя

Let K be an algebraically closed field of characteristic zero and R the field of algebraic functions in
two variables over K containing the field K(x,y). The set Der(R) of all K-derivations of the field R is a
Lie algebra. This Lie algebra also is a two-dimensional vector space over the field R (with the standard
basis consisting of partial derivations). A basis of this vector space over R is called commutative if its
elements commute in the Lie algebra Der(R). A characterization of all commutative bases of Der(R) is
given in terms of divergence of their elements (the derivations from a basis of Der(R) can have nonzero
divergence in contrary to the Lie algebra of all derivations of the polynomial ring in two variables over
K). A method of building some commutative bases of the vector space Der(R) is pointed out, a formula
for computing the divergence of a derivation from Der(R) in any commutative basis is obtained. It
turned out that the divergence of a derivation of the field R does not depend on choice of new basis
consisting of coordinate polynomials.

Key Words: polynomial, Lie algebra, derivation, commutative basis, divergence.
Статтю представив доктор фiзико-математичних наук, професор В.В.Кириченко

1 Introduction

Let K be an algebraically closed field of characteri-
stic zero and R ⊇ K(x1, ..., xn) a field of algebraic
functions in n variables, i.e. an algebraic extensi-
on of the field K(x1, ..., xn). The set of all K-
derivations of the field R is a Lie algebra (with
the Lie bracket [D1, D2] = D1D2 −D2D1 ) which
will be denoted by W̃n(R), this Lie algebra is also
a vector space of dimension n over R (but not a Lie
algebra over R). The basis { ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
} is called

standard, its elements satisfy obviously the relati-
ons [ ∂

∂xi
, ∂

∂xj
] = 0, i, j = 1, ..., n, i.e. this basis is

commutative. All the commutative bases of the Lie
algebra Wn(K) (consisting of all K-derivations of
the polynomial ring K[x1, . . . , , xn]) are characteri-
zed in [4] (see also, [5], [3]). In particular, the deri-

vations from such a basis are divergence-free [5]
(see, for example [1], [9]). This characterization of
commutative bases can not be transferred on the
Lie algebra W̃n(R) where R = K(x1, ..., xn)) since
there are commutative bases of W̃n(R) such that
not all their elements have zero divergence. So, it
is interesting to characterize commutative bases of
W̃n(R) in terms of divergence of their members.

Commutative bases of the Lie algebra W̃2(R)
are characterized (Theorem 1). A method of bui-
lding some commutative bases in W̃n(R) is poi-
nted out, the law of changing of divergence when
we change a basis of the field K(x, y) is found
(Theorem 2).

We use standard notations in the paper (see,
for example, [6]). Recall that every derivation of
the field K(x1, . . . , xn) can be uniquely extended

c© А.П. Петравчук, В.В. Степух, 2015 28
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to the field R ⊇ K(x1, . . . , xn) of algebraic
functions in n variables (see, for example [1]).
Therefore the standard derivations ∂

∂xi
of the

subfield K(x1, ..., xn) of the field R can be uni-
quely extended to the derivations of R and these
derivations form a basis of W̃n(R) (we save the
same notations for such extended derivations). If
D is a derivation of the field R written in the form
D =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
, ai ∈ R, then the divergence of D

is divD =
n∑

i=1

∂ai
∂xi

. Since D is a linear operator on

the K-space R, we will write KerD for its kernel,
this is subfield of R called field of constants of D
in R.

2 Commutative bases of Lie algebras of
derivations

Lemma 1. Let D1, D2 ∈ W̃n(R) and a, b ∈ R.
Then

1) [aD1, bD2] = ab[D1, D2] + aD1(b)D2 −
bD2(a)D1;

2) if a, b ∈ KerD1∩KerD2, then [aD1, bD2] =
ab[D1, D2]

Доведення. Straightforward check.

Lemma 2. Let D1 = a11
∂

∂x1
+ a12

∂
∂x2

, D2 =

a21
∂

∂x1
+ a22

∂
∂x2

∈ W̃2(R) be nonzero derivati-
ons of the field R ⊇ K(x1, x2) such that ∆ =∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = 0. The equality [D1, D2] = 0 holds

if and only if D2 = aD1 for some a ∈ KerD1

Доведення. Since D!, D2 are linearly dependent
over R, we have D2 = aD1 for some a ∈ R. The
condition [D1, D2] = 0 is equivalent by Lemma 1
to the equality D1(a) = 0, i.e. a ∈ KerD1.

Theorem 2.1. Let D1 = a11
∂

∂x1
+ a12

∂
∂x2

, D2 =
a21

∂
∂x1

+ a22
∂

∂x2
be derivations of a field R ⊇

K(x1, x2) such that ∆ =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0. The

equality [D1, D2] = aD1 + bD2, for some a, b ∈ R

holds if and only if divD1 = D1(∆)
∆ − b, divD2 =

D2(∆)
∆ − a.

Доведення. Denote by B = (bij)2i,j=1 the matrix

A−1, where A =
(

a11 a12

a21 a22

)

Then

∂

∂x1
= b11D1 + b12D2,

∂

∂x2
= b21D1 + b22D2.

Using the approach from the paper [?] write down

0 =
∂

∂x1

∂

∂x2
− ∂

∂x2

∂

∂x1
=

∂

∂x1
(b21D1 + b22D2)

− ∂

∂x2
(b11D1 + b12D2) =

∂b21

∂x1
D1 + b21

∂

∂x1
D1

+
∂b22

∂x1
D2 + b22

∂

∂x1
D2 − (

∂b11

∂x2
D1 + b11

∂

∂x2
D1

+
∂b12

∂x1
D2 + b12

∂

∂x2
D2).

It follows from the last relation (after substitution
∂

∂xi
= bi1D1 + bi2D2):

(
∂b21

∂x1
− ∂b11

∂x2
)D1 + (

∂b22

∂x1
− ∂b12

∂x2
)D2 =

b11(b21D1 + b22D2)D1 + b12(b21D1 + b22D2)D2−
b21(b11D1 + b12D2)D1 − b22(b11D1 + b12D2)D2.

Therefore the next equalities hold:

(
∂b21

∂x1
− ∂b11

∂x2
)D1 + (

∂b22

∂x1
− ∂b12

∂x2
)D2 =

(b11b22 − b21b12)[D2, D1] = detB[D2, D1] (1)

Taking into account the relations det B =
1
∆ , [D2, D1] = −aD1 − bD2 we get from (1) that

∂b12

∂x1
− ∂b21

∂x2
= − 1

∆
a,

∂b22

∂x1
− ∂b12

∂x2
= − 1

∆
b

Since B = A−1 = 1
∆

(
a11 a12

a21 a22

)
we have

∂

∂x1
(
a21

∆
) +

∂

∂x2
(
a22

∆
) =

− a

∆
,

∂

∂x1
(
a11

∆
) +

∂

∂x2
(
a12

∆
) = − b

∆
(2)

The equation (2) implies

divD1 =
D1(∆)

∆
− b, divD2 =

D2(∆)
∆

− a (3)

Conversely, let the equalities (3) hold for
some elements a, b ∈ R. As D1, D2 are linearly
independent over R we get [D1, D2] = αD1 +βD2

for some α, β ∈ R. Repeating the considerati-
ons from the first part we get divD1 = D1(∆)

∆ −
β,divD2 = D2(∆)

∆ − α. But then α = a, β = b.
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Corollary 1. Let D1 = a11
∂

∂x1
+ a12

∂
∂x2

, D2 =

a21
∂

∂x1
+ a22

∂
∂x2

∈ W̃2(K) be linearly independent
over R. The derivations D1 and D2 commute if
and only if div( 1

∆D1) = 0, div( 1
∆D2) = 0, where

∆ =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣.

While studying the Lie algebra W̃2(R) a
question arises about derivations D1, D2 ∈ W̃2(R)
such that [D1, D2] = D2 (they generate in W̃2(R)
a two-dimensional over K nonabelian subalgebra).
Such Lie subalgebras can also be characterized in
terms of divergence:

Corollary 2. Let D1, D2 ∈ W̃2(R) be linearly
independent over R. The relation [D1, D2] = D2

holds if and only if div( 1
∆D1) = − 1

∆ , div( 1
∆D2) =

0, in particular, if ∆ = 1 then divD2 = 0, divD1 =
−1.

Note that a question was posed in [8] about
structure of polynomials f, g satisfying the equali-
ty detJ(f, g) = g, i.e. about structure of Jacobian
derivations satisfying the mentioned above condi-
tions. Such polynomials in some cases were descri-
bed in [2], see also [7].

Let us show a simple method how to build
commutative bases in the Lie algebra W̃n(R). Let
{y1, . . . , yn} be a transcendence basis of the field
R over K. Denote by ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yn
the usual partial

differentiations of the subfield K(y1, . . . , yn) of R
and extend them (uniquely by Lemma 2) to deri-
vations of the field R (we save the same notati-
ons). Since [ ∂

∂yi
, ∂

∂yj
] = 0, i, j = 1, . . . , n on the

subfield K(y1, . . . , yn) of R and R is algebraic over
K(y1. . . . , yn) then the commutativity preserves on
the field R (by Lemma 2). Hence { ∂

∂y1
, . . . , ∂

∂yn
} is

a commutative basis for W̃n(R). Write this basis
in an explicit form. Denote ∆ = detJ(y1, . . . , yn),
the Jacobian of the algebraic functions y1, . . . , yn.

Consider the derivations Dy1 , . . . , Dyn of the
field R defined by the rule:
Dyi(h) = detJ(y1, . . . , yi−1, h, yi+1, . . . , yn), where

J(y1, . . . , yi−1, h, yi+1, . . . , yn) =




∂y1

∂x1
... ∂y1

∂xn

... ... ...
∂h
∂x1

... ∂h
∂xn

... ... ...
∂yn

∂x1
... ∂yn

∂xn




is the Jacobi matrix of the functions y1, . . . , yn.
Then 1

∆Dyi(yj) = δij and therefore 1
∆Dyi = ∂

∂yi

on the subfield K(y1, ..., yn). But then ∂
∂yi

= 1
∆Dyi

on the while field R by Lemma 2. So { 1
∆Dyi} is a

commutative basis of the Lie algebra W̃n(R). Note
that all the derivations 1

∆Dyi have zero divergence
of and only if ∆ ∈ K∗.

3 On divergence in different bases

Let R ⊇ K(x, y) be a field of algebraic functions in
two variables. Then every derivation D ∈ W̃2(R)
has a unique expression D = a1

∂
∂x + a2

∂
∂y for

some a1, a2 ∈ R and divD = ∂a1
∂x + ∂a2

∂y . If we
take any elements f and g ∈ R which algebrai-
cally independent over K then D = b1

∂
∂f + b2

∂
∂g

for some b1, b2 ∈ R and a question arises how
to compute divD in the basis { ∂

∂f , ∂
∂g} of the

Lie algebra W̃2(R) (we can consider divD as a
geometric characteristic of D). The answer is given
by the next statement:

Theorem 3.1. Let { ∂
∂f , ∂

∂g} be a commutative

basis of the Lie algebra W̃2(R) = DerKR, where
R ⊇ K(x, y) is a field of algebraic functions.
If D = P ∂

∂x + Q ∂
∂y ∈ W̃2(R) has an expressi-

on D = R ∂
∂f + S ∂

∂g in the basis { ∂
∂f , ∂

∂g} then
divD = ∂P

∂x + ∂Q
∂y = ∂R

∂f + ∂S
∂g − D(∆) 1

∆ , where
∆ = detJ(f, g) is the jacobian of f, g.

Доведення. Let us find a relation between coordi-
nates (P,Q) and (R, S) of D. Note that

R = D(f) = P
∂f

∂x
+ Q

∂f

∂y
,

S = D(g) = P
∂g

∂x
+ Q

∂g

∂y
. (4)

Therefore
(

R
S

)
=

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)(
P
Q

)
, where

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
= J(f, g) is the Jacobi matrix of the

algebraic functions f, g. Using the chain rule for
differentiation we obtain

∂R

∂f
=

∂R

∂x

∂x

∂f
+

∂R

∂y

∂y

∂f
,

∂S

∂g
=

∂S

∂x

∂x

∂g
+

∂S

∂y

∂y

∂g
.

Since f, g are algebraically independent over K we
have

F (x, f, g) = 0, G(y, f, g) = 0 (5)

for some nonzero polynomials F (x, f, g), G(y, f, g) ∈
K[u, v, w].
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It is also obvious that ∂F
∂x 6= 0, ∂G

∂y 6= 0. From
the equalities (5) it follows

∂F

∂x

∂x

∂f
+

∂F

∂f
= 0,

∂F

∂x

∂x

∂g
+

∂F

∂g
= 0

∂G

∂y

∂y

∂f
+

∂G

∂f
= 0,

∂G

∂y

∂y

∂g
+

∂G

∂g
= 0

and then

∂x

∂f
= −

∂F
∂f

∂F
∂x

,
∂x

∂g
= −

∂F
∂g

∂F
∂x

(6)

∂y

∂f
= −

∂G
∂f

∂G
∂y

,
∂y

∂g
= −

∂G
∂g

∂G
∂y

(7)

After differentiation the first equation in (5) by x
and then by y we get





∂F

∂x
+

∂F

∂f

∂f

∂x
+

∂F

∂g

∂g

∂x
= 0

∂F

∂f

∂f

∂y
+

∂F

∂g

∂g

∂y
= 0

(8)

Solving this system of linear equations we obtain

∂F

∂f
= −∂F

∂x

∂g

∂y

1
∆

,
∂F

∂g
=

∂F

∂x

∂f

∂y

1
∆

,

where ∆ =

∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣. Analogously it follows

from the second equality in (5) that




∂G

∂y
+

∂G

∂f

∂f

∂y
+

∂G

∂g

∂g

∂y
= 0

∂G

∂f

∂f

∂x
+

∂G

∂g

∂g

∂x
= 0

(9)

that

∂G

∂f
=

∂G

∂y

∂g

∂x

1
∆

,
∂G

∂g
= −∂G

∂y

∂f

∂x

1
∆

Write now the divergence of D in the basis
{ ∂

∂f , ∂
∂g}

∂R

∂f
+

∂S

∂g
=

∂R

∂x

∂x

∂f
+

∂R

∂y

∂y

∂f
+

∂S

∂x

∂x

∂g
+

∂S

∂y

∂y

∂g
=

(by(6), (7)) =
∂R

∂x
(−

∂F
∂f

∂F
∂x

)+
∂R

∂y
(−

∂G
∂f

∂G
∂y

)+
∂S

∂x
(−

∂F
∂g

∂F
∂x

)

+
∂S

∂y
(−

∂G
∂g

∂G
∂y

) = (by(8), (9)) =
1
∆

(
∂R

∂x

∂g

∂y
+

∂R

∂y
−

∂R

∂y

∂g

∂x
− ∂S

∂x

∂f

∂y
+

∂S

∂y

∂f

∂x
)

But using (4) we obtain

∂R

∂x
=

∂P

∂x

∂f

∂x
+ P

∂2f

∂x2
+

∂Q

∂x

∂f

∂y
+ Q

∂2f

∂x∂y

∂R

∂y
=

∂P

∂y

∂f

∂x
+ P

∂2f

∂x∂y
+

∂Q

∂y

∂f

∂y
+ Q

∂2f

∂y2

∂S

∂x
=

∂P

∂x

∂g

∂x
+ P

∂2g

∂x2
+

∂Q

∂x

∂g

∂x
+ Q

∂2g

∂x∂y

∂S

∂y
=

∂P

∂y

∂g

∂x
+ P

∂2g

∂x∂y
+

∂Q

∂y

∂g

∂y
+ Q

∂2g

∂y2

Using the last equalities write down

∂R

∂x

∂g

∂y
− ∂S

∂x

∂f

∂y
= (

∂P

∂x

∂f

∂x
+ P

∂2f

∂x2
+

∂Q

∂x

∂f

∂y

+Q
∂2f

∂x∂y
)
∂g

∂y
− (

∂P

∂x

∂g

∂x
+ P

∂2g

∂x2
+

∂Q

∂x

∂g

∂y
+

Q
∂2g

∂x∂y
)
∂f

∂y
=

∂P

∂x
∆ + P (

∂2f

∂x2

∂g

∂y
− ∂2g

∂x2

∂f

∂y
)+

Q(
∂2f

∂x∂y

∂g

∂y
− ∂2g

∂x∂y

∂f

∂y
)

Analogously

∂S

∂y

∂f

∂x
− ∂R

∂y

∂g

∂x
= (

∂P

∂y

∂g

∂x
+ P

∂2g

∂x∂y
+

∂Q

∂y

∂g

∂y

+Q
∂2g

∂y2
)
∂f

∂x
− (

∂P

∂y

∂f

∂x
+ P

∂2f

∂x∂y
+

∂Q

∂y

∂f

∂y
+

Q
∂2f

∂y2
)
∂g

∂x
=

∂Q

∂y
∆ + P (

∂2g

∂x∂y

∂f

∂x
− ∂2f

∂x∂y

∂g

∂x
)+

Q(
∂2g

∂y2

∂f

∂x
− ∂2f

∂y2

∂g

∂x
).

It follows from the last equalities that

∂R

∂f
+

∂S

∂g
=

1
∆

((
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
)∆ + P

∂∆
∂x

+ Q
∂∆
∂y

) =

∂P

∂x
+

∂Q

∂y
−D(∆)

1
∆

Therefore divD = ∂R
∂f + ∂S

∂g −D(∆) 1
∆

Corollary 3. If ∆ = detJ(f, g) ∈ K∗ then the
divergence of a derivation D ∈ DerR does not
depend on the choice of the commutative basis
{ ∂

∂f , ∂
∂g}. In particular, the divergence does not

depend on the choice of the coordinate polynomi-
als in the polynomial ring K[x, y].
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М.В. Плахотник1, канд. ф.-м. н.
Типи траєкторiй перiодичних точок
трикутних вiдображень, напiвгрупа
iтерацiй яких скiнченна

1Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка,
83000, м. Київ, пр-т. Глушкова, 4е,
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M.V. Plakhotnyk1, PhD in Math

Types of periodical points trajectories of
triangular maps, whose semigroup of
iterations is finite

1Taras Shevchenko National University of Kyiv,
83000, Kyiv, Glushkova st., 4e,
e-mail: makar_plakhotnyk@ukr.net

Вивчаються неперервнi трикутнi вiдображення квадрату [0, 1]2 в себе, iтерацiї яких
утворюють скiнченну групу. Доведено, що якщо напiвгрупа iтерацiй неперервного трикутного
вiдображення квадрату в себе є скiнченною циклiчною групою, то воно або тривiальна, або
складається з двох, або з чотирьох елементiв. Введено поняття канонiчного зображення
циклiчної групи неперервними вiдображеннями. Доведено, що групи, якi зображаються
вiдображеннями iнтервалу, мають канонiчне зображення, але група C4 не має канонiчного
зображення трикутними вiдображеннями. Введено поняття типу траєкторiї перiодичної
точки трикутного вiдображення квадрату та доведено, що обмеження та спiвiснування типiв
перiодичних точок перiоду 4 для трикутних вiдображень, що зображають групу C4, вiдсутнi.

Ключовi слова: Трикутне вiдображення, тип перiодичної траєкторiї, спiвiснування типiв
перiодичних траєкторiй.

So called triangular continuous square maps, whose iterations semigroup is finite are considered
in the article. These are maps of square into itself, such that the first coordinate of the image is
independent on the second coordinate of preimage. It is proved that this semigroup is a finite cyclic
group only in the case if it is either trivial or has order 2 or 4. The notion of canonical representation
of a cyclic group with triangular maps is introduced as such representations, where group identity
corresponds to the identity map as a function, which does not move any point. It is proved that
those groups, which can be exactly represented by interval maps have the canonical representation by
triangular maps, but the group C4 does not. The notion of a type of a cyclic trajectory of a point is
introduced for triangular maps. All possible types of periodical trajectories for continuous interval maps
are described. The coexistence of all types of periodical points for triangular map, which represents a
group C4, is proved.

Key Words: Triangular map, periodical trajectory type, coexistence of periodical trajectories types.

Communicated by Prof. Kirichenko V.V.

Introduction

Triangular square I2 into itself maps whose it-
erations semigroup is finite are considered in the
article. Here we denote with I the interval [0, 1].

A map F : I2 → I2 are called continuous
triangular, if it is of the form

F (x, y) = (f(x), g(x, y)) (1)

for some continuous functions f : I → I and
g : I2 → I. This means, that the first coordinate
of the image of F is independent on the second
coordinate of the argument.

Triangular maps form a semigroup with re-

spect to compositions. Remind, that compositions
of a map F with itself is called iterations and the
n-th iteration of F is denoted by Fn for n > 1.

Denote by Fid a triangular map, which does
not move any elements of I2. This map is the iden-
tity element of semigroup of all triangular maps.
We will differ representations of monoids (pre-
cisely, groups), where identity element is repre-
sented by Fid, or not.

For any point x0 of the period n under the
action of a map f of the interval I into itself, a
permutation π ∈ Sn corresponds to x0 in the fol-
lowing rule (see. [5, p. 53], or a classical work [4]).
Let x1 < . . . < xn be an ordered orbit of x0. Then

c© М.В. Плахотник, 2015 33
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permutation π of the set {1, . . . , n} is defined by
the rule f(xi) = xπ(i) for 1 6 i 6 n.

Definition 1. The permutation π which is con-
structed above is called the type of periodical point
x0 in the action of the map f .

The work [4] by O. Sharkovskii contains the
world known theorem about the linear ordering of
the sets of interval maps and about impossibility
to specify this ordering. It is proved that sets Bn

of those continuous interval I maps, which have
the periodical point of a period n are linearly or-
dered by inclusion as follows.

B1 ⊃ B2 ⊃ B22 ⊃ B23 ⊃ . . .

. . . ⊃ B22·5 ⊃ B22·3 ⊃ . . . ⊃ B2·5 ⊃ B2·3 ⊃ . . .

. . . B9 ⊃ B7 ⊃ B5 ⊃ B3,

and all the inclusions are strict i.e. for all different
n1, n2 ∈ N the inequality Bn1 6= Bn2 holds.

Remark 1 (see. [5], p. 58). A cycle of period

3 may be only of the type π3 =
(

1 2 3
2 3 1

)
or

inverse. The cycle of a period 4 may be of some

types: for example of π
(1)
4 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
or

π
(2)
4 =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
. If the map f has a cy-

cle of the type π
(1)
4 then it is easy to show that

it also has a cycle of the period π3 and whence
the Sharkovskii theorem gives that it has points of
all periods. In the same time interval map f may
have a cyclic point with type π

(2)
4 and have no other

point’s periods except of those which yield from the
Sharkovskii theorem i.e. 2 and 1.

This remark explains the naturalness of con-
sidering of types of points trajectories in the study
of properties of periodical points of maps.

It is proved at [7], that Sharkovskii theorem
can be generalized to triangular maps.

In our work we will introduce the notion of
canonical representation of a cyclic group by trian-
gular map as such representation, where identity
element of a group corresponds to Fid, mentioned
above.

We mention in the Section 1, that only groups
of 1, 2, or 4 elements can be exactly represented
by triangular maps.

In Section 2 we prove, that there is no canon-
ical representation of the group C4 by continuous

triangular map, whence all its representations are
non-canonical.

Is Section 3 we generalize definition 1 for tri-
angular maps and define the type of periodical
point of triangular map. We call a type of the peri-
odical trajectory of triangular map representable,
if there exists a triangular map with a periodical
point of such type. We describe all representable
types and prove that any set of different repre-
sentable types can be the whole set of all types of
periodical trajectories of some triangular map.

1 Prelinaries

It is proved at [3] that if the semigroup of it-
erations of continuous map f : I → I is a finite
group then this group consists of 1, or 2 elements.
Also the following lemma is proved.

Lemma 1. If the map f ∈ C0(I, I) has a period-
ical point with a period m > 2 then the semigroup
of iterations of f is infinite.

Simple algebraic reasonings give the following
lemma (see. [3]).

Lemma 2. For an arbitrary map H which maps
some set M into its subset the uniformly bounded-
ness of points orbits is equivalent to the fact that
iterations semigroup of this map is finite.

Graphs of maps of I into itself, whose iter-
ations semigroup is a finite group are described
at [1]. Also the following theorem is proved.

Theorem 1. If the map f of the interval I repre-
sents the finite group, then there exists an interval
[a, b] ⊆ I, such that f(I) = [a, b] and one of the
following two conditions holds.

1. For any x ∈ [a, b] the equality f(x) = x
holds and in this case the group of iterations of f
is trivial;

2. The graph of f is symmetrical in the line
y = x for x ∈ [a, b] but does not coincide with it.
In this case the group of iterations of f is C2.

All the semigroups which can be represented
exactly with triangular maps of n-dimensional
cube In are described at [2]. It is proved there
that if cyclic group has exact representation of tri-
angular maps of I2 then its order is either 1, or 2,
or 4.
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Example 1. Let us give an example of a triangu-
lar map F of the square I2 such that the equality
F = Fn holds for its iterations and the condition
Fn = F does not hold for 1 < n < 5.

The deal of the example. Use the notation of def-
inition 1 for the map F . Let the first coordinate
f be defined with the formula f(x) = 1− x for all
x ∈ I. Define the second coordinate g as follows.

Let x < 1
2 . Define g(x, y) = x for y ∈ [0, x];

g(x, y) = y for y ∈ (x, 1 − x) and g(x, y) = 1 − x
for y ∈ [1− x, 1].

Also for x > 1
2 define g(x, y) = x for y ∈

[0, 1 − x]; g(x, y) = 1 − y for y ∈ (1 − x, x) and
finally g(x, y) = 1− x for y ∈ [x, 1].

The graphs of g0,4 and g0,8 are given at fig-
ure 1a). Now check the equality F 5 = F .

For x ∈ (0, 1
2) and y ∈ [0, x) we have F (x, y) =

= (1 − x, x); F 2(x, y) = F (1 − x, x) = (x, 1 − x);
F 3(x, y) = F (x, 1−x) = (1−x, 1−x); F 4(x, y) =
= F (1 − x, 1 − x) = (x, x); F 5(x, y) = F (x, x) =
= (1− x, x) whence F (x, y) = F 5(x, y).

For x ∈ (0, 1
2) and y ∈ [x, 1 − x] we have

F (x, y) = (1 − x, y); F 2(x, y) = F (1 − x, y) =
= (x, 1−y); F 3(x, y) = F (x, 1−y) = (1−x, 1−y);
F 4(x, y) = F (1 − x, 1 − y) = (x, y) whence
F 5(x, y) = F (x, y).

For x ∈ (0, 1
2) and y ∈ (1 − x, 1] we

have F (x, y) = (1 − x, 1 − x); F 2(x, y) =
F (1− x, 1− x) = (x, x); F 3(x, y) = F (x, x) =
(1 − x, x); F 4(x, y) = F (1 − x, x) = (x, 1 − x);
F 5(x, y) = F (x, 1 − x) = (1 − x, 1 − x) whence
F (x, y) = F 5(x, y).

The equality F = F 5 for x > 1
2 is proved in

the same way.

Definition 2. A representation of a cyclic
group Cn by iterations of the map F is called ex-
act if there is one-to-one correspondence between
elements of Cn and iterations of F and this cor-
respondence is concerted with the group operations
in Cn.

Definition 3. An exact representation of a
cyclic group Cn by iterations of the map F is called
canonical representation if the identity of a group
Cn corresponds to the neutral element of the semi-
group of all maps which belongs to the set of iter-
ations of F .

Remark 2. Theorem 1 yields that canonical rep-
resentation of either trivial or the group C2 by the
maps of interval I is canonical if and only if f is

a bijection i.e. the equality [a, b] = I holds where
a and b are from the theorem formulation.

Remark 3. It is constructed at the example 1 the
exact representation of the group C4 but it is not
canonical, because the group identity is represented
by a map F 4, which is not identity element of the
semigroup of all square I2 maps.

2 Canonical representations of cyclic
groups with triangular maps

The main theorem of this section is the fol-
lowing.

Theorem 2. There is no canonical representation
of the group C4 with triangular maps of I2.

Remark 4. If a triangular map F represents
the group C4 canonically, then for every point
(x1, y1) ∈ I2 the condition F 4(x1, y1) = (x1, y1)
holds.

Lemma 3. If the semigroup of iterations of a tri-
angular map F is finite, then trajectory of any pe-
riodical point of the period 4 is of the form

(x1, y1) → (x2, y2) → (x1, y3) →
→ (x2, y4) → (x1, y1),

(2)

where y1 6= y3.

Proof. Let the map F and point (x1, y1) be as in
the condition of the lemma. Then x1 is a periodi-
cal point of the map f .

If x1 is a periodical point of the period 4 for
the map f then Lemma 1 yields that semigroup
of iterations of f is infinite whence semigroup of
iterations of F is also infinite.

If x1 is a fixed point of f then the point y1 is a
periodical point of the map gx1(y) = g(x1, y1) and
its period is 4 and trajectory of (x1, y1) under the
action of F is looks as Fn(x1, y1) = (x1, gn

x1
(y1)).

Lemma 1 yields that semigroup of iterations of
gx1 is infinite which means that semigroup of iter-
ations of F is also infinite.

So, the period of x1 as a periodical point of f
equals 2 which finishes the proof.

Lemma 4. If iterations of the triangular map F
represent the group C4 canonically then for every
x ∈ I the map gx(y) = g(x, y) is a homeomor-
phism of I with itself.
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Proof. We will prove this lemma by contradiction.
Consider an arbitrary point (x1, y1) ∈ I2 and

consider the following two cases.
1. f(x1) = x1;
2. The point x1 has a period 2 under the ac-

tion of the map f .
According to Lemma 3 there are no other pos-

sibilities for periods of x1.
If f(x1) = x1 then trajectory of (x1, y1) is

Fn(x1, y1) = (x1, gn
x1

(y1) and the fact that gx1 is
a bijection yields from Remark 2 and Lemma 2.

Let now the period of the point x1 be equal 2
under the action of the map f . If the lemma does
not hold then one of the following two cases holds.

1. For some x1 ∈ I and for two distinct
y∗1, y∗∗2 ∈ I the equality g(x1, y∗1) = g(x1, y∗∗2 )
holds.

2. For some x1 ∈ I the map gx1(y) = g(x1, y)
maps the interval I into the interval J which does
not coincide with I.

Consider each of these cases separately.
If for some x1 ∈ I and for points y∗1, y∗∗2 ∈ I

the equality g(x1, y∗1) = g(x1, y∗∗2 ) holds, then
it means that F (x1, y∗1) = F (x1, y∗∗2 ). But this
equality contradicts to equalities

{
F 4(x1, y∗1) = (x1, y∗1);
F 4(x1, y∗∗1 ) = (x1, y∗∗1 ),

which yield from the fact that representation of
C4 with iterations of F is canonical and from that
points y∗1 and y∗∗2 are different.

If for some x1 ∈ I the map gx1(y) = g(x1, y)
maps the interval I into J which does not coin-
cide with I then consider an arbitrary point y2 ∈ I
such the equation g(x1, y) = y2 has no solutions
for y. Denote x2 = f(x1) and consider the tra-
jectory of (x2, y2) under the action of F . Ac-
cording to the Remark 4 this trajectory is cyclic

i.e. there is some k ∈ N such that the equal-
ity F k(x2, y2) = (x2, y2) holds. It means that
fk−1(x2) = x1, i.e. F k−1(x2, y2) = (x1, y) where
y ∈ I is some point if I. But whence gx1(y) = y2

which contradicts the way of constructing of y2.
The obtained contradiction finishes the proof

of the lemma.

There is the following corollary from this
lemma and the continuity of F .

Corollary 1. It iterations of F represent the
cyclic group C4 canonically then for any x ∈ I
the bijective map gx(y) is either increase for all
y ∈ I, or decrease for all y ∈ I.

Lemma 5. If for the triangular map F the con-
dition holds then for any x ∈ I the map gx(y) =
g(x, y) is a bijection then either F 2 = F or the
semigroup of iterations of F is infinite.

Proof. It is enough for proving this lemma to con-
sider the map

F 2(x, y) = (f2(x), gf(x)(gx(y))).

Denote it as F 2(x, y) = (f̃(x), g̃(x, y)).
Lemma 3 and Theorem 1 yield that if the

semigroup of iterations of F is finite then for every
x ∈ I the equality f̃(x) = x holds.

As for any x ∈ I the map gx is a bijection
then for any x ∈ I the map g̃x increase. In this
case Theorem 1 yields that the semigroup of iter-
ations of F 2 is finite if and only if for all x ∈ I
and for every y ∈ I the equality g̃(x, y) = y holds.
But this equality together with the obtained prop-
erty of f̃ means that F 2 = F which finishes the
proof.

Now Theorem 2 is a corollary of Lemma 5.

a) b) c)

Figure 1:
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3 Non canonical representations of cyclic
groups

We will consider in this section the question
about possible types of periodical points of the
period 4 under the action of the triangular map
whose semigroup of iterations is finite.

Definition 4. We will call periodical sequences
{(xk, yk)} and {(x̃k, ỹk)} to have the same type
if for some fixed t ∈ N and all i, j inequalities
yi 6 yj and ỹi+t 6 ỹj+t are equivalent and also
inequalities xi 6 xj and x̃i+t 6 x̃j+t are equiva-
lent.

Remark 5. Note that trajectories of periodical
points (x1, y1) and (x̃1, ỹ1) under the action of tri-
angular map F have the same type then points x1

and x̃1 as periodical points of the map f have the
same period and the type of periodical trajectory in
the sense of the Definition 1.

Definition 5. A type of a periodical sequence
P = {(xk, yk)} is a finite sequence of points T =
= {(ak, bk)} of the set N2 which have the following
properties:

1. The set of first values of the first coordi-
nates of points of the set T together with the set
of the second coordinated T are sets of some first
natural numbers.

2. All elements of T are different.
3. Periodical sequences P and T̃ have the

same type where the infinite sequence T̃ is obtained
from the finite T one by its repeating infinite num-
ber of times.

Definition 6. We will a type of periodical
point the type of its trajectory.

Remark 6. From Lemma 3 yields that a period-
ical point of the triangular map whose semigroup
of iterations is finite may have either type

T1 = (1, y1), (2, y2), (1, y3), (2, y4), (3)

of the type

T2 = (2, y1), (1, y2), (2, y3), (1, y4), (4)

for some natural numbers y1, y2, y3 and y4.

Definition 7. The finite sequence of natural num-
bers T = {(ak, bk)} is called an admissible type
of periodical point if items 1 and 2 of Definition 5
hold.

Definition 8. The admissible type T of periodi-
cal point is called representable if there exists a
continuous triangular map F whose semigroup of
iterations is a finite group and which has a period-
ical point of the type T .

The main result of this section is the following
theorem.

Theorem 3. Each representable type of periodical
point T of the period of the form ( 3) and ( 4) is
representable.

Consider some lemmas which let decrease the
number of types of periodical points whose repre-
sentability should be studied.

Lemma 6. If for some natural numbers y1, y2, y3

and y4 the type of periodical points T1 = [(1, y1),
(2, y2) (1, y3), (2, y4)] is representable then type
of periodical point T2 = [(2, y1), (1, y2), (2, y3),
(1, y4)] is also representable.

Proof. Let triangular map F = (f, g) have a peri-
odical point of the type T1. Consider the map F̃ ,
defined as F̃ (x, y) = F (f(x), g(1− x, y)).

The periodical point which whose period type
is T1 under the map F will be of the type T2 under
the map F̃ .

Note that all trajectories of F̃ are symmetrical
in the line x = 0, 5 to the correspond trajectories
of F .

Lemma 6 lets to prove Theorem 3 only for
admissible trajectories types T of period 4 of the
form (3) and not to consider types of the form (4).

Lemma 7. If for some natural numbers y1, y2, y3

and y4 the type of trajectory T of the form ( 3) is
representable the a type of trajectory T̃ = [(1, y1),
(2, y4), (1, y3), (2, y2)] is also representable.

Proof. If the map F has a point of the type T
then this point has a type T̃ under the action of
the map F̃ = F 3.

Lemma 8. If the type T of a periodical point of
the form ( 3) is representable then the type

T̃ = (1, yπ(1)), (2, yπ(2)), (1, yπ(3)), (2, yπ(4))

of periodical point is also representable for any per-
mutation π ∈ S4.
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Proof. Definition 5 of a periodical trajectory yields
that type of a periodical point T of the form (3)
will not change if we “permutate cyclicly” points
of the sequence T i.e. obtain

T1 = (2, y2), (1, y3), (2, y4), (1, y1),

T2 = (1, y3), (2, y4), (1, y1), (2, y2)

and

T3 = (2, y4), (1, y1), (2, y2), (1, y3).

Now lemma yields from Lemmas 6 and 7.

Lemma 9. Type of trajectory T of the form ( 3)
where {y1, y2, y3, y4} = {1, 2} is representable.

Proof. Lemma yields from the example 1 and
Lemma 8.

Lemma 10. Type of periodical point T of the
form ( 3) where {y1, y2, y3, y4} = {1, 2, 3} is rep-
resentable.

Proof. Taking into attention Lemma 8 it is enough
to prove that there exists a triangular map F
whose iterations form an exact representation of
the group C4 and which has a periodical point of
the type

T = (1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 3).

We will construct the map F with the period-
ical point of the type T in the same way as it was
done at the Example 1.

Let the map f be defined with the formula
f(x) = 1− x for all x ∈ I.

For x 6 1/2 let g be defined as gx(y) = y+1/2
for y ∈ [0, 0, 5 − x) and let be gx(y) = 1 − x for
y > 0, 5− x.

For x > 1/2 take gx(y) = 0, 5 for y ∈ [0, 0, 5];
g(y) = 1−y for y ∈ (0, 5, x) and gx(y) = 1−x for
y > x.

Graphs of g0(y), g0,4(y), g0,8(y) and g1(y) are
given at the figure 1b).

The fact that this map really has that prop-
erties as it is necessary can be proved with the
direct checking in the same way as it was done at
the Example 1.

Lemma 11. The type of the sequence T of the
form ( 3) where {y1, y2, y3, y4} = {1, 2, 3, 4} is
representable.

Proof. The idea of the prove of this lemma is also
analogical to the proof of the Lemma 9 and the
Example 1.

According to Lemma 8 it is enough to prove
that there exists a triangular map F whose itera-
tions represent the group C4 which have periodical
point of the type

T = (1, 1), (2, 2), (1, 3), (2, 4).

Take f(x) = 1− x for all x ∈ I.
For x 6 1/2 take gx(y) = 1/3 + x/3 for

y 6 x/3; gx(y) = y + 1/3 for y ∈ (x/3, 2/3 − x)
and gx(y) = 1− x for y > 2/3− x.

For x > 1/2 take gx(y) = 1/3 + x/3 for
y 6 2/3−x/3; gx(y) = 1−y for y ∈ (2/3−x/3, x)
and gx(y) = 1− x for y > x.

Graphs of maps g0(y) and g4(y) are given at
figure 1c).

Theorem 3 yields from Lemmas 9, 10 and 11.

4 Coexistence of types of periodical
points

Remark 4 shows that the problem about co-
existence of cycles of periodical points for interval
maps was considered at first by A. Sharkovskii at
his classical work [4]. In fact it is in this work the
notion of type of periodical point of continuous in-
terval map was given at first and the impotentness
of some additional characteristic of a cycle except
its period was explained.

Lemma 12. If a triangular map F whose semi-
group of iterations if finite has a periodical point
of period 4 then it has a periodical point of the type
T = (1, 1), (2, 1).

Proof. Let (x1, y1) be a periodical point of the pe-
riod 4. According to Lemma 3 its trajectory is of
the form (2) i.e. x1 is a periodical point of f and
its period is 2.

Consider the map

g̃(y) = gx2(gx1(y)).

As a continuous interval I into I map it has a pe-
riodical point i.e. there exists a point y0 such that
trajectory of the point (x1, y0) looks as

(x1, y0) → (x2, y0) → (x1, y0).

This point has that type which is necessary.
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a) b) c) d) e)

Figure 2:

Remark 7. Note that all triangular maps which
were constructed in the process of proving of Lem-
mas 9, 10 and 11 have the following properties.

1. g0,5(y) = y for all y ∈ I in particularly for
x = 0, 5 the unique periodical point of F is its fixed
point (0, 5, 0, 5).

2. The points of period 4 have the same type
for each of three constructed maps.

Taking into attention the Remark 7 we may
obtain the following construction of triangular
maps which have points of period 4 of different
types.

Consider the transformation Ψ1 which acts on
the set of triangular maps and moves the map
F (x, y) = (f(x), g(x, y)) to Ψ1(F ) which is de-
fines as (Ψ1(F ))(x, y) = (f̃(x), g(x, y)) where
the function f̃ is defined as follows. If x 6 1/4
then f̃(x) = f(−2x + 1/2); if 1/4 < x 6 3/4
then f̃(x) = f(2x − 1/2) and if x > 3/4 then
f̃(x) = f(−2x + 3/2).

For example the figure 2a) contains a shaded
area of the square I2 which is the periodical points
set of the map F from the Example 1. Sets of pe-
riodical points of maps which were constructed at
Lemmas 10 and 11 are given at figures 2b) and 2c).
The bold curve at all three figures denotes the pe-
riodical points of period 2 and the point at the
center of a rectangle is a fixed point.

The following lemma holds.

Lemma 13. Let the triangular map F is such that
its the first coordinate is defined as x 7→ 1−x and
F (0, 5, y) = 0, 5 for all y ∈ I then the following
holds for H = Ψ1(F ).

1. H(0, 5, y) = H(0, y) = H(1, y) = 0, 5 for
all y ∈ I;

2. Sets of types of periodical points of maps F
and H coincide.

3. Semigroups of iterations of the maps F and
H coincide.

This lemma is proved with the direct checking.

For example the set of periodical points of
map Ψ1(F ) from the Example 1 if given at the
figure 2d).

Define a transformation Ψ2 which makes pos-
sible to construct the triangular map Ψ2(F, G)
with two given triangular maps F and G and Ψ2

will be such that the set of types of periodical
points of the image map will be union of types
of periodical points of F and G.

Additionally assume that as the triangular
map F , as triangular map G are defined with the
formula x → 1− x for the first coordinate. Let Fl

be the restriction of F to the set [0, 1/2]× I and
let Fr be restriction of F to the set [1/2, 1] × I.
Then the transformation Ψ2(F, G) is schemati-
cally shown on the figure 2e) and it can be de-
fined analytically as follows. (Ψ2(F, G))(x, y) =
F (2x, y) for x 6 1/4, (Ψ2(F, G))(x, y) = G(2x−
1/2, y) for 1/4 < x 6 3/4 and (Ψ2(F, G))(x, y) =
F (2x − 1, y) for x > 3/4. The following lemma
yields from the construction of Ψ2.

Lemma 14. Let the triangular map F and G are
as in Lemma 13. Then the following holds for
H = Ψ2(Ψ1(F ), Ψ2(G)).

1. H(0, 5, y) = H(0, y) = H(1, y) = 0, 5 for
all y ∈ I;

2. Sets of types of periodical points of H is a
union of sets of types of periodical points of F and
types of periodical points of G;

3. If semigroups of iterations of the maps F
and G are finite groups the the semigroup of iter-
ations of H is bigger of these two groups.

The reasonings above can be generalized in
the following theorem.

Theorem 4. For arbitrary representable types
T1, . . . , Tk of periodical points of period 4 there is
a triangular map F whose iterations exactly rep-
resents a group C4 and which has periodical points
of each of types T1, . . . , Tk and has no periodical
points of another period 4 types.
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Proof. As is was noted in the Remark 7 the points
of period 4 have the same type for each maps which
were constructed at Lemmas 9, 10 and 11.

The constructions which were presented in
the proof of further lemmas till Lemma 13 are

just transformations which construct new map all
phose periodical period 4 points have the same
type.

Now application of transformations Ψ1 and Ψ2

introduced above finishes the proof.
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У данiй роботi описано центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи. Введено
означення суперцентрального автоморфiзму скiнченної групи. Показано, що кожний
автоморфiзм циклiчної групи є суперцентральним. Доведено, що центр напiвгрупи
вiдповiдностей скiнченної групи iзоморфний групi суперцентральних iзоморфiзмiв групи.

Ключовi слова: центр напiвгрупи, суперцентральний автоморфiзм, напiвгрупа вiдпо-
вiдностей.

The problem of learning the semigroups of correspondences was set by Kurosh O. H. at his time.
The work presents the centre of the semigroup of correspondences of the finite group. It is introduced the
definition of the supercentral automorphism of the finite groups. We show that every automorphism of
the cyclic group is supercentral and each homotecia of the vector space is the supertsentral automorphism
of the additive group of this space. It is proved that the set of all supercentral automorphisms form a
subgroup of the group of the automorphisms of the finite group. It is also proved that the center the
semigroup of the correspondences of the finite group is isomorphic to the group of the supercentral
isomorphisms of the group. As a result, it is stated that the center of the semigroups of correspondences
of the finite group is isomorphic to the group of the automorphisms of the finite group. It should be
noted that if the finite group is a cyclic group or elementary abelian group, then the semigroup of
correspondences has nontrivial center. If the group is generated by the element of order 2, then its
semigroup of correspondences has the trivial center.

Key Words: center of a semigroup, supercentral automorphism, semigroup of correspondences

1 Вступ

Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдал-
гебру з G×G розглядати як бiнарне вiдношення
на G, то множина S(G) всiх пiдалгебр з G×G
є напiвгрупою вiдносно деморганiвського добу-
тку вiдношень. Напiвгрупа S(G) називається
напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G.

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей
поставив ще в кiнцi 60-х рокiв минулого столi-
ття вiдомий математик Курош О.Г. (див. [1]).
Напiвгрупи вiдповiдностей довiльних унiвер-
сальних алгебр вивчав Iскандер [2]. Напiвгру-
пи вiдповiдностей скiнченних груп вивчались,
зокрема, в [3] i [4]. У данiй роботi описується
будова центра напiвгрупи вiдповiдностей скiн-

ченної групи.
У роботi [3] показано, що коли G — група,

то елементи напiвгрупи S(G) можна ототожни-
ти з п’ятiрками вигляду (H1, G1,H2, G2, ϕ), де
H1CG1 < G, H2CG2 < G, а ϕ — iзоморфiзм фа-
кторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2. При
цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) —
як пiдмножина iз G×G — має вигляд

(H1, G1,H2, G2, ϕ) =
⋃

a∈G1

(aH1 × ϕ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2, де
bH2 = ϕ(aH1), будемо називати блоками еле-
мента A = (H1, G1,H2, G2, ϕ).
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2 Центр напiвгрупи вiдповiдностей

Нагадаємо, що центром Z(T ) напiвгрупи T на-
зивається множина

Z(T ) = {a ∈ T | ax = xa для всiх x ∈ T}.

Зауважимо, що у випадку напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) її центр Z(S(G)) завжди мi-
стить одиницю напiвгрупи — дiагональне вiд-
ношення ∆, i нуль напiвгрупи — пусте вiдноше-
ння (останнє — у випадку, коли пусте вiдноше-
ння включається в S(G)). Якщо центр мiстить
лише цi елементи, будемо називати його тривi-
альним.

Твердження 1. Нехай G — довiльна унi-
версальна алгебра. Якщо ненульовий елемент
A ∈ S(G) належить центру Z(S(G)) напiвгру-
пи вiдповiдностей S(G), то проекцiя елемента
A ⊆ G×G на кожен множник збiгається з G.

Доведення. Для довiльного бiнарного вiдноше-
ння ϕ ⊆ G × G маємо рiвностi, якi легко пере-
вiряються безпосередньо:

ϕ ◦ (G×G) = pr1 ϕ×G,

(G×G) ◦ ϕ = G× pr2 ϕ.
(1)

Повне вiдношення G×G є елементом напiв-
групи вiдповiдностей S(G). Тому з рiвностей (1)
випливає, що для довiльного ненульового еле-
мента A ∈ Z(S(G)) виконується рiвнiсть

pr1 A×G = G× pr2 A.

Але тодi

pr1A = G, G = pr2A.

Нехай тепер G є групою,

A = (H1, G1,H2, G2, ϕ)

— елемент iз центру Z(S(G)) ї ї напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G). Iз твердження 1 випливає,
що G1 = G2 = G.

Лема 1. Якщо елемент

A = (H1, G, H2, G, ϕ)

напiвгрупи вiдповiдностей S(G) належить
центру, то H1 = H2 = E i ϕ ∈ AutG.

Доведення. Розглянемо елемент

B = (E, E,G, G, ε),

де ε — тривiальний автоморфiзм одиничної гру-
пи. Тодi

B ◦A = (E, E,G, G, ε) = B,

A ◦B = (H1,H1, G,G, ε).

Отже, H1 = E.
Аналогiчно для елемента

C = (G, G,E, E, ε)

маємо:

A ◦ C = (G, G,E, E, ε) = C,

C ◦A = (G,G, H2,H2, ε).

Тому H2 = E.
Оскiльки обидва фактори тепер дорiвню-

ють G/E ' G, то ϕ ∈ AutG.

Автоморфiзм ϕ групи G будемо називати
суперцентральним, якщо вiн комутує з усiма
iзоморфiзмами факторiв групи G у тому сенсi,
що для довiльних пiдгруп G1, H1, G2, H2, та-
ких, що G1BH1, G2BH2 i G1/H1 ' G2/H2, i для
довiльного iзоморфiзму ψ : G1/H1 → G2/H2 ви-
конується рiвнiсть

ϕ(ψ(gH1)) = ψ(ϕ(gH1)) (2)

для довiльного g ∈ G1.
Зрозумiло, що тотожний автоморфiзм є су-

перцентральним. Розглянемо менш тривiальнi
приклади.

Твердження 2. Кожен автоморфiзм циклi-
чної групи є суперцентральним.

Доведення. Це очевидно для нескiнченної ци-
клiчної групи Z, де є всього 2 автоморфiзми:
тотожний i x 7→ −x.

Нехай тепер Zn — циклiчна група поряд-
ку n. Кожен автоморфiзм групи Zn має вигляд
ϕk : x 7→ kx, де елемент k ∈ Z∗n — фiксований.
Для автоморфiзма ϕk рiвнiсть (2) набуває ви-
гляду

k · ψ(g + N1) = ψ(k · (g + H1))

i є правильною.
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Елементарну абелеву групу Zn
p зручно роз-

глядати як адитивну групу n–вимiрного ве-
кторного простору над полем Zp. Тодi пiдгрупи
збiгатимуться з пiдпросторами, а автоморфiзми
— з невиродженими лiнiйними перетвореннями.
Тому аналогiчно попередньому доведенню для
групи Zn доводиться

Твердження 3. Для довiльного елемента
k ∈ Z∗p гомотетiя ϕk : x 7→ kx є суперцен-
тральним автоморфiзмом адитивної групи ве-
кторного простору Zn

p .

Твердження 4. Нехай G — скiнченна група.
a) Якщо ϕ — суперцентральний автомор-

фiзм, то для кожної пiдгрупи H 6 G виконує-
ться рiвнiсть ϕ(H) = H.

b) Множина всiх суперцентральних авто-
морфiзмiв утворює пiдгрупу групи Aut G.

Доведення. a) Нехай H 6 G — довiльна пiд-
група, ϕ — суперцентральний автоморфiзм,

ε : H/E → H/E

— тотожний iзоморфiзм i g — довiльний еле-
мент iз H. Тодi з рiвностi (2) випливає, що
ϕ(g) = ε(ϕ(g)). Оскiльки ε визначений лише на
пiдгрупi H, то ϕ(g) ∈ H.

b) Позаяк група G — скiнченна, то всi ав-
томорфiзми мають скiнченний порядок. Тому
досить перевiрити лише замкненiсть множини
суперцентральних автоморфiзмiв вiдносно мно-
ження. Нехай ϕ1 i ϕ2 — суперцентральнi авто-
морфiзми. Враховуючи a), замкненiсть вiдно-
сно множення випливає з такого ланцюжка рiв-
ностей:

(ϕ1ϕ2)(ψ(gH1)) = ϕ2(ϕ1(ψ(gH1))) =
= ϕ2(ψ(ϕ1(gH1))) =

= ϕ2(ψ(ϕ1(g)H1)) = ψ(ϕ2(ϕ1(g)H1)) =
= ψ(ϕ2(ϕ1(gH1))) = ψ((ϕ1ϕ2)(gH1)).

Теорема 1. Центр Z(S(G)) напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) скiнченної групи G збi-
гається з множиною елементiв вигляду
A = (E, G,E, G, ϕ), де ϕ — суперцентральний
автоморфiзм групи G.

Доведення. Iз твердження 1 i леми 1 випли-
ває, що кожен елемент A ∈ Z(S(G)) має вигляд
A = (E, G,E, G, ϕ), де ϕ ∈ AutG. Покажемо
спочатку, що ϕ(H) = H для кожної пiдгрупи

H 6 G. Справдi, якщо H 6 G, то H × H є
елементом напiвгрупи S(G). Але

(H ×H) ◦A = H × ϕ(H),

A ◦ (H ×H) = (ϕ−1(H)×H).

Тому якщо A ∈ Z(S(G)), то ϕ(H) = H.
Розглянемо тепер довiльний елемент

B = (H1, G1, H2, G2, ψ) напiвгрупи S(G). Запи-
шемо B у виглядi

B =
⋃

i

(giH1, g
′
iH2),

де g′iH2 = ψ(giH1). Безпосередньо перевiряє-
ться, що

B ◦A =
⋃

i

(giH1, ϕ(g′i)H2),

A ◦B =
⋃

i

(ϕ−1(gi)H1, g
′
iH2).

(3)

Якщо A◦B = B◦A, то ϕ−1(gi)H1 = gjH1 для де-
якого gj . Тому giH1 = ϕ(gj)H1. Крiм того, має
бути

(ϕ−1(gi)H1, g
′
iH2) = (gjH1, ϕ(g′j)H2).

Але тодi

ψ(ϕ(gjH1)) = ψ(ϕ(gj)H1) = ψ(giH1) =

= g′iH2 = ϕ(g′j)H2 = ϕ(g′jH2) = (4)

= ϕ(ψ(gjH1)).

Оскiльки елемент gj ∈ G1 може бути до-
вiльним, то це доводить виконання умови (2).
Отже, автоморфiзм ϕ є суперцентральним.

Навпаки, якщо ϕ — суперцентраль-
ний автоморфiзм групи G, то для елемен-
та A = (G,E, G,E, ϕ) i довiльного елемен-
та B = (G1,H1, G2,H2, ψ) iз рiвностi
giH1 = ϕ(gj)H1 i рiвностей (4) випливає, що
правi частини в (3) будуть збiгатися. А тому
A ◦ B = B ◦ A i A належить центру напiвгру-
пи S(G).

Наслiдок 1. Центр Z(S(G)) напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) скiнченної групи G iзомор-
фний групi суперцентральних автоморфiзмiв
групи G.
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Доведення. Оскiльки

(G,E, G,E, ϕ) ◦ (G,E,G, E, ψ) =

= (G,E,G, E, ϕψ),

то це випливає з теореми 1 i тверджен-
ня 4.b).

Наслiдок 2. Якщо група автоморфiзмiв
AutG групи G має тривiальний центр, то й
напiвгрупа вiдповiдностей S(G) має тривiаль-
ний центр.

Доведення. Це випливає з теореми 1 i того, що
кожний суперцентральний автоморфiзм нале-
жить центру групи AutG.

Наслiдок 3. Якщо G є циклiчною групою Zn

(де n > 2) або елементарною абелевою групою
Zn

p (де p > 2 — просте), то напiвгрупа вiдпо-
вiдностей S(G) має нетривiальний центр.

Доведення. Iз тверджень 2 i 3 випливає, що в
цих випадках iснують нетривiальнi суперцен-
тральнi автоморфiзми. За теоремою 1 кожен
iз таких автоморфiзмiв дає нетривiальний еле-
мент iз центру напiвгрупи S(G).

Наслiдок 4. Якщо група G породжується
елементами порядку 2, то її напiвгрупа вiдпо-
вiдностей S(G) має тривiальний центр.

Доведення. Iз твердження 4.a) випливає, що
кожний суперцентральний автоморфiзм лишає
нерухомими елементи порядку 2. А тому коли
група породжується елементами порядку 2, то
суперцентральним буде тiльки тотожний авто-
морфiзм.

Зауважимо, що умову наслiдку 4 задоволь-
няють, зокрема, елементарна абелева 2–група
Zn

2 , дiедральна група Dn, симетрична група Sn

i знакозмiнна група An (n > 4).
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У роботi вивчаються рiзнi моделi та вiдповiднi оцiночнi функцiї, що базуються на лiнiй-
них моделях, для даних, якi мiстять велику кiлькiсть нулiв. Дослiджено ефективнiсть таких
оцiнок при застосуваннi вибiркового методу для обстеження капiтальних iнвестицiй в Українi.

Ключовi слова: Тобiт модель, Хекiт модель, загальна дворiвнева модель, капiтальнi iнве-
стицiї, регресiйнi оцiнки.

In the paper we examine the different models and corresponding Linear Model estimators for data
containing many zero values. One of the models that widely used in such situations is Tobit model
introduced by Tobin in 1958. It is developed for the censored data. For the data suffering from big
number of zeros but not caused by censoring another models can be used: Heckit model or General
Bivariate model. We examined the usefulness and efficiency of these models utilizing general linear
regression estimator (GREG) in order to analyse the sample capital expenditure survey in Ukraine. For
this we use Monte Carlo simulation method measuring the efficiency with the Absolute Relative Bias
and the Relative Root Mean Square Error. It is appeared that GREG estimator leads to the biased but
better results with regards to the accuracy comparing to the classical Horwitz-Thompson estimator. The
usage of the Tobit and Heckit-based estimators fell short of expectations but still can be improved by
changing or incorporating more independent variables.

Key Words: Tobit model, Heckit model, general bivariate model, capital expenditure, regression
estimators.

Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Introduction

It is rather frequent situation when the economic
data, especially microeconomic data, contain
observations where some variable of interest is
equal to zero for a number of the observati-
ons in the data set. Such data have excess
of zero values and this can lead to a number
of econometric problems when using Ordinary
Least Squares (OLS) to estimate the unknown
parameters of a regression model. We faced with
this problem when start to work with Ukrainian
capital expenditure survey.

The annual and quarterly surveys of capital
expenditure collect important information for the
Ukrainian National Accounts. This information is
widely used by Ukrainian government and agenci-
es, trade associations, universities and internati-
onal organizations etc. for policy development and
as a measure of regional activity.

The aim of the annual surveys is the structural
detection whereas the quarterly surveys have the
estimation of changes as an objective. All enterpri-
ses are to be observed in the annual survey. In
the quarterly survey only the enterprises that have
significant size of capital expenditure are usually
surveyed. Before, only the enterprises, which take
part in other quarter surveys (mostly in structural
business survey), had a chance to be observed
quarterly. Within the quarterly surveys the total of
the capital expenditure was not adjusted for the
unobserved enterprises. They contain many zero
observations which have different nature. Some
zeroes are obtained since the enterprises were
not surveyed and some are real "genuine"zeroes
corresponding to the situation when the enterpri-
se doesn’t have capital expenditure.

In order to avoid underestimation of the capi-
tal expenditure value in the quarterly surveys the
probabilistic sampling should be implemented into
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the investigation. Since the large and medium-
sized enterprises are more valuable they are all
observed every time. We survey by the means of
the sample only the small and new enterprises.
For new enterprises only the Horwitz-Thompson
estimator can be used since we have little additi-
onal information for them. Thereby we focus on
the investigation of small enterprises and perceive
them as population.

2 Models for data with excess of zeros

The key decision facing any researcher working
with a data set containing zeros is the choice of
the appropriate model. The following summarizes
the key elements of such a decision. Suppose that
the variable of interest is yi, and there are a large
number of zero values for y in a given data set. The
first step is to determine why the zeros are present
in the data. There can be two alternatives: (1) the
zeros appear as a result of censoring or (2) the
zeros represent a decision that the researcher has
no control over for some reason.

The first alternative usually corresponds to
Tobit Model whereas the second one – to Heckit
Model. The General Bivariate Model includes the
features of both these models and can be consi-
dered as their generalization. Let us consider them
in details.

2.1 Tobit Model

The Nobit Model was introduced by Tobin [5] in
1958. The Tobit Model, also called a censored
regression model, is designed to estimate linear
relationships between variables when there is ei-
ther left- or right-censoring in the dependent vari-
able (also known as censoring from below and
above, respectively). Formally, it can be written
as

y∗i = x
′
iβ + ui, i = 1, 2, ..., n;

yi = y∗i , if y
∗
i > 0;

yi = 0, if y∗i 6 0.

where ui are i.i.d. drawings from N (0, σu), and
yi and xi are observed in the sample, but y∗i are
unobserved if y∗i < 0.

It is also worth to mention that there is
sometimes confusion about the difference between
truncated data and censored data. With censored
variables, all of the observations are in the dataset,
but we don’t know the "true"values of some of

them. With truncation some of the observati-
ons are not included in the analysis because of
the value of the variable. When a variable is
censored, regression models for truncated data
provide inconsistent estimates of the parameters.

The coefficient of such model can be
calculated using the Maximum Likelihood
method. In R there is a function tobit() in the
AER package developed for this task. The Tobit
Model allows different generalizations. For more
information see [3].

2.2 Heckit Model

This type of model is appropriate when yi = 0
because of a non-observable response. It means
knowledge that yi = 0 (as opposed to di = 0) is
uninformative in estimating the determinants of
the level of yi. We can formulate it as follows

yi = d · y∗i , i = 1, 2, ..., n;
wi = α′zi + vi;{

di = 0, if wi > 0;
di = 1, otherwise.

y∗i = x′iβ + ui.

Here (vi, ui) are jointly normally distributed.
If u and v are independent then we obtain so-called
Two Part Model. The coefficient of the Heckit
Model can be calculated using the Maximum Li-
kelihood method or 2 step method, developed by
Heckman [2] in 1976.

In R you can use the function R or
selection() inside the sampleSelection package
developed for this task. For details see [6].

2.3 General Bivariate Model

According to the Jones’ [1] notation, the General
Bivariate Model can be identified via the followi-
ng three components. (In this paper Jones investi-
gated the cigarette consumption and this caused
the notations)

• Observed Consumption y = d · y∗∗

• Participation Equation w = α′z + v and
participation depends on the indicator vari-
able so that

{
di = 0, if wi > 0;
di = 1, otherwise.
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• Consumption Equation

y∗∗ = max(0,y∗)
y∗ = x′β + u.

So, in the Tobit Model the variables and the
parameters in the Participation and Consumption
Equations are identical. The Heckit model can be
derived from the General Bivariate Model if there
is no censoring in the Consumption Equation.

3 Analysing the data of expenditure for
agricultural enterprises

In this section we plan to investigate the effici-
ency of the general regression estimator based on
Tobit and Heckit models comparing to the classi-
cal Horvitz-Thompson estimator when analyzing
capital expenditure of the Ukrainian agricultural
enterprises.

For the population U consisting of N elements
we denote as (y1, . . . , yN ) the vector of values for
the variable y (here yk are the values for the k-th
element of the population. In our case we consi-
der as a population U all the small agricultural
enterprises of Ukraine. According to the State
Register we had 37100 such enterprises in 2010, so
N = 37100. The variable y that we are interested
in is the capital expenditure of such enterprises
in 2010. The parameter we investigate is the total
capital expenditure Y =

∑
k∈U yk. The underlying

design is simple random sampling.
The main relative measure of efficiency for the

estimator θ̂ of the parameter θ is the relative bias

B(θ̂) =
E(θ − θ̂)

θ

and the relative mean square error

MSE(θ̂) =
E(θ − θ̂)2

θ
.

We compare the efficiency of two types of esti-
mators for the total – classical Horvitz-Thompson
estimator and the general regression estimator usi-
ng the auxiliary information and assisted by di-
fferent models:

ŶHT =
∑

k∈s

yk

πk
;

ŶGREG =
∑

k∈U

ŷk +
∑

k∈s

yk − ŷk

πk
;

where πk are the sample weights of the k-th
element and ŷk are the predictive values of the
variable y for the element k obtained from some
linear model. The additional information on these
and other estimators can be found in the books
[4], [7].

Since the explicit expression for the bias and
mean square error is very hard to obtain so the
Monte Carlo simulation method is usually used for
estimation of such parameters. For the estimati-
on of the relative bias we shall use the Absolute
Relative Bias

ARB =

∣∣∣∣∣
1
K

K∑

i=1

Ŷ (si)− Y

∣∣∣∣∣ /Y,

and the Relative Root Mean Square Error for esti-
mation relative mean square error

RRMSE =

√√√√ 1
K

K∑

i=1

(Ŷ (si)− Y )2/Y

Within the investigation we have made K = 1000
Monte Carlo simulation utilizing data from annual
surveys of capital expenditure in 2009 and 2010.
As far as these data appeared to be not very si-
milar to the Normal we also investigated different
estimator for log-transformed data.

So, we shall compare the following estimators

• Horvitz-Thompson estimator (HT);

• general regression estimator assisted by
classical linear regression model with capital
expenditure in 2009 as a regressor (GREG);

• general regression estimator assisted by
classical linear regression model with log-
transformed variables (LGREG);

• general regression estimator assisted by
Tobit model with capital expenditure in
2009 as a regressor (TOB);

• general regression estimator assisted by
Tobit model with log-transformed variables
(LTOB);

• general regression estimator assisted by
Heckit model with capital expenditure in
2009 as a regressor (HECK);
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• general regression estimator assisted by
Heckit model with log-transformed variables
(LHECK);

The results of the simulation study are presented
in the Tables:

% HT GREG TOB HECK
ARB 0.07 1.27 3.94 0.13

RRMSE 8.15 7.89 12.2 7.89

% HT LGREG LTOB LHECK
ARB 0.07 0.08 32.09 0.05

RRMSE 8.15 7.86 229.4 7.74

4 Conclusion

As we can see, usage of GREG estimator leads
to biased but better results with regards to the
accuracy. The usage of the Tobit and Heckit-based
estimators fell short of expectations but still can
be improved by changing or incorporating more
independent variables. And the main useful thing
is that all theses estimators except HT can be used
for the construction of small area estimators.

The small efficiency of the regression esti-
mators based on the Tobit model can be explained
by realizing that the process of zero appearing in
this case is not connected to the censoring. The
Heckit model explains the this process much better
and efficiency of the estimators is much better.
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Тематика роботи тісно пов'язана із застосуванням теорії багаточастотних коливань в 
системах звичайних диференціальних рівнянь з імпульсними збуреннями. Вивчається питання 
існування і властивостей інтегральних множин для класів лінійних та слабо нелінійних автономних 
імпульсно збурених систем. Крім того, досліджується якісна поведінка розв’язків в околі отриманої 
інтегральної множини. Для цього використовується ітераційний процес, який полягає в тому, що 
множина відшукується, як границя послідовності множин, кожна з яких є інтегральною множиною 
спеціально побудованих системи рівнянь. Однією з найважливіших достатніх умов для існування 
інтегральної множини є функція Гріна-Самойленка. Раніше це питання було вивчено для систем з 
імпульсним збуренням у фіксовані моменти часу. Новизна даної роботи полягає в тому, що тут 
розглядається розривна динамічна система, тобто коли фазова траєкторія зазнає імпульсного 
впливу при проходженні через фіксовану гіперповерхню фазового простору. 

 
Ключові слова: функція Гріна-Самойленка, інтегральна множина, імпульсна дія.  
 
Subject of the work is closely connected with applying the theory of multifrequency oscillations to the 

systems of ordinary differential equations with impulsive perturbations. We study the problem of existence 
and properties of integral sets for classes of linear and weakly non-linear autonomous systems with 
impulsive perturbations. Also we investigate the qualitative behavior of solution in a neighbouhood of 
obtained integral set. For this porpose we use iteration process that is we obtain integral set as a limit of 
sequence of integral sets for specially constructed systems of differential equations. One of the most 
important sufficient conditions for existence of integral set is Green-Samoilenko function. Previously, the 
issue has been studied for systems with impulsive perturbations at fixed moments of time. The novelty of this 
work lies in the fact that here we consider discontinuous dynamical system, that is a situation where the 
phase trajectory has impulsive perturbation when it passes through a fixed subset of the phase space. 

 
Keywords: Green-Samoilenko function, integral set, impulsive action.  
 

Статтю представив д.ф.-м.н., академік НАН України Перестюк М.О.  
 

 
Досліджуємо питання існування 

інтегральних множин одного класу лінійних і 
слабко нелінійних систем диференціальних 
рівнянь, що піддаються імпульсному впливу в 
момент попадання зображаючої точки в задані 
множини фазового простору.  

Розглянемо систему диференціальних 
рівнянь з імпульсним впливом  

d dx, P( )x f ( ,x ), ,
dt dt

x B( )x I( ,x ), 


    

  

   

 
 (1) 

в якій 1 1n mx ( x , ,x ), ( , , ),      
1 m( , , )     - вектор з додатніми 

компонентами. Щодо множини   припускаємо,  
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що вона є підмножиною тора m  і являє собою 
многовиди розмірності 1m  , які можна 
визначити рівнянням 0 2k , (mod ),    при 
цьому 1 mk ( k , ,k )  цілочисельний вектор, 

0k , .   Остання умова забезпечує 
приналежність кутової фазової змінної ( t )  
множині   в момент дії імпульсу як при 0t ,  
так і при 0t . P( )  і B( ) - неперервні, 2 - 
періодичні по кожній компоненті 1 1, ,m    
квадратні матриці, функції f ( ,x )  та I ( ,x )  
визначено для всіх n

m , x R ,    неперервні 
(кусково-неперервні з розривами першого роду 
по  ), 2 -періодичні по   і задовольняють 
умові Ліпщиця по x  рівномірно відносно 

m :   
f ( ,x ) f ( ,x ) I( ,x ) I( ,x )

N x x

         

  
 (2) 

для всіх nx ,x R .    
Допоміжна лема.  
Лемма. Для будь-якого розв’язку it t ( )  

рівняння (3) справедлива рівність  
i it ( t ) t ( ) t         (3) 

для всіх n
m ,t R .     

Будь яка неперервна траєкторія 0t     
перетинає многовид   через однакові часові 
інтервали  

2 .
k ,

 

 

Позначимо через it ( ) - моменти попадання 
точки, що рухається по t   на  . Тоді для 
будь-якого i Z  справедлива рівність  

1
2

i it ( ) t ( ) .
k ,
 
  

 
  

Перш ніж сформулювати основний 
результат, що відноситься до системи (1), 
розглянемо наступну систему рівнянь:  

d dx, P( )x f ( ), ,
dt dt

x B( )x I( ), 


   

  

   

 
  (4) 

в якій P( ), B( ), ,      ті ж, що і в систем (1); 
f ( )  і I ( )   неперервні (кусково-неперервні з 

розривами першого роду по  ), 2 -періодичні 
по   функції.  

Нехай G( t, , ),G( , , ) E        
фундаментальна матриця системи рівнянь  

i i

t i

t t ( ) t

dx P( ( ))x, t t ( ),
dt

x B( ( )).

  

  

 


   (5) 

Безпосередньо переконуємося, що G( t, , )   
задовольняє рівностям  

2

0

G( t, , ) G( t, , ),

G( t, t , t ) G( , , ),

    

    

 

  
  (6) 

для всіх t , R   і m .  
Нехай матриця G( t, , )   і функції it ( )  такі, 

що функції  

i

t

t

i i
t ( ) t

x ( ) G( t , , ) f ( t )d

G( t,t ( ), ) I ( t ( ))


     

    




  

 




   (7) 

являють собою сім’ю обмежених на всій осі 
розв’язків рівнянь  

i

i

t t ( ) i i

dx P( )x f ( ), t t ( ),
dt

x B( t ( )) I( t ( )).

    

      

    

   
 

Покладемо tx ( ) u( t )     і замінимо в (7) 
  на t  , отримаємо  

i

t

i
t ( t ) t

i

u( ) G( t , , t ) f ( ( t ))d

G( t,t ( t ), t )

I ( t ( t ) t ))

 

       

   

   



 

    

   

   



  

Звідси, враховуючи, що  
 

2 0

i i t s t st ( t ) t ( ) t, ( ) ( ( )),

G( t, , ) G( t, , ), G( t , , t ) G( , , ),

       

         

   

   
маємо  

0

0

0

0
i

i i
t ( )

u( ) G( , , ) f ( )d

G( ,t ( ), ) I ( t ( )).


     

    





  

 




  (8) 

У припущенні, що інтеграл і сума в (7) 
рівномірно збіжні, одержуємо, що функція u( )  
визначає інтегральну множину системи рівнянь 
(4).  

Відзначимо, що для збіжності інтеграла і 
суми з (8) достатньо, щоб функція G( t, , )   
задовольняла нерівність  

( t )G( t, , ) Ke , t         (10) 
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для всіх t , R,   m   при деяких додатніх K  і 

,  а розв’язки рівняння (3) it ( )  були такими, що  
1 0i it ( ) t ( )          (11) 

для всіх mi Z ,   і деякого 0  .  
При зазначених умовах з (8) маємо  

1m m
i

K Kx ( ) max f ( ) max I( )
e  

  
  

 


 (12) 

для всіх t R  і m  .  
Асимптотичну стійкість цієї інтегральної 

множини u( )  забезпечує нерівність (10).  
Таким чином, доведено наступна теорема.  
Теорема 1. Нехай в системі рівнянь (5) 

функції f ( )  і I ( )  2  періодичні, неперервні 
на m  (кусково-неперервні з розривами першого 
роду при   ); P( )  і B( )   неперервні на 

m  2  періодичні матриці.  
Якщо матриця G( t, , )   задовольняє оцінці 

(10), а функції it ( ) - нерівності (11), то система 
рівнянь (5) має асимптотично стійку інтегральну 
множину  

2x u( ), u( ) u( ),       
де u( ) - кусково-неперервна з розривами 
першого роду на множині   функція. При цьому 
можна вказати таку постійну C , незалежну від 
функцій f ( )  і I ( ) , що  

m m
u( ) C max max f ( ) ,max I( ) .

 
  

 

   
 

 

Відзначимо деякі окремі випадки систем (6), 
для яких нормована фундаментальна матриця 
G( t, , )   допускає оцінку (10). Так, наприклад, 
якщо 0B( ) ,   а траєкторії    всюди щільно 
лежать на торі m , то нерівність (10) 
виконується, якщо  

2 2

1
0 0

1 0
2 mm ( )d d ,

( )

 

   


    

( )   найбільше з власних чисел симетричної 
матриці  

 1
2

P ( ) P( ) P ( ) ,       

де P ( ) -транспонована по відношенню до P( )  
матриця.  

Нерівність (10) виконується також у разі, 
якщо P  і B   постійні матриці, комутуючі між 
собою, причому E B  невироджені і дійсні 
частини всіх власних чисел матриці  

P p ln( E B )     
від’ємні.  

Інтегральна множина x u( )  системи 
рівнянь (1), будемо шукати як границю 
послідовності інтегральної множини mu ( ) :  

mm
u( ) lim u ( ), 


     (13) 

кожне з яких є інтегральною множиною системи 
рівнянь  

1

1

m

m

d ,
dt

dx P( )x f ( ,u ( )), ,
dt

x B( )x I( ,u ( )), 

 

   

   



 



  

 

 

(14) 

Згідно з теоремою 1, при кожному 1 2m , ,   
функція  

 

 

0

1

0

1

0

0
i

m

m

i
t ( )

i m i

u ( ) G( , , )

f , u ( ) d

G( ,t ( ), )

I t ( ),u ( t ( ))



  

      

 

     









 

   

 

  




  (15) 

визначає інтегральну множину системи (14). 
Рівномірну щодо m   збіжність послідовності 

mu ( )  до граничної функції u( )  забезпечує 
нерівність (2) за умови малості константи 
Ліпшиця N .   

Таким чином, справедливе наступне 
твердження.  

Теорема 2. Нехай система рівнянь (1) така, 
що виконуються нерівності (2) і (10). Тоді при 
досить малій постійній Ліпшиця N  система 
рівнянь (1) має асимптотично стійку інтегральну 
множину  

2x u( ), u( ) u( ),       
де u( )   кусково-неперервна з розривами 
першого роду на множині   функція така, що  

u B( )u( ) I( ,u( )).       
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Розглядаються особливості перемішування рідини в тривимірних періодичних течіях. Показано, 

що природа перемішування рідини у тривимірних течіях має значно складніший характер порівняно з 
перемішуванням у двовимірних течіях. Проведено класифікацію періодичних точок. Показано, що 
якісне перемішування рідини можливе лише в течіях, що мають виключно ізольовані періодичні 
точки. Перемішування в течіях, що мають періодичні лінії, завжди має двовимірний характер, а 
отже отримання якісної мікстури в таких течіях неможливе. Перемішування в течіях з 
періодичними лініями і ізольованими періодичними точками ілюструються на прикладі трьох 
періодичних течій Стокса в скінченному циліндрі. Наведено перетин Пуанкаре для цих течій. Для 
моделювання перемішування пасивної домішки використовувалась чисельна техніка, що базується на 
трекінгу матеріальних поверхонь.   

Ключові слова: течії Стокса, ламінарне перемішування, хаотична адвекція, періодичні лінії 
 

The paper addresses the kinematic features of three-dimensional mixing in periodic flows. It is shown that 
the fluid mixing in three-dimensional flows has considerably more difficult characteristics as compared to 
the mixing in two-dimensional flows. A classification of periodic points, providing important information 
about the mixing properties of a flow, is presented. It is shown that qualitative three-dimensional mixing 
takes place only in flows that contain only isolated periodic points. Flows with periodic lines possess only 
quasi-two-dimensional mechanisms of chaotic advection and therefore the high quality of mixture cannot be 
reached in such the flows. Three examples of Stokes flow in a finite cylindrical cavity with discontinuous 
periodic motion of its end walls are used to illustrate the apparent differences between the mixing in flows 
with periodic lines and in flows with only isolated periodic points. The dynamics of the Poincare map is 
analysed for all the identified types of periodic points. It is shown that the stable and unstable manifolds of 
points on the periodic lines create two surfaces in the flow which intersect infinitely often. The Poincare map 
is presented for the flows under consideration. A numerical technique based on tracking of a material 
surface is presented to study the mixing process.  

Key Words: Stokes flow; finite cylinder; laminar mixing; periodic lines. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 

Вступ 
 

На відміну від двовимірних течій 
нестисливої рідини, для яких рівняння руху 
індивідуальної пасивної частинки рідини може 
завжди бути записане у гамільтоновій формі, а 
отже при описанні такої системи можуть бути 
застосовані добре відомі методи гамільтонової 
механіки, дослідження перемішування рідини у 

тривимірних течіях все ще представляє значні 
труднощі. Наприклад, важливою інформацією, 
що говорить про розташування областей 
регулярного руху рідини, які є бар’ерами для 
процесу хаотичного перемішування, є інформація 
про розташування і класифікацію періодичних 
точок. У двовимірних течіях періодичні точки 
розділяють на три класи: еліптичні, гіперболічні і 
параболічні. Відомо, що острови регулярного 
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руху виникають лише довкола еліптичних точок. 
У тривимірних течіях класифікація періодичних 
точок є значно складнішою. Більше того, у 
тривимірних течіях періодичні точки можуть 
бути не лише ізольованими, а й об’єднуватись у 
періодичні лінії. В даній роботі проведено повну 
класифікацію періодичних точок у тривимірних 
течіях, виділено дев’ять типів періодичних точок 
і показано поведінку відображення Пуанкаре 
поблизу кожного типу точок. Показано, що 
острови регулярного руху можуть виникати лише 
довкола періодичних точок, об’єднаних в 
періодичні лінії. В течіях, де є лише ізольовані 
періодичні точки, островів регулярного руху 
бути не може, а отже процес хаотичного 
перемішування відбувається по всій області. 

В даній статті ми розглядаємо процес 
перемішування в’язкої нестисливої рідини в 
скінченному циліндричному контейнері, якщо 
рух рідини викликано періодичним рухом 
торцевих стінок циліндра. На цьому прикладі ми 
наглядно демонструємо особливості 
перемішування рідини у тривимірних течіях, що 
суттєво відрізняються від детально вивчених 
особливостей перемішування у двовимірних 
течіях. З цією метою ми розробили техніку 
визначення періодичних структур, провели 
детальну класифікацію періодичних точок і 
визначили їх многовиди, побудували перетин 
Пуанкаре. Розрахунки проводились для трьох 
типових протоколів руху торцевих стінок 
циліндра. Дві течії мали періодичні лінії, а третя 
мала лише ізольовані періодичні точки. Наведені 
результати дуже наглядно демонструють, що 
лише в третій течії перемішування буде 
ефективним.  
 

Класифікація періодичних точок та 
структура многовидів 

 
Згідно з теоремою Брауера про нерухому 

точку будь-яке неперервне нестисливе 
відображення замкнутої області в себе в 
скінченновимірному евклідовому просторі має 
нерухому точку. Очевидно, що така нерухома 
точка відображення буде періодичною точкою 
течії. Розташування і тип періодичних точок в 
течії визначають характер, інтенсивність і якість 
перемішування рідини в течії.  

Нехай в початковий момент часу 0t   
пасивна матеріальна точка мала ейлерові 
координати 0x . А в деякий момент часу t  ця 
матеріальна точка вже має ейлерові координати 
x . Такий процес перенесення пасивної 

матеріальної точки можна представити 
оператором  0t x x . Тоді точка P  є 
періодичною точкою потоку з періодом T, якщо 

 TP P . В термінах відображення Пуанкаре 
періодична точка з періодом T визначається як 
нерухома точка. Дійсно, якщо відображення 
Пуанкаре визначено як  1n nf x x , де 

   Tf  x x . То для періодичної точки з 
періодом T маємо  fP P . Аналогічно, 
періодичні точки течії з періодом nT 
визначаються як нерухомі точки відображення 
Пуанкаре порядку n, тобто  nfP P . 
Класифікація періодичних точок подібна до 
класифікації особливих точок поля течії [1, 2]. У 
двовимірних течіях періодична точка може бути 
класифікована як еліптична, гіперболічна або 
параболічна в залежності від структури поля в 
околі періодичної точки [3]. У тривимірних 
течіях класифікація періодичних точок значно 
складніша. Опишемо класифікацію періодичних 
точок у тривимірних течіях більш детально. 
Нехай у початковий момент часу деяка 
матеріальна частинка близька до P  знаходилась 
у позиції 0dP x . Через період ця матеріальна 
частинка переходить у позицію 

 1 0d f d  P x P x . Після лінеаризації 
отримуємо 1 0d dx F x , де ( ) / |f   F x x x P  – 
матриця Якобі в точці P . Властивості стійкості 
відображення f  визначаються властивостями 
матриці F , які в свою чергу визначаються 
значеннями власних чисел матриці. Власні числа 
матриці є коренями рівняння | F E | 0  , яке у 
тривимірному випадку приймає наступну форму:   
 3 2

1 2 3 0J J J      ,  (1) 
де три інваріанти матриці визначені наступним 
чином 1 tr(F)J  , 2 2

22 tr (F) tr(F )J   , 3 det(F)J  . 
Всі елементи матриці F  обраховувались 
чисельно. При цьому умова нестисливості рідини 

3 1J   використовувалась для контроля точності 
чисельних розрахунків. Чисельна похибка 

3| 1 |J   не перевищувала 310  поблизу поверхні 
циліндра і набувала значно менших значень 
всередині розрахункової області.  

Очевидно, що рівняння (1) завжди має один 
дійсний додатній корінь. Нехай це буде 1 . З 
урахуванням цього факту рівняння (1) може бути 
представлене у вигляді 
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    2
1 1 1

1

1 0J    


 
     

 
.  (2) 

Два інших власних числа набувають значень: 

  1 1
2,3 2

J
D





  ,  (3) 

де дискримінант  

  2
1 1

1

1
4

J
D





   . (4) 

Власні числа 2 , 3  можуть набувати як дійсні 
так і комплексно-спряжені значення. Причому 
перехід відбувається при 0D  , тобто при 

2 3 11/     . Тепер очевидно, що у 
тривимірних течіях можна виділити дев’ять 
класів періодичних точок, залежно від значень 1  
і D . Розглянемо класифікацію періодичних 
точок більш детально. 

Якщо 1 1  , то це означає, що в напрямку 
відповідного власного вектора 1n  не відбувається 
розтягування або стискання. У канонічній 
системі координат (1) (2) (3)( , , )   , осі якої 
визначаються власними векторами, умова 1 1   
означає, що (1) (1)( )f  . Тоді для двох інших 
власних значень виконується умова 2 3 1   , 
тобто в канонічній площині (2) (3)( , )   для 
відображення f  виконується умова 
нестисливості. Таким чином, випадок 1 1   є по 
суті двовимірним. Такі періодичні точки можуть 
бути розбиті на три класи: еліптичні, гіперболічні 
та параболічні. Умова 1 1   виконується в 
точках періодичних ліній. Дійсно, на періодичній 
лінії в напрямку дотичної не відбувається 
розтягування або стискання, тобто напрямок 
дотичної до періодичної лінії відповідає 
напрямку власного вектора 1n . Таким чином, 
класифікація точок періодичної лінії 
еквівалентна класифікації періодичних точок у 
двовимірних течіях. Тобто, періодичні лінії 
можна розбити на еліптичні і гіперболічні 
відрізки, що з’єднуються в параболічних точках. 
З (4) випливає, що точка періодичної лінії є 
еліптичною, якщо 11 3J   . У цьому випадку 

0D  , а отже власні числа 2,3  є комплексно-
спряжені. Якщо 1 1J    або 1 3J  , то 0D  , а 
отже така точка періодичної лінії є 
гіперболічною. У двовимірних системах 
еліптичні точки оточені островами регулярного 
руху. Відображення Пуанкаре в таких островах 

представляє собою обертання довкола еліптичної 
періодичної точки. Таким чином, рідина 
всередині еліптичної області не покидає цю 
область і виявляється ізольованою від решти 
рідини в області перемішування. У тривимірних 
областях еліптичні ділянки періодичних ліній 
також оточені островами, що мають форму труб. 
З гіперболічними точками у двовимірних 
системах пов’язані стійкий і нестійкий 
многовиди, що представляють собою лінії, 
вздовж яких відбувається стискання та 
розтягування рідини. У тривимірному випадку 
стійкий і нестійкий многовиди, пов’язані з 
гіперболічними ділянками періодичної лінії, 
об’єднуються у поверхні. Таким чином, 
відображення Пуанкаре довкола періодичної лінії 
має по суті двовимірну природу.  

 
Якщо 1 1  , то така періодична точка є 

ізольованою. Природа відображення Пуанкаре в 
околі такої періодичної точки є суттєво 
тривимірною. Класифікація ізольованих точок 
буде значно складнішою, порівняно з 
класифікацією періодичних ліній. На рис. 1 а) 
показано фазовий портрет в канонічній системі 
координат (1) (2) (3)( , , )    при умові 0D  . У 
цьому випадку всі три власні числа i  набувають 
дійсні значення. Фазові портрети в координатних 
площинах представляють собою два сідла і 
вузол. На рис. 1 б) показано фазовий портрет 
відображення в околі періодичної точки при 
умові 0D  . У цьому випадку власні числа 2,3  
набувають комплексно-спряжені значення, що 
відповідають за обертання у площині (2) (3)( , )  . 
У виродженому випадку 0D   маємо два рівні 
власні числа 2 3 11/     . А отже у площині 

(2) (3)( , )   фазовий портрет представляє собою 
дікритичний або вироджений вузол. Таким 
чином, при 1 1   періодична точка є 

 
     а)                                           б) 

Рис. 1. Фазовий портрет періодичної точки: а) 
типу гіперболічний вузол ( 0D   ), б) типу 
гіперболічний фокус ( 0D   ). 
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ізольованою і може бути класифікована як 
гіперболічний вузол або гіперболічний фокус.  

 
Очевидно, що фазовий портрет ізольованих 

періодичних точок не має замкнутих ліній або 
поверхонь, а отже довкола таких точок не може 
утворюватись ізольованих островів регулярного 
руху подібних до тих, що утворюються довкола 
еліптичних точок періодичних ліній. У течії, що 
має лише ізольовані періодичні точки і не має 
періодичних ліній, рідина повинна 
перемішуватись по всій області течії.  

 
Будь-яка ізольована періодична гіперболічна 

точка пов’язана у просторі з поверхнею і лінією, 
що називаються многовидами. Стійкий многовид 

( )sW P  – це множина точок, які в процесі 
відображення Пуанкаре прямують до періодичної 
точки P . Тобто для будь-якої точки ( )sWx P  
маємо ( )nf x P  при n . Нестійкий 
многовид ( )uW P  – це множина точок, які 
прямують до P  при зворотньому процесі, тобто 
для довільної точки ( )uWx P  маємо 

( )nf  x P  при n . У двовимірному 
випадку стійкий та нестійкий многовиди – це дві 
лінії, що перетинаються безліч разів (рис. 2). 
Точки перетину називаються гомоклінічними 
(при перетині стійкого і нестійкого многовидів 
однієї періодичної точки) або гетероклінічною 
(при перетині стійкого і нестійкого многовидів 

двох різних періодичних точок). Оскільки точок 
перетину стійкого і нестійкого многовидів безліч, 
вони ущільнюються при наближенні до 
періодичної точки. Таким чином, многовиди 
формують складну шарову структуру. Завдяки 
цій властивості перемішування рідини 
представляє собою видовження рідкої плями 
вздовж нестійкого многовиду і багаторазове 
складання при переході через гомоклінічні точки. 
Таке видовження і складання рідкої плями 
називається відображенням підкови. Очевидно, 
що у тривимірних течіях, що мають періодичні 
лінії, механізм перемішування подібний до того, 
що має місце у двовимірних течіях. 
Відображення підкови такої течії схематично 
показано на рис. 3 а). У такому квазі-
двовимірному відображенні темна рідина не 
змішується зі світлою. Видовження і складання 
рідини відбувається лише в одному напрямку. 
Хоча таке відображення підкови також 
приводить до складної шарової структури, однак 
наявність лише двовимірного механізму 
перемішування не дозволяє одержати якісну 
однорідну мікстуру в усій тривимірній області 
течії. На рис. 3 б) показано відображення підкови 
для реально тривимірної течії. Видовження і 
складання рідини по черзі в двох напрямках веде 
до ефективного перемішування в усій області 
течії. 
 

Чисельні результати 
 

Для розрахунків було використано розв’язок 
задачі Стокса, представлений в [4]. Наведені 
вище теоретичні міркування проілюструємо на 
прикладі трьох можливих періодичних течій, що 
генеруються у скінченному циліндрі. В усіх 
трьох випадках течії в циліндрі генеруються 
періодичним рухом торцевих поверхонь 
циліндра. Нехай циліндр займає область 0 1r  , 
0 2   , h z h   . Бічна поверхня циліндра 

1r   нерухома, а торцеві сторони рухаються 
періодично. У загальному випадку рух торцевих 
сторін можна записати у наступній формі: 
 ( ) ( ) ,u t v t z h    x yu e e ,  (5) 
 ( ) ( ) ,u t v t z h   x yu e e .  (6) 
Розглянемо три типові протоколи руху торцевих 
сторін: 
 Задача 1. Рухається лише верхня торцева 

стінка. Нижня залишається нерухомою. Рух 
верхньої стінки є зигзагоподібним: u V  , 

0v u v      при 0 / 2t T   і v V  , 

 
     а)                                     б) 

Рис. 3. Схематичне зображення відображення 
підкови: а) у квазі-двовимірній течії, що має 
періодичні лінії, б) у реально тривимірній 
течії.  

 
Рис. 2. Стійкий та нестійкий многовиди і 
гомоклінічні точки їх перетину (площі 

' ''A A A   ).  
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0u u v     , при / 2T t T  . Тобто, 
протягом першої половини періоду верхня 
торцева стінка рухається зі сталою 
швидкістю в напрямку осі x, протягом другої 
половини періоду – в напрямку осі y.  

 Задача 2. Верхня і нижня стінки рухаються 
по черзі в протилежних напрямках 
паралельно осі x. Тобто, 

, 0u V v u v        при 0 / 2t T   і 
, 0u V v u v         при / 2T t T  .  

 Задача 3. Протокол руху стінок в цій задачі 
складається з трьох кроків: 

, 0u V v u v        при 0 / 3t T  , 
, 0u V v u v         при 

/ 3 2 / 3T t T  , , 0v V u u v        
при 2 / 3T t T  .  

Течії у перших двох задачах мають періодичні 
лінії, а течія задачі 3 має лише ізольовані 
періодичні точки (див. [2]). Отже, згідно 
викладеної у попередньому розділі теорії 
перемішування у таких течіях має двовимірний 
характер. Хоча режим перемішування рідини 
може бути хаотичним, в силу його двовимірної 
природи пляма пасивної домішки не буде 
перемішуватись по всій області. Крім того, в 
таких течіях можуть виникати і зони 

регулярного перемішування, що утворюють 
острови довкола еліптичних ділянок 
періодичних ліній, що також заважають 
перемішуванню рідини. Течія задачі 3 має лише 
ізольовані періодичні точки, а отже довкола 
таких точок не можуть утворюватись острови 
регулярного руху. Пляма пасивної домішки 
повинна перемішуватись по всій області течії. 
Дійсно, наведені теоретичні висновки 
підтверджено на рис. 4, на якому наведено 
перетин Пуанкаре для всіх трьох задач. 
Очевидно, що лише в третій задачі матеріальна 
точка блукає по всій області течії. В перших 
двох задачах наявність періодичних ліній 
спричинює двовимірний характер 
перемішування.  

Для відстеження руху пасивної домішки 
було використано техніку, що базується на 
трекінгу матеріальних поверхонь. Рідка 
поверхня представлялась неструктурованою 
триангулярною сіткою. Результати трекінгу 
поверхні в Задачі 2 показано на рис. 5. Видно, 
що рідка поверхня після 10 періодів представляє 
собою складну видовжену складчасту 
структуру, як і повинно бути при хаотичному 
перемішуванні рідини. Однак, оскільки така 
течія має періодичну лінію, пасивна домішка не 

 
     а)                                       б) 

 
                          в) 
Рис. 4. Перетин Пуанкаре: а) задача 1, б) задача 
2, в) задача 3.  

 
     а)                                          б) 

 
     в)                                           г) 
Рис. 5. Трекінг поверхні пасивної домішки 
(задача 2): а) початкова позиція 0t   , б) 4t T  , 
в) 10t T , г) вигляд згори.  
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розмивається по всій області течії, а 
залишається зосередженою в досить вузькій 
області паралельній осі X. На рис. 6 
представлено результати трекінгу поверхні в 
Задачі 1. Видно, що пасивна домішка також не 
розмивається по всій області течії, а утворює 
складчасту структуру в деякій локальній 
області, обмеженій поверхнею обертання. На 
рис.7 представлено результати трекінгу 
поверхні в Задачі 3. Початкова поверхня 

представляла собою сферу з центром в 
ізольованій періодичній точці. Лише у цьому 
випадку пасивна домішка досить швидко 
заповнює всю область течії. 

 
Висновки 

 
У тривимірних течіях періодичні точки 

проявляють значно більшу різноманітність 
порівняно з двовимірними течіями. Більше того, 
у тривимірних течіях періодичні точки можуть 
об’єднуватись у періодичні лінії. В роботі 
наведено загальну класифікацію періодичних 
точок у тривимірних течіях, проаналізовано їх 
фазові портрети та вплив на процес 
перемішування рідини. Показано, що 
класифікація точок періодичних ліній подібна до 
класифікації періодичних точок у двовимірних 
течіях. Тому процес перемішування в таких 
течіях має таку ж саму природу, що і процес 
перемішування у двовимірних течіях. Будь-який 
матеріальний об’єм зазнає видовження, згинання 
і складення лише в одному напрямку. Утворена 
таким чином складчаста структура подібна до 
тих, що утворюються при перемішуванні у 
двовимірних течіях. Пляма пасивної домішки не 
розмивається по всій області течії, а отже 
отримати якісну мікстуру в таких течіях 
неможливо. Ефективний міксинг можливий лише 
у тривимірних течіях, що мають лише ізольовані 
періодичні точки. Лише у таких течіях пляма 
пасивної домішки розмивається по всій області 
течії.  
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     а)                                          б) 
Рис. 6. Трекінг поверхні пасивної домішки 
(задача 1): а) 0t   , б) 17t T .  

 
     а)                                         б) 
Рис. 7. Трекінг поверхні пасивної домішки 
(задача 3): а) 6t T  , б) 10t T .  
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Досліджуються коливання гнучкого трубопроводу на пружній основі з шарнірним закріпленням 

кінців під впливом потоку рідини, що рухається з швидкістю значення якої перевищують значення 
другої критичної швидкості. На основі двохвильового представлення розв’язку, побудовано рівняння 
для визначення власних частот та ексцесів, якими визначаються деформації форм коливань при 
закритичних швидкостях руху потоку рідини. Встановлено, що в закритичній області 
транспортування рідини має місце скінчене число тонів власних коливань. 

Ключові слова: гнучкий трубопровід, рухоме навантаження, двохвильовий коливний процес, 
частота коливань,ексцес, закритична швидкість. 
 

The paper considers oscillations of a flexible conduit with fluid flow, which is located on elastic 
foundation with pin jointed ends. The fluid flow velocity is more than the second critical velocity value.  The 
inertia forces in full of the moving load are taken into consideration in the mathematical model construction. 

Object of study – a flexible conduit with fluid flow, which is located on an elastic foundation. 
Purpose – investigation of influence of the fluid flow velocity on the natural-vibration frequencies and 

determination the conditions of loss of stability of the conduit on an elastic foundation.  
Method of study is based on extraction and approximate investigation of one-frequency two-wave 

oscillation processes in mechanical structures with moving loads. 
Based on two-wave representation of the solution, equations for determining the natural frequencies and 

excesses which define deformation of the oscillations forms depending on the overcritical values of the fluid 
flow velocity are constructed. 

The results of the paper can be used for further developments of direct methods for constructing 
approximate solutions of complicated dynamic systems. 
Forecast assumptions about the object of study – taking into consideration of the inertia forces of moving 
load in full gives an opportunity qualitatively reveal the basic characteristics of dynamics of a structure with 
a moving load. 

Key words: conduit, moving loading, double wave oscillation process, oscillation frequency, excesses, 
overcritical velocity. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я. О. 
 

У науковій монографії [1] та статті [3] 
доведено, що коливання балок та гнучких 
об’єктів скінченної довжини, які лежать на 
пружній вінкеровій основі і відбуваються під 
дією рухомих рівномірно розподілених 
інерційних навантажень (потоку рідини), що 
рухаються з постійною швидкістю, моделюється 

суперпозицією двох груп стоячих хвиль з 
однаковими частотами, але з різними формами і 
фазами. 

Дослідження динаміки трубопроводу при 
закритичних швидкостях транспортування 
рідини розглянуто у роботі [4]. 
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Метою даної роботи є вивчення динаміки 
коливань гнучкого трубопроводу на пружній 
основі при закритичних швидкостях руху потоку 
рідини. 

Постановка задачі та методика 
розв’язання. Розглянемо особливості коливань 
одновимірного гнучкого трубопроводу на 
пружній основі під впливом потоку рідини, що 
рухається з швидкістю 2kpv v , значення якої 
перевищують критичні [3]. 

Диференціальне рівняння поперечних 
коливань гнучкого трубопроводу на пружній 
основі з рухомою рідиною при повному 
врахуванні сил інерції рухомого навантаження в 
даному випадку набуває вигляду  

     
2 2 2

2
2 22 22 0u u uv T v ku

x tt x
    

    
  

, (1) 

де ( , )u x t  – поперечні відхилення труби;  
Т – її поздовжній натяг; 1 2     – сума 
розподілених мас труби і рухомої рідини;  
v  – швидкість транспортування потоку рідини;  
k  – коефіцієнт жорсткості опорної основи. 

Граничні умови, які не залежать від того, 
контактує трубопровід з поверхнею чи ні, а 
визначаються способами закріплення та 
навантаження кінців. Наприклад, розглянемо 
випадок шарнірного закріплення на краях 
гнучкого трубопроводу 

 0, 0u t  ,    , 0u l t  . (2) 

Наявність гіроскопічних сил, представлених 
членами зі змішаними похідними в рівняннях 
динаміки трубопроводів з рухомою рідиною, не 
дають змоги застосувати методи розділення 
змінних та прямі методи математичної фізики в 
класичній формі до дослідження коливного руху. 

При докритичних швидкостях руху рідини 
рівняння (1) є рівнянням гіперболічного типу, а 
при закритичних швидкостях руху рідини 
рівняння (1) перетворюється в рівняння 
еліптичного типу. 

У роботі [3] для коливання гнучкого 
трубопроводу на пружній основі під впливом 
потоку рідини, що рухається з постійною 
докритичною швидкістю 2kpv v , встановлено 
значення трьох критичних швидкостей руху 
рідини 

1
2

kp
Tv


 ,  1 2 2
2 1

1 2 1
1kp kp

T
v v

  
  


   , 

2

3 12
2 2

1kp kp
n

T k k lv v
T n  
      
 

; 

а також умови 1 3 2kp kp kpv v v  , при 
2

2

1

nk T
l

 


   
 

, 1,2,3,...,n   . 

Для розв’язання крайової задачі (1), (2) 
будемо шукати розв’язок рівняння (1) в 
комплексному вигляді [1,2] 

      , i t xu x t aX x e   . (3) 

Підставивши розв’язок у формі (3) в 
рівняння (1) та, відокремивши дійсну й уявну 
частини, отримаємо систему рівнянь: 

 

2
2

2 2 2
1 2 2 2

2
2 2

( ) ( )

2 ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0. (4)

T v X x

v T v k X x

v T v X x



      

   

    
        

     

 

 Рівняння (4) дають змогу побудувати власні 
функції  nX x , знайти частоти власних коливань 

n  та ексцеси n , що характеризують зміну 
форм власних коливань під дією рухомого 
навантаження. 

Із другого рівняння системи (4) знаходимо 
значення параметра γ за формулою 

 2 2
2 2

2 2

v v
T v v T
   


 

  
 

. (5) 

Виключивши з першого рівняння системи (4) 
параметр γ за допомогою формули (5), отримаємо 
звичайне диференціальне рівняння для 
визначення власних чисел та форм 

    2 0X x X x   , (6) 

де  
 

 
2

1 2 1 22 2
2 222 2

v Tk
v T v T

   
 

 

 
 

 
. 

При нульових граничних умовах із (6) 
знаходимо 

  sinn nX x x , де   1,2,3,...,n
n n

l


    . 
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Цим параметрам відповідає частинний 
комплексний розв’язок на частоті n-го тону 

  
 

, sin cos cos sin sin

sin cos cos sin
n n n n n n n

n n n n

u x t a x t x t x

i t x t x

    

   

  

  
. (7) 

У відповідності з (5) – (6) визначаємо 

 
 

    

2
2 2

2 2

2
1 2 1 2

2
2

2

2 2 2
2 1 2 1 2

1 2 3

n

n

lv T T k v
nn ,

l v T

lT k v
n nv ,
l v T v T

n , , ,...,m

 


   


  

    

         
 

   
  

  



(8) 

Формули (8) встановлюють залежність 
частоти власних коливань ω та параметра γ від 
швидкості руху інерційного навантаження. 

Дійсних значень частоти набувають в 
закритичній області при  2 3kp kpv v v  ,  або  

2
2

1 1
1

1 1kp kp
k lv v v
T n


 

      
 

, 

звідки одержуємо умови: 
2

2

1

k l
T n


 

   
 

, та  

2
2

1

nk T
l

 


   
 

,   1 2 3n , , ,...,m . 

Внаслідок лінійності задачі частинними 
розв’язками рівняння (1) будуть як дійсна, так і 
уявна частини (7) 

   

   

1

2

, sin cos cos sin sin ,
(9)

, sin sin cos cos sin .

n n n n n n n

n n n n n n n

u x t a x t x t x

u x t a x t x t x

    

    

 

 
 

 Щодо формул (9) можемо зауважити, що 
розв’язок  2 ,nu x t  відрізняється від  1 ,nu x t  

лише запізненням на 2

n
t 


  .  

 

Для побудови графічних залежностей, як 
приклад, приймались такі параметри системи:  

1 2 2    , 5l  м,  22T l  , 2 c-1. 

На рисунках 1 та 2 показано залежності 
частоти власних коливань n  та параметра n  
від швидкості руху потоку рідини v , що 
визначаються формулами (8). 
 
ωn, c-1 

v, 
м/с 

Рис. 1. Залежність частоти від значення 
закритичної швидкості руху рідини 

 
γn, м-1 

v, 
м/с 

Рис. 2. Залежність ексцесу від значення 
закритичної швидкості руху рідини 

 
Загальний розв’язок рівняння коливання 

трубопроводу (1), який будується у формі 

   
1

, ,
m

n
n

u x t u x t


  для закритичних значень 

швидкості руху потоку рідини 2 3kp kpv v v   
набуває вигляду 
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   

 

1
, sin cos cos

sin sin sin .

m

n n n n
n

n n n

n xu x t a x t
l
n x x t

l


  

   



  


  



 (10) 

Загальний розв’язок (10) перепишемо у 
двохвильовій формі 

      
1

, cos sin
m

n n n n n n n
n

u x t a t t   


     , (11) 

де 

 
 

 

sin cos ,

sin sin .

n n

n n

n xx x
l

n xx x
l







 

 
 (12) 

Маємо дві різні форми стоячих хвиль, утворені 

деформуванням форм власних коливань sin nx
l

 , 

зсувами, що визначаються параметром n , але 
однаковими частотами. Параметр n  це 
своєрідний ексцес (перекіс) форм коливань, які 
задовольняють одні й ті ж граничні та початкові 

умови, але зміщені за фазою на 
2
 . При нульовій 

швидкості руху навантаження ці форми 
збігаються, тобто має місце класичний підхід до 
розділення змінних. 

Після нескладних тригонометричних 
перетворень розв’язок (11) зводиться до вигляду 

   
1

, sin cos
m

n n n n
n

n xu x t a t x
l
   



   . (13) 

Висновки. Отримані розрахункові формули 
та графічні залежності дають змогу зробити певні 
висновки щодо коливного процесу гнучкого 
трубопроводу при закритичних швидкостях 
транспортування рідини. 

У закритичній області швидкостей руху 
потоку рідини коливання гнучкого трубопроводу 
мають двохвильовий характер. 

Залежно від співвідношень величин: 
швидкості транспортування рідини v , 
поздовжнього натягу T , та коефіцієнта 
жорсткості основи k , − при закритичних 
швидкостях транспортування рідини має місце 
скінчене число тонів власних коливань. 
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Â äàíié ðîáîòi îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ øèðîêîãî

êëàñó ñèñòåì íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäõèëåííÿìè àðãóìåíòó i

ìàëèì ïàðàìåòðîì, çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòè-

âîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, âiäõèëåííÿ àðãóìåíòà.

Di�erential-functional equations with deviations of argument were the main subject of research of

many mathematicians, and they are widely used in various �elds of science and technology. Extensive

application, as well as the diversity and complexity of the problems that arise in their research, are sti-

mulating the research of various aspects the theory of such equations. There are currently a large number

of publications in which a number of actual problems the theory of di�erential-functional equations with

deviations of argument have been investigated, in particular for di�erential-functional equations with

linearly transformed argument. Among them a special place is occupied by papers in which the questions

the existence of continuously di�erentiable, bounded and periodic solutions such equations have been

studied and their properties have been investigated. In this paper we obtain the su�cient conditions for

existence and uniqueness of continuous periodic solutions of systems of nonlinear di�erential-functional

equations with deviations of argument and a small parameter. We propose the method of construction

such solutions for the given systems in case when the parameter is equal to zero and when it is di�erent

from zero. Furthermore, we investigated properties of such solutions when parameter tends to zero.

Key Words: di�erential-functional equations, deviations of argument.

Ñòàòòþ ïðåäñòàâèâ àêàäåìiê ÍÀÍÓ, äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ïåðåñòþê Ì. Î.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äàíà ñòàòòÿ ïðè-
ñâÿ÷åíà äîñëiæåííþ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà âëà-
ñòèâîñòåé ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì íå-
ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü âèãëÿäó

ẋ(t) = Ax(t)+

+f
(
t, x(t), x(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , x(λkt+ψk(t, ε))

)
+

+εF
(
t, x(t), x(λ1t+ ψ1(t, ε)), . . .

. . . , x(λkt+ ψk(t, ε)), ε
)
, (1)

äå λi ∈ N, i = 1, k; ε � äîñòàòíüî ìàëèé íå-
âiä'¹ìíèé ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð (ε ∈ I = [0, ε0],
ε0 � äîñòàòíüî ìàëå); t ∈ R = (−∞,+∞); A �
äiéñíà ñòàëà (n × n)-ìàòðèöÿ; ψi : R × I → R,
i = 1, k, f : R× Rn × · · · × Rn → Rn,

F : R× Rn × · · · × Rn × I → Rn.
Ðiçíi âèïàäêè òàêèõ ðiâíÿíü äîñëiä-

æóâàëèñü áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè i íà ñüîãîäíi
iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò, ÿêi îäåðæàíi ïðè
âèâ÷åííi ïèòàíü ¨õ òåîði¨ [1 − 4]. Ó äàíié ðî-
áîòi óçàãàëüíþþòüñÿ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [4] äëÿ
ñèñòåì ðiâíÿíü (1).

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè:

1∗) ÷èñëà λi, i = 1, k, ¹ öiëi äîäàòíi;

2∗) âñi êîìïîíåíòè âåêòîð-ôóíêöié

f(t, x0, x1, . . . , xk), F (t, x0, x1, . . . , xk, ε)
òà ôóíêöi¨ ψi(t, ε), i = 1, k, ¹ íåïåðåðâíè-
ìè çà âñiìà çìiííèìè i T -ïåðiîäè÷íèìè
çà t ôóíêöiÿìè, òîáòî
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f
(
t+T, x(t), x(λ1t+ψ1(t, ε)), ..., x(λkt+ψk(t, ε))

)
≡

≡ f
(
t, x(t), x(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , x(λkt+ψk(t, ε))

)
,

F
(
t+T,x(t),x(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . ,x(λkt+ψk(t, ε)),ε

)
≡

≡F
(
t, x(t), x(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , x(λkt+ψk(t, ε)),ε

)
,

ψi(t+ T, ε) ≡ ψi(t, ε), i = 1, k;

3∗) |f(t, x̃0, x̃1, . . . , x̃k) − f(t, ˜̃x0, ˜̃x1, . . . , ˜̃xk)| ≤

≤ l1
k∑
i=0
|x̃i − ˜̃xi|,

|F (t, x̃0, x̃1, . . . , x̃k, ε)−F (t, ˜̃x0, ˜̃x1, . . . , ˜̃xk, ε)| ≤

≤ l2
k∑
i=0
|x̃i − ˜̃xi|,

äå t ∈ R, x̃i, ˜̃xi ∈ Rn, i = 0, k, l1, l2 �

äîâiëüíi äîäàòíi ñòàëi.

Ïðèïóñòèìî, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ aj ,
j = 1, n, ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
Re aj(A) 6= 0, j = 1, n. Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê âiäî-
ìî, iñíó¹ íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ C, ÿêà ïðèâîäèòü
ìàòðèöþ A äî âèãëÿäó A = C−1diag(A1, A2)C,
äå A1, A2 � äåÿêi ñòàëi ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi
p × p i (n − p) × (n − p), âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêèõ
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Re aj(A1) < 0, j = 1, . . . , p, (0 < p ≤ n),
Re aj(A2) > 0, j = p+ 1, . . . , n.

(2)

Äîñëiäèìî ñïî÷àòêó ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ
T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1)
ïðè ε = 0, òîáòî ñèñòåìè ðiâíÿíü âèãëÿäó

ẋ(t) = Ax(t)+ (3)

+f
(
t, x(t), x(λ1t+ψ1(t, 0)), . . . , x(λkt+ψk(t, 0))

)
.

Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

ẋ(t) = Ax(t) + y(t), (4)

äå y(t) ∈ C0, äå C0 �ïðîñòið íåïåðåðâíèõ T -
ïåðiîäè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié ç íîðìîþ
||y(t)|| = max

t
|y(t)|. Òîäi iç (4) áåçïîñåðåäíüî

âèïëèâà¹, ùî x(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì
çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

x(t) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)y(τ)dτ, (5)

äå

G(t) =

{
C−1diag(eA1t, 0)C, ïðè t > 0;
−C−1diag(0, eA2t)C, ïðè t < 0.

(6)

Ïðè öüîìó äëÿ ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
G(t) = (gij(t)) âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

à) G(+0) − G(−0) = E, äå E � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n× n;

á) |G(t)| ≤ Ke−α|t| ïðè âñiõ t 6= 0, äå K > 0,

α > 0 i |G| = max
1≤i≤n

n∑
j=1
|gij |;

â) Ġ = AG, t 6= 0.

Âíàñëiäîê ïåðåòâîðåííÿ (4) ñèñòåìà ðiâíÿíü (3)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

y(t) = f
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)y(τ)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))y(λ1τ + ψ1(t, 0))dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))y(λkτ + ψk(t, 0))dτ
)
, (7)

äå G(t) âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíî-
øåííÿ (6). Äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7) ìà¹ ìiñöå
íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1∗− 3∗

i

4) âñi âëàñíi çíà÷åííÿ aj, j = 1, n, ìàòðèöi
A òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå (2), òîáòî ∃K > 0,
α > 0 : |G(t)| ≤ Ke−α|t| ïðè âñiõ t 6= 0;

5) max
t∈R
|f(t, 0, . . . , 0)| ≤ f∗ < +∞;

6)
2Kl1(k + 1)

α
= Θ < 1.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé T -ïåðiîäè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê γ = γ(t) ñèñòåìè ðiâíÿíü (7).

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (7) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íà-
áëèæåíü, ÿêi âèçíà÷èìî ôîðìóëàìè

y0(t) ≡ 0,

ym(t) = f
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)ym−1(τ)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))ym−1(λ1τ + ψ1(t, 0))dτ, . . .
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. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))ym−1(λkτ + ψk(t, 0))dτ
)
,

(8)

m = 1, 2, . . . .

Ïîêàæåìî, ùî ïðè âñiõ m = 1, 2, . . ., t ∈ R
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|ym(t)− ym−1(t)| ≤ f∗Θm−1. (9)

Ñïðàâäi, çâàæàþ÷è íà óìîâè òåîðåìè, ìà¹ìî

|y1(t)− y0(t)| = |f(t, 0, . . . , 0)| ≤ f∗,

òîáòî ïðè m = 1 îöiíêà (9) ìà¹ ìiñöå. Ðîçìið-
êîâóþ÷è çà iíäóêöi¹þ, ïðèïóñòèìî, ùî îöiíêà
(9) äîâåäåíà óæå äëÿ äåÿêîãî m ≥ 1 i ïîêàæå-
ìî, ùî âîíà íå çìiíèòüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä m äî
m+ 1. Äiéñíî, iç (8) îäåðæó¹ìî

|ym+1(t)− ym(t)| ≤

≤ l1
( +∞∫
−∞

|G(t− τ)||ym(τ)− ym−1(τ)|dτ+

+
k∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

|G(λi(t− τ))|×

×|ym(λiτ + ψi(t, 0))− ym−1(λiτ + ψi(t, 0))|dτ
)
≤

≤ l1
( +∞∫
−∞

Ke−α|t−τ |f∗Θm−1dτ+

+

k∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

Ke−αλi|t−τ |f∗Θm−1dτ
)
≤

≤ f∗Θm−1Kl1

( +∞∫
−∞

e−α|t−τ |dτ +
k∑
i=1

λi×

×
+∞∫
−∞

e−αλi|t−τ |dτ
)
≤ f∗Θm−1Kl1

( 2

α
+

+
k∑
i=1

λi
2

αλi

)
= f∗Θm−1Kl1

2(k + 1)

α
= f∗Θm.

Öèì äîâåäåíî, ùî îöiíêà (9) ìà¹ ìiñöå äëÿ äî-
âiëüíîãî m ≥ 1.

Ïî iíäóêöi¨ ïîêàæåìî, ùî íàáëèæåííÿ
ym(t), m = 0, 1, 2, . . ., ¹ T -ïåðiîäè÷íèìè âåêòîð-
ôóíêöiÿìè ïî t, òîáòî

ym(t+ T ) = ym(t), m = 0, 1, . . . (10)

Â ñèëó óìîâ òåîðåìè, ìà¹ìî y0(t+ T )= 0=y0(t),
òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (10) âèêîíó¹òüñÿ ïðè
m = 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (10)
äîâåäåíå óæå äëÿ äåÿêîãî m ≥ 0 i ïîêàæåìî
éîãî ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ m+ 1. Iç (8) ìà¹ìî

ym+1(t+ T ) = f
(
t+ T,

+∞∫
−∞

G(t+ T − τ)ym(τ)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t+T−τ))ym(λ1τ+ψ1(t+T, 0))dτ, . . .

..., λk

+∞∫
−∞

G(λk(t+T−τ))ym(λkτ+ψk(t+T, 0))dτ
)

=

= f
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− s)ym(s)ds,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− s))ym(λ1s+ ψ1(t, 0))ds, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− s))ym(λks+ ψk(t, 0))ds
)

=

= ym+1(t).

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (10) âèêîíóþòüñÿ ïðè
âñiõ m ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, âñi íàáëèæåííÿ ym(t),
m = 0, 1, 2, . . ., ¹ íåïåðåðâíèìè T -ïåðiîäè÷íèìè
âåêòîð-ôóíêöiÿìè, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëè-
âi îöiíêè (9). Âðàõîâóþ÷è óìîâó 6 òåîðå-
ìè i (9), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ðÿä
+∞∑
m=1

(ym(t)− ym−1(t)) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíîãî t ∈ R äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ T -
ïåðiîäè÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ γ(t) = lim

m→+∞
ym(t),

ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (7) (öå ëåãêî
ïîêàçàòè, ÿêùî â (8) ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè
m→ +∞). Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü

|γ(t)|≤
+∞∑
m=1

|ym(t)− ym−1(t)|≤
+∞∑
m=1

f∗Θm−1=
f∗

1−Θ
.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîêà-
æåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê γ(t) ñèñòåìè (7) � ¹äèíèé.
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Äiéñíî, íåõàé iñíó¹ ùå îäèí íåïåðåðâíèé T -
ïåðiîäè÷íèé η(t) ñèñòåìè ðiâíÿíü (7) òàêèé, ùî
γ(t) 6= η(t). Òîäi îäåðæó¹ìî

|γ(t)− η(t)| ≤ l1
( +∞∫
−∞

|G(t− τ)||γ(τ)− η(τ)|dτ+

+

k∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

|G(λi(t− τ))|×

×|γ(λiτ + ψi(t, 0))− η(λiτ + ψi(t, 0))|dτ
)
≤

≤ l1
( +∞∫
−∞

Ke−α|t−τ ||γ(τ)− η(τ)|dτ+

+
k∑
i=1

λi

+∞∫
−∞

Ke−αλi|t−τ |×

×|γ(λiτ + ψi(t, 0))− η(λiτ + ψi(t, 0))|dτ
)
≤

≤ l1
2K(k + 1)

α
max
t
|γ(t)−η(t)| ≤ Θ||γ(t)−η(t)||,

äå ||γ(t)−η(t)|| = max
t
|γ(t)−η(t)|. Îòæå, îäåð-

æèìî ñïiââiäíîøåííÿ

||γ(t)− η(t)|| ≤ Θ||γ(t)− η(t)||,

ÿêå ìîæå ìàòè ìiñöå ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
Θ ≥ 1, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi 6 äàíî¨ òåîðåìè.
Öèì äîâåäåíî, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿ γ(t) ¹ ¹äèíèì
íåïåðåðâíèì T -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (7). Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1 i ñïiââiäíîøåííÿ (5),
ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿ

x̄(t) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)γ(τ)dτ

¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèì T -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè (3).

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîñëiäæåííÿ T -
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ïðè
ε 6= 0. Âèêîíà¹ìî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (1) âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íó çàìiíó çìiííèõ

x(t) = y(t) + x̄(t), (11)

äå x̄(t) � T -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1) ïðè ε = 0. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñè-
ñòåìó ðiâíÿíü âèãëÿäó

ẏ(t) = Ay(t)+

+ϕ
(
t, y(t), y(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , y(λkt+ψk(t, ε))

)
+

+εΦ
(
t,y(t),y(λ1t+ψ1(t, ε)),. . . ,y(λkt+ψk(t, ε)),ε

)
,

(12)
äå

ϕ
(
t, y(t), y(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , y(λkt+ψk(t, ε))

)
=

=f
(
t,y(t)+x̄(t),y(λ1t+ψ1(t, ε))+x̄(λ1t+ψ1(t, ε)),. . .

. . . , y(λkt+ ψk(t, ε)) + x̄(λkt+ ψk(t, ε))
)
−

−f
(
t, x̄(t), x̄(λ1t+ψ1(t, 0)), . . . , x̄(λkt+ψk(t, 0))

)
;

Φ
(
t, y(t), y(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , y(λkt+ψk(t, ε)), ε

)
=

=F
(
t, y(t)+x(t), y(λ1t+ψ1(t, ε))+x(λ1t+ψ1(t, ε)), ...

. . . , y(λkt+ ψk(t, ε)) + x(λkt+ ψk(t, ε)), ε
)
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âåêòîð-ôóíêöi¨
ϕ
(
t, y(t), y(λ1t+ ψ1(t, ε)), . . . , y(λkt+ ψk(t, ε))

)
,

Φ
(
t, y(t), y(λ1t+ψ1(t, ε)), . . . , y(λkt+ψk(t, ε)), ε

)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 2∗−3∗ i ϕ(t, 0, . . . , 0) ≡ 0.

ßêùî âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

ẏ(t) = Ay(t) + z(t), (13)

äå z(t) ∈ C0, äå C0 � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ
íà R T -ïåðiîäè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié ç íîðìîþ
||z(t)|| = max

t
|z(t)|, òî îäåðæèìî, ùî y(t) âèçíà-

÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

y(t) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)z(τ)dτ, (14)

äå G(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (6). Â ðå-
çóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ (13) ñèñòåìà ðiâíÿíü (12)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

z(t) = ϕ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)z(τ)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))z(λ1τ + ψ1(t, ε))dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))z(λkτ + ψk(t, ε))dτ
)

+

+εΦ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)z(τ)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))z(λ1τ + ψ1(t, ε))dτ, . . .
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. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))z(λkτ + ψk(t, ε))dτ, ε
)
.

(15)
Äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (15) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1∗− 3∗

i

4) âñi âëàñíi çíà÷åííÿ aj, j = 1, n, ìàòðèöi
A òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå (2), òîáòî ∃K > 0,
α > 0 : |G(t)| ≤ Ke−α|t| ïðè âñiõ t 6= 0;

5) ϕ(t, 0, . . . , 0) ≡ 0,

max
t∈R
|Φ(t, 0, . . . , 0, ε)| ≤M < +∞;

6) 2K(k + 1)(l1 + εl2)

α
= θ < 1. (16)

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé T -ïåðiîäè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê γ̃ = γ̃(t, ε) ñèñòåìè ðiâíÿíü (15) òà-
êèé, ùî lim

ε→0
γ̃(t, ε) = 0.

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî
i äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðè öüîìó ïîñëiäîâíi
íàáëèæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìó-
ëàìè

z0(t, ε) ≡ 0,

zm(t, ε) = ϕ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)zm−1(τ, ε)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))zm−1(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t−τ))zm−1(λkτ+ψk(t, ε), ε)dτ
)

+

+εΦ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)zm−1(τ, ε)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))zm−1(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t−τ))zm−1(λkτ+ψk(t, ε), ε)dτ, ε
)
,

(17)

m = 1, 2, . . .

Ðîçìiðêîâóþ÷è çà iíäóêöi¹þ ìîæíà ïîêàçà-
òè, ùî ïðè âñiõ t ∈ R âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ

zm(t+ T, ε) = zm(t, ε), m = 0, 1, . . . ;

|zm(t, ε)− zm−1(t, ε)| ≤ M̃θm−1, m = 1, 2, . . . ,
(18)

äå M̃ = M̃(ε) > M � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî
çàëåæèòü âiä ε.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü T -ïåðiî-
äè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié zm(t, ε), m = 0, 1, 2, . . .,
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R
äî äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ T -ïåðiîäè÷íî¨ âåêòîð-
ôóíêöi¨ γ̃ = γ̃(t, ε), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
ðiâíÿíü (15) (â öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ÿêùî
â (17) ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè m→ +∞).

Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê γ̃(t, ε) ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (15) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó lim

ε→0
γ̃(t, ε) = 0.

Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî ïðè âñiõ t ∈ R,
m = 0, 1, 2, . . ., âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
ε→0

zm(t, ε) = 0. (19)

Ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíî (17), m = 0, 1, 2, . . .,
îòðèìà¹ìî

lim
ε→0

z0(t, ε) = 0,

lim
ε→0

z1(t, ε) = lim
ε→0

[
ϕ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)z0(τ, ε)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))z0(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))z0(λkτ + ψk(t, ε), ε)dτ
)

+

+εΦ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)z0(τ, ε)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))z0(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

...,λk

+∞∫
−∞

G(λk(t− τ))z0(λkτ + ψk(t, ε), ε)dτ, ε
)]

=

= ϕ(t, 0 . . . , 0) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lim
ε→0

zm(t, ε) = lim
ε→0

[
ϕ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)zm−1(τ, ε)dτ,
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λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))zm−1(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

. . . , λk

+∞∫
−∞

G(λk(t−τ))zm−1(λkτ+ψk(t, ε), ε)dτ
)

+

+εΦ
(
t,

+∞∫
−∞

G(t− τ)zm−1(τ, ε)dτ,

λ1

+∞∫
−∞

G(λ1(t− τ))zm−1(λ1τ + ψ1(t, ε), ε)dτ, . . .

. . . ,λk

+∞∫
−∞

G(λk(t−τ))zm−1(λkτ+ψk(t, ε), ε)dτ, ε
)]

=

= ϕ(t, 0 . . . , 0) = 0, m ≥ 2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ùî i íåîáõiäíî áóëî äîâåñòè.
Äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi íåïåðåðâíîãî T -ïåðiî-

äè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó γ̃(t, ε) ñèñòåìè ðiâíÿíü (15)
ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðî-
áëåíî ó òåîðåìi 1. Îòæå, âåêòîð-ôóíêöiÿ γ̃(t, ε)

¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèì T -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (15), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó lim

ε→0
γ̃(t, ε) = 0. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 2 i ñïiââiäíîøåííÿ
(14), çíàõîäèìî, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿ

ȳ(t, ε) =

+∞∫
−∞

G(t− τ)γ̃(τ, ε)dτ

¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèì T -ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ïðè ε 6= 0, äëÿ ÿêîãî
lim
ε→0

ȳ(t, ε) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, â ñèëó (11) i òåîðåì 1, 2 ïðè-
õîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ìà¹
¹äèíèé íåïåðåðâíèé T -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
x̂(t, ε) = ȳ(t, ε)+x̄(t) òàêèé, ùî lim

ε→0
x̂(t, ε) = x̄(t),

äå x̄(t) � íåïåðåðâíèé T -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ïðè ε = 0, à ȳ(t, ε) �
íåïåðåðâíèé T -ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1) ïðè ε 6= 0.

Ç à ó â àæå í í ÿ. Ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ
ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 1, 2 ìàþòü ìiñöå òàêîæ
ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ ψi(t, ε), i = 1, k, çàëå-
æàòü âiä íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ x(t).
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Розроблено метод побудови неперервних розв’язкiв одного класу систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь i дослiджено їх властивостi.

Ключовi слова: рiзницевi рiвняння, функцiональнi рiвняння, рiзницево-функцiональнi рiвня-
ння.

It is considered one class of systems of nonlinear difference-functional equations which includes
properties of difference and q-difference (functional) equations what is important tool in solving many
problems in applied sciences. Therefore, under various assumptions, the difference equations have been
the object of research of many mathematicians, the development of their theory acquired a number of
currents. Today this theory is widely branching and already has a lot of tangible results. The main task
of this work is a study of the structure of the set of continuous solutions of one class of systems of
nonlinear difference-functional equations. Determined sufficient conditions of the existence of conti-
nuous solutions, developed a method of constructing such solutions of systems of nonlinear difference-
functional equations and also investigated the behavior of these solutions at t goes to infinity. It should
be noted that the method of proof also gives possibility to construct a periodic solution and investigate its
properties. Performed researches add to already existent works of other mathematicians and facilitate
further study of the continuous solutions of wider classes of difference-functional equations.

Key Words: difference equations, functional equations, difference-functional equations.

Статтю представив академiк НАНУ, доктор фiз.-мат. наук, проф. Перестюк М. О.

Окремi класи систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональнi рiвнянь при рiзних припущен-
нях були об’єктом дослiдження багатьох мате-
матикiв [1-4] . Особлива увага придiлялася ви-
вченню питань iснування неперервних розв’яз-
кiв, дослiдженню структури їх множини та по-
ведiнцi при t → ∞ [3-4]). Продовжуючи цi до-
слiдження виникла задача про отримання ана-
логiчних результатiв для рiвнянь вигляду

x (qt) = Λx (t) + f (t, x (t + 1)) , (1)

де t ∈ <, Λ− дiйсна (n× n) - матриця вигля-
ду Λ = diag (λ1, . . . , λn), f : < × <n → <n, q
- деяка дiйсна стала, при певних припущеннях
вiдносно λi, i = 1, n та q.

Розглянемо систему нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь вигляду (1). При цьо-
му припустимо, що виконуються наступнi умо-
ви:

1. |λi| 6= 0, i = 1, 2, ..., n, q > 0;

2. вектор-функцiя f (t, x) є неперервною
обмеженою при всiх t ∈ <, x ∈ <n i
f (t, 0) = 0;

3. для довiльних t ∈ <, x, y ∈ <n виконує-
ться спiввiдношення

|f (t, x)− f (t, y)| ≤ l |x− y| , (2)

де l - деяка додатна стала.
Теорема 1.Нехай виконуються умови 1.-

3. i умови:
4. 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n, q > 1;
5. ∆ = l

1−λ∗ < 1,
де 1 > λ∗ > max {λi, i = 1, . . . , n}.
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ≥ T > 0 (Т - деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у
виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (3)
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де xi(t), i = 0, 1, ... - деякi неперервнi обмеженi
при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi
задовольняють умовi lim

t→+∞
x(t) = 0.

Доведення: Розглянемо послiдовнiсть си-
стем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (40)

x1(qt) = Λx1(t) + f (t, x0(t + 1)) , (41)

xi(qt) = Λxi(t) + f

(
t,

i−1∑
l=0

xl(t + 1)

)
−

−f

(
t,

i−2∑
l=0

xl(t + 1)

)
, (4i)

i = 2, 3, ..., i покажемо, що вони мають сiм’ї не-
перервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
якi задовольняють умови

|xi(t)| ≤ M∆i, i = 1, 2, . . . , (5i)

де M - деяка додатна стала.
Система рiвнянь (40) має множину непе-

рервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв вигляду

x0(t) = tνω

(
ln t

ln q

)
, (60)

де ω (τ) = (ω1 (τ) , ω2 (τ) , . . . , ωn (τ)), ωi (τ), i =
1, . . . , n - довiльнi неперервнi 1-перiодичнi фун-
кцiї,

tν = diag

(
t

ln λ1
ln q , t

ln λ2
ln q , . . . , t

ln λn
ln q

)
,

якi задовольняють умовi

|x0(t)| ≤ |tv| |ω (τ)| ≤ t
ln λ∗
ln q |ω (τ)| ≤ t

ln λ∗
ln q M,

(50)
де M = max

τ
|ω(τ)|.

Пiдставляючи в (41) ряд

x1(t) =
∞∑

j=0

Λjf
(
q−(j+1)t, x0(q−(j+1)t + 1)

)
,

(61)
можна переконатися, що вiн є її формальним
розв’язком. Бiльше цього, в силу (2), (50) i
ln λ∗

ln q < 0, отримаємо

|x1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j
∣∣f (q−(j+1)t, x0(q−(j+1)t + 1)

)∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 (λ∗)j l
∣∣x0(q−(j+1)t + 1)

∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 (λ∗)j lM
(

1
qj+1 t + 1

) ln λ∗
ln q ≤

≤ lM
∑∞

j=0 (λ∗)j ≤ M l
1−λ∗ ≤ M∆.

Отже, системи рiвнянь (40), (41) мають сiм’ї
неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, для ко-
жного з яких виконуються спiввiдношення (50),
(51).

Враховуючи умови теореми i оцiнки (50),
(51), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) =

=
∞∑

j=0

Λj

[
f

(
q−(j+1)t,

i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t + 1

))
−

−f

(
q−(j+1)t,

i−2∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t + 1

))]
, (6i)

i = 2, 3, ... рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥
T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем рiв-
нянь (4i), i = 2, 3, ... . Дiйсно, легко перекона-
тися, що ряди (6i), i = 2, 3, ... є формальними
розв’язками систем рiвнянь (4i), i = 2, 3, .... До-
ведемо їх збiжнiсть.

Оскiльки ряд (61) рiвномiрно збiгається
при t ≥ T > 0, то розмiрковуючи за iндукцiєю,
припустимо, що збiжнiсть ряду (6i) доведена
уже для деякого i ≥ 1 i доведемо, що ряд (6i+1)
також рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0 i
виконується оцiнка (5i+1). В силу (2), (6i+1) та
(5i) отримаємо

|xi+1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j
∣∣∣f (q−(j+1)t,

∑i
l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

))
−

−f
(
q−(j+1)t,

∑i−1
l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

))∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j l
∣∣∣∑i

l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

)
−

−
∑i−1

l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

)∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j l
∣∣xi

(
q−(j+1)t + 1

)∣∣ ≤
≤ lM∆i

∑∞
j=0 (λ∗)j ≤ M∆i l

1−λ∗ = M∆i+1.

Отже, системи рiвнянь (4i), i=1,2,. . . мають
розв’язки у виглядi рядiв (6i), i=1,2,. . . , що рiв-
номiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких не-
перервних вектор-функцiй xi (t), i=1,2,. . . , якi
задовольняють умови (5i). Iз (5i) безпосередньо
випливає, що ряд (3) рiвномiрно збiгається при
всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної вектор-
функцiї x (t), яка задовольняє умовi

|x (t)| ≤ M

1−∆
.
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Для завершення доведення теореми доста-
тньо, очевидно, показати, що ряд (3) задоволь-
няє систему рiвнянь (1), тобто виконується то-
тожнiсть∑∞

i=0 xi(qt) ≡ Λ
∑∞

i=0 xi(t) + f (t,
∑∞

i=0 xi(t + 1)) .

Для цього потрiбно довести, що ряд

f (t, x0 (t + 1))+
+
∑∞

i=2

[
f
(
t,
∑i−1

l=0 xl(t + 1)
)
− f

(
t,
∑i−2

l=0 xl(t + 1)
)]

рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 i його
сумою є f (t,

∑∞
l=0 xl(t + 1)).

А це в свою чергу, буде доведено, якщо вда-
сться показати, що при всiх t ≥ T > 0 має мiсце
спiввiдношення

lim
i→∞

f

(
t,

i∑
l=0

xl(t + 1)

)
= f

(
t,

∞∑
l=0

xl(t + 1)

)
.

(7)
Нехай E - як завгодно мале додатне число.

Тодi в силу умов теореми iснує такий номер N,
що виконується умова

M
l

1−∆
∆N+1 < ε.

Далi, приймаючи до уваги умови теореми i
оцiнки (5i), i=0,1, . . . , знаходимо∣∣∣∣∣f

(
t,

∞∑
l=0

xl(t + 1)

)
− f

(
t,

i∑
l=0

xl(t + 1)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ l

∣∣∣∣∣
∞∑

l=i+1

xl(t + 1)

∣∣∣∣∣ ≤ lM
∆i+1

1−∆
< ε

при всiх i ≥ N . Цим самим спiввiдношення (7)
i теорема доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1.-
3. i умови:

6. λi > 1, i = 1, . . . , n, 0 < q < 1;
7. ∆ = l

λ∗−1 < 1,
де 1 < λ∗ < min {λi, i = 1, . . . , n} .
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ≥ T > 0 (Т - деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у
виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (8)

де xi(t), i = 0, 1, ... - деякi неперервнi обмеженi
при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi

задовольняють умовi lim
t→+∞

x(t) = 0.

Доведення: Розглянемо послiдовнiсть си-
стем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (90)

x1(qt) = Λx1(t) + f (t, x0(t + 1)) , (91)

xi(qt) = Λxi(t)+

+f

(
t,

i−1∑
l=0

xl(t + 1)

)
−f

(
t,

i−2∑
l=0

xl(t + 1)

)
, (9i)

i = 2, 3, .... Покажемо, що вони мають сiм’ї не-
перервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
якi задовольняють умови

|xi(t)| ≤ M∆i, i = 1, 2, . . . . (10i)

де M - деяка додатна стала.
Дiйсно, система рiвнянь (90) має сiм’ю непе-
рервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi задо-
вольняють умовi

|x0(t)| ≤
M

t

∣∣∣ ln λ∗
ln q

∣∣∣ , (100)

де 1 < λ∗ < min {λi, i = 1, . . . , n}. Далi, пiдстав-
ляючи в (91) ряд

x1(t) = −
∞∑

j=0

Λ−(j+1)f
(
qjt, x0(qjt + 1)

)
, (111)

можна переконатися, що вiн є її формальним
розв’язком. Бiльше того, в силу (2), (100), отри-
муємо

|x1(t)| ≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1 ∣∣f (qjt, x0(qjt + 1)

)∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

(
1
λ∗

)j+1
l
∣∣x0(qjt + 1)

∣∣ ≤
≤ 1

λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
l M

(qjt+1)|
ln λ∗
ln q |

≤

≤ 1
λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
lM ≤

≤ M
λ∗

l
1− 1

λ∗
≤ M l

λ∗−1 ≤ M∆.

Отже, системи рiвнянь (90), (91) мають сiм’ї
неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, для
кожного з яких виконуються спiввiдношення
(100), (101).

Враховуючи умови теореми i оцiнки (100),
(101), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) = −
∞∑

j=0

Λ−(j+1)

[
f

(
qjt,

i−1∑
l=0

xl

(
qjt + 1

))
−
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−f

(
qjt,

i−2∑
l=0

xl

(
qjt + 1

))]
, (11i)

i = 2, 3, ... рiвномiрно збiгаються при всiх
t ≥ T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем
рiвнянь (9i), i = 2, 3, ... . Дiйсно, легко переко-
натися, що ряди (11i), i = 2, 3, ... є формальни-
ми розв’язками систем рiвнянь (9i), i = 2, 3, ....
Доведемо їх збiжнiсть.

Справдi, оскiльки ряд (111) рiвномiрно збi-
гається при t ≥ T > 0, то розмiрковуючи за iн-
дукцiєю, припустимо, що збiжнiсть ряду (11i)
доведена уже для деякого i ≥ 1 i доведемо,
що ряд (11i+1) також рiвномiрно збiгається при
t ≥ T > 0 i виконується оцiнка (10i+1). В силу
(2), (11i+1) та (10i) отримаємо

|xi+1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

∣∣∣f (qjt,
∑i

l=0 xl

(
qjt + 1

))
−

−f
(
qjt,

∑i−1
l=0 xl

(
qjt + 1

))∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

l
∣∣∣∑i

l=0 xl

(
qjt + 1

)
−

−
∑i−1

l=0 xl

(
qjt + 1

)∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

l
∣∣xi

(
qjt + 1

)∣∣ ≤
≤ lM∆i 1

λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
≤

≤ M∆i l
λ∗−1 = M∆i+1.

Отже, системи рiвнянь (9i), i=1,2,. . . мають
розв’язки у виглядi рядiв (11i), i=1,2,. . . , що
рiвномiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких
неперервних вектор-функцiй xi (t), i=1,2,. . . ,
якi задовольняють умови (10i). Iз (10i) безпосе-
редньо випливає, що ряд (8) рiвномiрно збiгає-
ться при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної
вектор-функцiї x (t), яка задовольняє умовi

|x (t)| ≤ M

1−∆
.

Далi, дiючи аналогiчно тому, як i при до-
веденнi теореми 1, можна показати, що ряд (8)
задовольняє систему рiвнянь (1), тобто викону-
ється тотожнiсть

∞∑
i=0

xi(qt) ≡ Λ
∞∑
i=0

xi(t) + f

(
t,
∞∑
i=0

xi(t + 1)

)
,

що i завершує доведення теореми.
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Розглянуто плоску контактну задачу теорії пружності про вдавлювання напівнескінченного 

штампа в пружну смугу, нижня межа якої жорстко закріплена, у випадку повного проковзування 
між підошвою штампа і межею смуги з урахуванням сил тертя в області контакту. Із засто-
суванням методу Вінера – Гопфа отримано точний аналітичний розв’язок задачі. Визначено 
розподіли напружень в області контакту та на закріпленій грані смуги, а також нормальні 
переміщення вільної від навантаження частини межі смуги. 

Ключові слова: ковзний контакт, пружна смуга, штамп, метод Вінера – Гопфа, напруження. 
 

In present paper the sliding contact problem of the semi-infinite stamp with rectilinear basis and an 
elastic strip with rigidly fixed bottom edge is considered. Corresponding mixed boundary-value problem of 
theory of elasticity was reduced to single integral equation by means of using the Fourier integral transform. 
The functional equation was obtained after expanding the integral equation on whole real axis and settling 
the functions which are analytical in upper and lower half-planes of the complex plane. The solution of the 
last one was realized by the Wiener – Hopf method. The factorization of the coefficient of functional equation 
was implemented in the form of infinite products which contain roots of transcendental equations. Obtained 
exact analytical solution for stress and displacement includes the power series with exponential 
convergence. The results of the calculation of contact stress and normal displacement on the top edge and 
also normal and tangential stresses on the bottom edge are presented. The calculation was performed for 
different values of friction coefficient and compared with results of smooth contact. 

Key words: sliding contact, elastic strip, stamp, Wiener – Hopf method, stress. 
 

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Жук Я. О. 
 

Вступ 
 

У контактній механіці окремий розділ склада-
ють задачі для пружної смуги, що пов’язано з не-
обхідністю досліджень властивостей конструк-
ційних матеріалів з покриттями. Отримані, в ос-
новному, наближені асимптотичні розв’язки кон-
тактних задач для вузької або широкої (в порів-
нянні з розміром штампа) смуги у випадку глад-
кого контакту, тобто без врахування сил тертя в 
області контакту [1, 2]. 

Дана робота присвячена дослідженню напруже-
но-деформованого стану в пружній смузі при фрик-
ційному контакті з напівнескінченним штампом. 
Раніше ця задача без врахування сил тертя в об-
ласті контакту розв’язана в [3]. 

 
Постановка задачі 
 

Розглянемо пружну смугу x , h y h    
з модулем зсуву G  та коефіцієнтом Пуассона   

в умовах плоскої деформації (рис. 1). Нехай 
нижня грань y h   ( )x     смуги жорстко 
закріплена. У верхню грань y h  смуги на про-
міжку 0 x    вдавлюється штамп з прямолі-
нійною основою, який під дією рівномірно 
розподілених нормального p  і дотичного q  
навантажень рухається рівномірно з малою 
швидкістю так, що динамічними ефектами можна 
знехтувати. Інша частина 0x    верхньої 
межі y h  вільна від навантаження. В області 
контакту 0 x   , y h  підошви штампа з 
частиною верхньої грані смуги нормальні та 
дотичні напруження підпорядковані закону тертя 
Амонтона (Кулона). Для забезпечення проковзу-
вання штампа вздовж смуги на інтенсивності p  і 
q  навантаження необхідно накласти умову 

0q p , де 0  – коефіцієнт тертя; випадку руху 
штампа вліво відповідають значення 0 0 , 

0q  ,  вправо – значення 0 0 , 0q  ( 0p   ) . 
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Рис. 1. Взаємодія штампа з пружною смугою  
 

Крайові умови задачі наступні: 

y y h
u 


  ,  0yx yy h y h

  
 
  (0 )x   , 

 0y y h



 ,  0yx y h



  ( 0)x   , (1) 

0x y hu


 ,  0y y h
u


  ( )x    , 

де   – просідання штампа. Величина   визнача-
ється з умов рівноваги елемента 0 0x x x x    , 

h y h    смуги на нескінченності 0( )x  , 
який знаходиться в умовах однорідного напру-
жено-деформованого стану: y p   , 0x  , 

/ (2 )y h   . Із закону Гука отримаємо 
1 2
1

ph
G








. 

 
Інтегральне рівняння задачі та його 
розв’язання 
 

Введемо невідому функцію нормальних кон-
тактних напружень 
   1

2 y y h
x G 


  (0 )x    (2) 

та її трансформанту Фур’є 

0

1( ) ( )e
2

i rr dr  




  . 

Розглянемо основну змішану крайову задачу 
для смуги, коли на грані y h  задано нормальні 
2 ( )G x  та дотичні 02 ( )G x   напруження, а на 
грані y h   – нульові переміщення. Розв’язок 
шукатимемо за допомогою інтегрального пере-
творення Фур’є. На грані y h  смуги матимемо: 

  
   2

2
2 2

i x
y y h

h
u h e d

h h
 

  
 








  , (3) 

     2 1 3 4 sh 2 2z z z          

    2 2
02 3 4 1 2 shi z z        , 

      2 23 4 ch 2 1 8 1 2z z z        . 

Розв’язок (3) задовольняє всі крайові умови 
(1), окрім першої. Підставивши вираз для нор-
мальних переміщень з (3) в першу крайову умову 
(1), отримаємо інтегральне рівняння 

   2 2 i xh K h e d    






     0 x   .  (4)  

Функцію контактних напружень подамо у 
вигляді 

1( ) ( )
2
px x
G

    , 1( ) 0   . 

Виконавши заміни змінних 
2x h , 2r h , 2 h   

та ввівши нову невідому функцію 

 1
1( ) 2 2 (2 )h h        (0 )   , (5) 

інтегральне рівняння (4) перепишемо у формі 

 
0

( ) ( ) ( )k d f     


   (0 )   , (6) 

 ( )1( ) ( )
2

ik K e d     



 



   , 

2
1

2 ( )( )
( )

sk k

k kk

hp isf e
G s is

 










  , 

де ks  ( 1, 2,k  ) – корені рівняння ( ) 0is   з 
півплощини Re 0s  . 

Рівняння (6) є класичним інтегральним рів-
нянням Вінера – Гопфа.  Для його розв’язання за-
стосуємо метод факторизації [4]. 

Вважаючи, що ( ) 0    при 0  , розповсю-
димо інтегральне рівняння (6) на всю числову 
вісь і застосуємо до нього інтегральне перетво-
рення Фур’є. Увівши невідомі функції комплекс-
ної змінної 

 
0

1( ) ( )
2

izz e d  



   , (7) 

0

0

1( ) ( ) ( )
2

izz e d k d      







    , 

аналітичні відповідно у півплощинах Im z c  і 
Imz c  ( 0, 0c c   ), отримаємо функціональ-
не рівняння 
 ( ) ( ) ( ) ( )K z z z F z      ( Im )c z c   , (8) 

 
0

1( ) ( )
2

izF z f e d 



     

 2
1

1 ( ) 1
( )

k

kk kk

hp is
G iz ss is









 

   . 
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Факторизацію коефіцієнта ( )K z  рівняння (8) 
виконаємо у вигляді нескінченних добутків: 

( ) (0) ( ) ( )K z K K z K z  , 1 2(0) 1K  

 , 

1

1
( ) 1 1

k k k

iz izK z
s






  
      
 , 

1

1
( ) 1 1

k k k

iz izK z
s






  
    

  
 , 

де k   і k  ( 1, 2, )k    – корені рівняння 
( ) 0is   із півплощин Re 0s   і Re 0s   від-

повідно. 
Функцію ( ) / ( )F z K z   подамо як різницю 

аналітичних у півплощинах Im z c  і  Im z c  
функцій: 

( ) ( ) ( )
( )

F z f z f z
K z


 

   , 

2
1

( ) 1( )
( ) ( )( )

k

k k k kk

i hp isf z
G s is K is is z













    . 

В результаті згідно з [4] отримаємо розв’язок 
функціонального рівняння (8): 

( ) ( ) / (0) ( )z f z K K z       , 

( ) ( ) ( )z K z f z    . 
Застосувавши обернене перетворення Фур’є 

до першого співвідношення (7), отримаємо роз-
в’язок інтегрального рівняння (6): 

 1( ) ( )
2

i tt e dt 



 



   ( 0)  . (9)  

 
Визначення напружень та переміщень 
 
Обчисливши інтеграл із (9) за допомогою те-

орії лишків та врахувавши заміни (2), (5), отрима-
ємо контактні напруження ( 0 ): 

 
1

( ) ( )1 (0)
( )

y k k k

kky h

i K iK e
p i

   
 

 




 
  

  . (10) 

Аналогічно, обрахувавши інтеграл із (3) для 0x , 
знайдемо нормальні переміщення ненавантаже-
ної частини верхньої грані смуги ( 0 ): 

 2
1

1 1 ( )
(0) ( ) ( )

y sk k

k k kky h

u is e
K K is s is









 
 . (11) 

Поблизу краю штампа контактні напруження 
та нормальні переміщення мають характерну для 
задач ковзного контакту поведінку 
 1 2( )y y h

O x 


  , 0x ; 

 1 2(( ) )y y h
u O x 


   , 0x , 

 0(1 2 )1 arctg 2(1 )




    . 

яку визначаємо з формул (3), (7) із застосуванням 
тауберових теорем [4]. 

Напруження на нижній грані смуги дістанемо 
у вигляді комплексної комбінації 

 0
1 1( ) (1 )2y yx y h

i ip 
        

 ( )12(1 )
( ) ( )

ie di K







 



     

, (12) 

   ( ) 2(1 ) ch (1 2 ) sh               

      0 2(1 ) ch (1 2 ) shi            . 

Обчислення напружень і переміщень, віднесе-
них до величин p  і   відповідно, за формулами 
(10)–(12) проведено для коефіцієнта Пуассона 

1 3  і різних значень коефіцієнта тертя 0  
( 0 0.25, 0.5, 1  при проковзуванні штампа влі-
во; 0 0  при гладкому контакті; 0 0.25,   

0.5, 1   при проковзуванні штампа вправо). 
На рис. 2 наведено розподіли нормальних кон-

тактних напружень y y h
p


 . Видно, що зі збіль-

шенням коефіцієнта тертя у випадку руху штам-
па вправо ( 0 0 ) спостерігається зменшення 
контактного тиску в середній частині області 
контакту ( 0.3 (2 ) 1x h  ). На краю області кон-
такту ( 0x ) контактний тиск необмежено 
зростає. На відміну від контакту штампа з пруж-
ною півплощиною, де вплив дотичних зусиль, які 
виникають в області контакту за наявності тертя, 
на розподіл контактного тиску є незначним [1], у 
даній задачі цей вплив є суттєвим. 
 

 
Рис. 2. Розподіли контактних напружень ( y h ) 
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На рис. 3 зображено нормальні переміщення 
вільної від навантаження частини верхньої грані 
смуги. На відстані від краю штампа, яка приблиз-
но дорівнює ширині смуги, її верхня межа підні-
мається, утворюючи пагорбок, висота якого зро-
стає при збільшенні параметра 0 ; для від’ємних 
значень 0 0.5   пагорбок зникає і  вся верхня 
межа смуги просідає разом зі штампом. 

 

 
Рис. 3. Розподіли нормальних переміщень ( y h ) 

Рис. 4 і 5 ілюструють  розподіли нормальних 

y y h
p


  і дотичних yx y h

p


  напружень на 

закріпленій нижній грані смуги. Привертає увагу 
той факт, що у випадку проковзування штампа 
вправо ( 0 0 ) у певній зоні нижньої грані смуги 
поза штампом нормальні напруження переходять 
у напруження розтягу. При збільшенні наванта-
ження це може призвести до відшарування смуги 
від жорсткої основи. Зсувні напруження на ниж-
ній грані смуги зменшуються поблизу краю штам-

па внаслідок видавлювання пружного матеріалу з 
під штампа. 

 

 
Рис. 4. Розподіли нормальних напружень ( y h  ) 
 

 
Рис. 5. Розподіли дотичних напружень ( y h  ) 
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Dynamics of rotating pipeline with liquid  
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Досліджується сумісний рух пружного трубопроводу з рідиною, що обертається з заданою ку-

товою швидкістю. Вивчаються нелінійні коливання системи для різних значень кутової швидкості. 
Показано, що обертання зменшує запас стійкості трубопроводу і призводить до прояву біфуркацій-
них режимів.  
 

Ключові слова: пружний трубопровід з рідиною, обертання, режими втрати стійкості, 
альтернативне положення рівноваги. 
 

We consider combined motion of rotating elastic pipeline with liquid. Pipeline is rotated with given 
angular velocity. It was shown that the presence of rotation does not change normal modes of oscillations, 
however, normal frequencies and, as consequence, critical velocities of liquid flow decrease. Rotation is 
reduced in the motion equations as supplementary force, which acts similar to centrifugal forces and 
weakens elastic forces. Therefore, under the presence of rotation stability loss is attained for lesser values of 
liquid velocities. Different modes of behavior of rotating pipeline were considered in a vicinity of liquid flow 
with half of critical velocity for pipeline without rotation. Numerical results showed that there are three 
typical modes of the system behavior. Increase of angular velocity results in normal frequency lowering. 
After reaching certain value of angular velocity, which corresponds to critical velocity of liquid flow in 
rotating reservoir, pipeline begins to perform oscillations in a vicinity of alternative position, normal 
frequencies increase. Further increase of rotation lead to growth of amplitudes of oscillations and finally this 
causes transition to oscillations with larger amplitudes and loss of stability.  

 
Key Words: elastic pipeline with liquid, rotation, mode of loss of stability, alternative equilibrium 

position. 
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Вступ 

В техниці широко використовуються трубо-
проводи з рідиною, що обертаються. Насамперед 
такі інженерні системи пов’язані з використанням 
різних технологій буріння, коли по трубопроводу 
тече рідина, яка або змиває частину зруйнованої 
породи, або розкручує турбінний бур. При 
моделюванні трубопроводів переважна більшість 
задач, що розглядаються, досліджується без 
врахування поступального чи обертального руху 
основи. Розв‘язання таких задач найбільш успішно 
проводиться на основі наближених методів,  
основаних на варіаційних алгоритмах. Додаткову 
складність ця задача містить через потребу 
описувати вихідну механічну систему в мішаному 

вигляді – лагранжевий опис для пружної труби, 
ейлерів опис для рідини. В цілому розроблений 
раніше алгоритм для випадку поступального руху 
основи, на якій встановлено трубопровід, дозволив 
виконати модифікацію для випадку трубопроводу, 
який обертається [1].  

Досліджується рух пружного трубопроводу з 
рідиною, що тече, на основі, яка виконує заданий 
обертальний рух навколо вісі, яка збігається з 
поздовжньою віссю трубопроводу в незбуреному 
прямолінійному стані. З одного боку трубопровід 
консольно защемлений, другий край вільний. 
Розглянуто декілька характерних діапазонів 
обертання трубопроводу. Вважається, що в по-
чатковий момент часу система знаходиться у 
спокої, проте кінематично збурена перша форма 
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коливань з амплітудою 01,0)0(1 c . Вважаємо, що 
рідина однорідна, нестислива, ідеальна. Її 
поздовжній рух заданий. 

Метою роботи є вивчення динамічних проце-
сів руху системи трубопровід – рідина при 
обертанні навколо поздовжньої вісі. 

  

Математична модель 

Математична модель системи будується пов-
ністю аналогічно випадку поступального руху 
основи трубопроводу, тому приведемо лише від-
мінності і додаткові члени в моделі. На відміну від 
випадку без обертання в системі додається 
потенціальна енергія, обумовлена дією відцен-
трових сил, що виникають через обертання  

    
.)(

2
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0
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rot dxuП   

Тут   і   є лінійними густинами труби і 
рідини,   – задана кутова швидкість обертання 
трубопроводу, u  – поперечна деформація трубо-
проводу, l – довжина трубопроводу.  

В підсумку наявність цього додаткового чле-
на після застосування методу модальної деком-
позиції в формі розкладу рухів трубопроводу по 

формах коливань iA  з амплітудними парамет-рами 

ic  (


i
ii xAtctxu )()(),(

) приведе до таких 
рівнянь руху  

  





  2
2

4

2
7

ir
i

i
r

rrr c
N

VcEJc 








      





  2112
ir

i
i

r
irri

i
i

r
c

N
PFc

N
V 









 

  


  22 2)( ir
i

i
r

r c
N

Vc 












   222

2
11

2
1

krijjkir
rijk

kjijkirkj
ijk

i
r

dd
N

cccdccc
N



 

    





  46

2 ijkrkj
ijk

i
r

ijkl
ijk

kji
r

dccc
N

EFdccc
N

EJ


  .
4

13 4
2

ijkrk
ijk

ji
r

dccc
N

V 





 
Зміст коефіцієнтів рівнянь залишається таким 

де як і у випадку трубопроводу без обертання [1]. 
Звернемо увагу, що в наслідок обертання в рів-

няннях руху додається один член, який підкре-
слений двома рисками. Відразу зазначимо, що його 
дія є протилежною до дії оновлюючої сили. В той 
же час структура рівнянь в порівнянні з випадком 
без обертання не змінилася. Форми коливань 
трубопроводу і хвильові числа ik  у випадку 
обертання залишаються такими ж як і у випадку 
нерухомої основи трубопроводу, проте частотні 
параметри ip  змінюються  

.      дe     , 22242







EJaakp ii
 

Тут EJ  – згинна жорсткість трубопроводу, a  
– швидкість поширення збурень.  

Для оцінки як обертання впливає на критичну 
швидкість течії рідини випишемо лінеаризоване 
рівняння руху системи в дискретних параметрах 
для першої форми коливань  
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де   – частота коливань трубопроводу.  
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Із виразу для критичної швидкості видно, що обер-
тання сприяє зменшенню критичної швидкості.  

Чисельний приклад 

Розглянемо задачу про рух трубопроводу з 
консольним закріпленням з одного боку і вільним 
краєм з іншого. Трубопровід може виконувати 
обертання з заданою кутовою швидкістю. При чис-
ловій реалізації введемо наступні фізичні і геоме-
тричні параметри трубопроводу при розгляді 
впливу кутового руху. Вважаємо трубопровід 
циліндричним, виробленим з алюмінію, довжиною 
1 м, внутрішній радіус 2 см, товщина труби – 2 мм. 
Фізичні параметри для рідини приймаються як для 
води, що тече в трубопроводі. Розглядається 
випадок початкового відхилення трубопроводу по 
перцій формі з амплітудою 01,0)0(1 c .  

Розглянемо варіанти обертання трубопроводу 
з кутовими швидкостями до .20  При цьому 
швидкість течії рідини 15,0 KPVV  , де критична  
швидкість обираєтся для випадку, коли обертання 
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трубопроводу відсутнє. Перша критична швид-
кість для трубопроводу без обертання є характер-
ною величиною, яка для обраних фізичниз і  гео-
метрричних параметрів рівна 20,94 м/с. Будемо 
розглядати поведінку трубопроводу при швидкості 
течії рідини 15,0 KPVV  , що приблизно відповідає 
10 м/с. Період першої форми коливань для такого 
трубопроводу буде Т=0,1567 с. При обчисленнях 
вводиться безрозмірний час як тривалість періоду 
коливань за першою формою. Далі в результатах 
час фактично відповідає кількості періодів коли-
вань по першій формі. Ця власні частоту коливань 

буде .11,402
1 сT

   

Чисельні результати одержувалися на основі 
нелінійної моделі динаміки трубопроводу. При 

цьому приймалося до уваги 7 форм коливань 
трубопроводу.  

Для різних частот обертання можна на основі 
прийнятої моделі дослідити поведінку системи і 
тепер вже за рахунок зміни швидкості обертання 
змінювати ступінь наближення системи до критич-
ної швидкості, тобто до внутрішнього  резонансу. 
Було проаналізовано поведінку системи на інтер-
валі зміни швидкостей обертання від 0  до 

.20   Найбільш характерні випадки поведін-

ки системи спостерігаються при ,01   
,102   ,163    .204    Нумерація кривих 

виконана у відповідності з нумерацією частот 
обертання трубопроводу.  

 
 

 
 
 

Рис 1. Зміна в часі амплітуди першої форми коливань трубопроводу  
для різних варіантів кутової швидкості  

 
 

На Рис. 1 показано зміну в часі амплітуди 
першої форми коливань трубопроводу для різних 
варіантів кутової швидкості обертання. Для 

01   в системі відбуваються стійки коливання. 
При збільшенні швидкості обертання  102   
стійкість процесів не порушується, проте у 
відповідності із співвідношенням для залежності 
частоти коливань від кутової швидкості частота 
коливань спадає. При подальшому збільшенні 
швидкості обертання до  163   в системі 
відбувається наближення до області, де швид-
кість течії стає близькою до критичної.  Тепер 
коливання відбуваються вже в околі альтернат-
тивного положення динамічної рівноваги. При 

цьому частота коливань значно зростає і стає 
навіть вищою за випадок коливань трубопроводу 
без обертання. Тобто обертання в цьому діапа-
зоні зміни кутових швидкостей має стабілізуючу 
роль. При подальшому зростанні частоти обер-
тання  204   частота коливань змінюється 
несуттєво, однак зростає амплітуда коливань і в 
кінці інтервалу часу, що розглядається, 
коливання навколо  альтернативного положення 
рівноваги втрачають стійкість.  

Таким чином обертання приводить до вник-
нення трьох режимів динамічної поведінки  
трубопроводу.  

До швидкостей обертання приблизно рівних 
 152  в системі відбуваються стійкі коливання 
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в околі початкового прямолінійного положення 
трубопроводу; при цьому із збільшенням 
швидкості обертання частота коливань падає.  

В діапазоні  1815   коливання  трубо-
проводу відносно прямолінійного положення 
можуть втратити стійкість і будуть відбуватися 
відносно альтернативного положення рівноваги; 
при цьому частота коливань зростає і стає 
більшою ніж у випадку коливань трубопроводу 
без обертання.  

При коливаннях трубопроводу в діапазоні 
більшому за  18  коливання відбуваються із 
зростаючою амплітудою; можлива втрата стійко-
сті коливань відносно альтернативного положен-
ня рівноваги і перехід до коливань відносно 
початкового прямолінійного положення трубо-
проводу; частота коливань змінюється несуттєво 
в порівнянні з коливаннями на другому діапазоні 
динамічної поведінки трубопроводу.  

Висновки 
На основі варіаційного підходу поширено 

застосування моделі [1, 2] на випадок оберталь-
ного руху трубопровода з рідиною.   

Чисельно проаналізовано групу прикладів 
по коливаннях трубопроводу, що обертається, з 
рідиною. Досліджується  розвинення  перехідних  

 

процесів на інтервалі перших 8–10 періодів ко-
ливань по першій формі.   

Показано, що обертання трубопроводу при-
водить до появи трьох діапазонів поведінки тру-
бопроводу з рідиною, що тече. Вони обумовлені 
тим, що обертання зменшує значення критичних 
швидкостей течії рідини.  

В докритичному діапазоні розвиток коли-
вань відбувається стійко відносно прямолінійно-
го положення рівноваги трубопроводу з часто-
тою, яка зменшується із зростанням частоти обе-
ртання.  

В білякритичному  діапазоні коливання від-
буваються в околі альтернативного положення 
рівноваги з частотою, що незначно перевершує 
частоту коливань трубопроводу без обертання. 
При зростанні швидкості обертання трубопрово-
ду частота коливань змінюється незначно, амплі-
туда зростає і можлива втрата стійкості коливань 
трубопроводу.  

Таким чином в цілому обертання трубопро-
воду спричиняє дестабілізуючу роль для коли-
вань. В цьому випадку прояви режимів втрати 
стійкості, прояви біфуркацій них режимів мож-
ливі навіть при швидкостях течії, які набагато 
менші за критичні значення швидкостей для ви-
падку трубопроводу без обертання.   
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Розглянуто згин пружної смуги трьома зосередженими нормальними силами, одна з яких 

прикладена до однієї грані смуги, а дві інших сили – до іншої грані. Із застосуванням інтегрального 
перетворення Фур’є знайдено точний аналітичний розв’язок задачі. Подано результати розрахунків 
розподілів напружень в різних поперечних перерізах смуги та нормальних переміщень на середній 
лінії смуги. Проведено порівняння отриманих результатів з результатами наближеного розв’язку 
задачі у межах теорії балок Кірхгофа.  

Ключові слова: згин, пружна смуга, напруження, переміщення, балка. 
 

It was considered the bend of elastic strip by three normal concentrated forces, which one of them was 
put on the one side of the strip, and two others forces were put on the another side. With the application of 
integral transformation of Fourier it was found the exact analytic solution of the problem, according to 
which the stresses were expressed by convergent integrals of Fourier, and displacements by divergent 
integrals. To define the latter it was used the apparatus of general functions. It was given the results of 
calculations of the stress distribution in the different accros sections of the bend and the normal 
displacements on the middle line of the bend. It was compared the obtained results with the results of the 
approximate solution of the problem in the bound of the theory of Kirchhoff's beams. In the last case it was 
considered the bend of the beam with the hing fixing edges by central concentrated force. It was elucidated, 
that in case of relatively thin beams the theory of Kirchhoff give good results for crooks and stresses  on 
some distance from the points of putting the concentrated forces. It was defined the zones of great 
concentration of tangent stresses in the across sections of the strip near the lines where concentratedforces 
had effect. Stress components exceed more than several times the stress components, which were obtained by 
the beam's theory in the zones. 

Key Words: bend, elastic strip, stress, displacement, beam. 
 

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Жук Я. О. 
 

Вступ 
 

Як відомо [1], використання прикладних тео-
рій згину тонких пластин, балок та оболонок, які 
базуються на певних фізичних гіпотезах, призво-
дить до значних похибок при визначенні напру-
жено-деформованого стану вказаних тіл поблизу 
їх меж та в околі концентраторів напружень. 

З метою визначення меж застосування теорії 
Кірхгофа згину балок та уточнення отриманих за 
цією теорією результатів нижче розглядається 
задача про згин балки, яка шарнірно опирається 
своїми краями на дві опори, центральною зосе-
редженою нормальною силою. Ця задача еквіва-
лентна задачі циліндричного згину смугової шар-
нірно опертої пластини рівномірно розподілени-
ми уздовж лінії симетрії пластини поперечними 

силами. Порівнюються два розв’язки: точний 
розв’язок рівнянь теорії пружності для пружної 
смуги, тобто для пластини, яка знаходиться у ста-
ні плоскої деформації, та наближений розв’язок 
за теорією балок Кірхгофа з використанням гіпо-
тези прямої нормалі. 

Підхід, який полягає в комбінуванні розв’язку 
рівнянь теорії пружності в околі зосередженої 
нормальної сили (задачі Фламана для півплощи-
ни [2]) та розв’язку за теорією Кірхгофа поза вка-
заним околом, розвинуто в роботах [3, 4]. 

 

Постановка задачі 
 

Пружна смуга, яка займає область x    , 
h y h    і має пружні характеристики G  і   

(G  – модуль зсуву,   – коефіцієнт Пуассона), 
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знаходиться у стані плоскої деформації. Смуга 
згинається трьома зосередженими нормальними 
силами: сила P  прикладена до верхньої грані 
y h  смуги у точці 0x  , сили 2P  – до ниж-

ньої грані y h   у точках x a , x a  . 
Відповідна крайова задача для смуги скла-

дається із двох рівнянь рівноваги Ламе відносно 
компонент xu , yu  вектора переміщень [2]: 

 
22 2

2 22(1 ) (1 2 ) 0yx x uu u
x yx y
 

      
  

, 

 
2 22

2 2(1 2 ) 2(1 ) 0y yx u uu
x y x y

 
      

   
 (1) 

і крайових умов відносно нормальних та дотич-
них напружень 

 ( )y y h
P x


    , 

  ( ) ( )2y y h
P x a x a


        , 

 0xy y h
     ( x    ), (2) 

де ( )x  – дельта-функція Дірака. 
 
Розв’язання крайової задачі 
 
Для розв’язання крайової задачі (1), (2) засто-

суємо інтегральне перетворення Фур’є за змін-
ною x . Відносно трансформант переміщень 

 ipx
x xu u e dx





  ,   ipx
y yu u e dx





   (3) 

із (1) отримаємо систему звичайних диференці-
альних рівнянь 

 
2

2
2(1 2 ) 2(1 ) 0yx

x
dud u p u ip dydy

      
  , 

 
2

2
22(1 ) (1 2 ) 0yx

y
d uduip p udy dy

       
  . (4) 

Увівши розв’язувальну функцію ( )y  за допо-
могою рівностей  
 22(1 ) ( ) (1 2 ) ( )xu y p y        , 
 ( ) ( )yu y ip y   (5) 
так, щоб задовольнити тотожно друге рівняння 
(4), із першого рівняння (4) отримаємо диферен-
ціальне рівняння 
 2 4( ) ( ) ( ) 0IV y p y p y      , (6) 
загальним розв’язком якого є функція 
 0 0 0 0( ) ch sh ch shy A py B py C y py D y py      (7) 

з довільними сталими 0A , 0B , 0C , 0D . 

Із (5), (7) знаходимо 
1ch sh (3 4 ) sh chxu A py B py C p py y py          

 1(3 4 ) ch shD p py y py      , (8) 

 sh ch sh chyiu A py B py Cy py Dy py     , 

0 0( )A A p D p  , 0 0( )B B p C p  , 2
0C C p , 2

0D D p . 
Трансформанти напружень дістаємо із (8) за 

допомогою закону Гука і співвідношень Коші [2]: 
 1(2 ) ch sh (3 2 )shxi G Ap py Bp py C py         

   ch (3 2 )ch shpy py D py py py     , 

1(2 ) ch sh (1 2 )shyi G Ap py Bp py C py         

   ch (1 2 )ch shpy py D py py py     , 

 1(2 ) sh ch 2(1 )chxyG Ap py Bp py C py        

   sh 2(1 )sh chpy py D py py py     . (9) 

Крайові умови (2) відносно трансформант на-
пружень набувають вигляду 

 2y y h
P
G

   ,  cos2y y h
P apG

   , 

 0xy y h
  . (10) 

Задовольнивши виразами (9) систему рівностей 
(10), отримаємо 

 22(1 )sh ch cos
(sh 2 2 )

ph ph phiPA apG p ph ph
  




, 

 22(1 )ch sh sin
(sh2 2 )

ph ph phiPB apG p ph ph
  




, (11) 

 
2ch sin

sh 2 2
ph apiPC G ph ph

 


,  
2sh cos

sh2 2
ph apiPD G ph ph

 


. 

Оберненим перетворенням Фур’є із (8), (9), 
(11) знаходимо компоненти переміщень та на-
пружень у пружній смузі, що відповідають роз-
в’язку крайової задачі (1), (2). Зокрема, верти-
кальні переміщення на середній лінії смуги набу-
дуть вигляду 

2
0

2(1 )ch sh sin 2(sh2 2 )
ix h

y y
aPu e dG h


 




    
    . (12) 

В останньому виразі підінтегральна функція 
має порядок величини 2  при 0 , а інтеграл 
є розбіжним і його слід розуміти в узагальненому 
сенсі. З використанням узагальненого значення 
інтеграла 

 2

ix h xe d
h

  



   
 , (13) 

яке можна отримати подвійним інтегруванням за 
x  інтеграла 
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 2 ( )ix he d h x


 



    , (14) 

із (12) отримаємо 

 
2

0 3
23(1 )

8y y
Pa Pu x GGh     


 (15) 

2
2

2 2
0

2(1 )ch sh 3(1 )sin cos2(2 sh2 ) 8
aa x dh hh

                
 . 

 
Наближений розв’язок за теорією Кірхгофа 

 
У теорії Кірхгофа циліндричного згину тонких 

пластин переміщення yu  наближено дорівнюють 
функції прогину ( )w x  (з протилежним знаком), 
яка вважається незмінною по товщині пластини і 
задовольняє диференціальне рівняння 

( ) ( )IV Pw x xD     ( 34
3(1 )D Gh


, a x a   )  (16) 

та крайові умови шарнірного опирання 
 ( ) 0w a  ,   ( ) 0w a   . (17) 

Розв’язком крайової задачі (16), (17) є функція 

  3 2 3( ) 3 212
Pw x x ax aD   , (18) 

а згинальний момент і узагальнена перерізуваль-
на сила виражаються через прогин так: 

 
2

2x
d wM D
dx

  ,   
3

3x
d wQ D
dx

  . (19) 

Крім того, горизонтальні переміщення та на-
пруження приймаються такими: 

 x
dwu y dx  ,   3

3
2x x

y M
h

  ,   0y  , 

 2 2
3

3 ( )
4xy xh y Q
h

   . (20) 

 
Результати обчислень 

 
Безрозмірні вертикальні переміщення yu   

 3

3 0 0,y yy y x a
Gh u u
Pa   

   середньої лінії смуги у 

точці 0x  , які обчислені за формулою (15) при 
0,3  , подано у табл. 1 для різних значень від-

носної ширини смуги h a . Із зменшенням остан-
нього параметра абсолютні значення yu  набли-
жаються до значення 0,0875 безрозмірного про-

гину 
3

3 ( )Ghw w x
Pa

  у центрі балки ( 0x  ), розра-

хованого за формулою (18), а для 8a a h   від-

різняються від нього на 5 %. Графічно перемі-
щення yu  (криві 1, 2, 3 для 2, 4, 8a   відповідно) 
і прогин w  (пунктир) показано на рис. 1. 

Таблиця 1 

a h  yu  ( 0x  ) a h  yu  ( 0x  ) 
2 
3 
4 
6 
8 
10 

0,1416 
0,1141 
0,1033 
0,0950 
0,0919 
0,0904 

12 
15 
20 
50 
80 
100 

0,0896 
0,0889 
0,0883 
0,0877 
0,0876 
0,0875 

 

 yu
w

 1 
 0,1 2, 3 
 
 0,05 
 
 0 
 
–0,05 
 3 
 –0,1 2 

–0,15 1 
 0 0,5 1 1,5 x h  
Рис. 1 

Всі інші розрахунки проведено для значення 
8a   і коефіцієнта Пуассона 0,3  . 

Розподіли безрозмірних нормальних напру-
жень ( )x xh P    уздовж поперечних перерізів 
смуги 0,25 ; 0,5 ; 0,7 ;x a a a a  зображені криви-
ми 1, 2, 3, 4 відповідно на рис. 2. Пунктирні лінії 
відповідають теорії Кірхгофа. Поодаль від ліній 
дії сил теорія Кірхгофа дає задовільні результати 
(розподіли 2, 3), а поблизу від однієї із вказаних 
ліній (розподіл 1) або безпосередньо на лінії 
x a  дії сили 2P  (розподіл 4) напруження x  
за точним розв’язком мають нелінійний розподіл, 
особливо в околі точки прикладання сили. 
 

 y h  
 1 2 3 4 
 0,5 
 

 0 
 
 –0,5 
 
 –1 
 –8 –6 –4 –2 0 2 4 x  
Рис. 2 
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На рис. 3 показано розподіли безрозмірних до-
тичних напружень ( )xy xyh P    по ширині сму-
ги вздовж прямих 0,9 ; 0,95 ; 0,97 ;x a a a a  (кри-
ві 1–4). За теорією Кірхгофа усі ці розподіли 
збігаються між собою і показані пунктирною лі-
нією. Вони практично збігаються з розподілами 
дотичних напружень за точним розв’язком на пе-
вній відстані від ліній дій сил ( 0,1 0,9a x a  ). 
 

 y h  
 
 0,5 

 
0

 4 3 2 1 

 
 –0,5  

 

 
–1

 0 0,1 0,2 0,3 xy  
Рис. 3 
 

 max  

 8 

 6 

 4 

 2 
  
 0 0,01 0,02 0,98 0,99 x  
Рис. 4 
 

У перерізах смуги, близьких до лінії x a  дії си-
ли максимум безрозмірних дотичних напружень 

max  помітно зростає, а точка, у якій досягається 
цей максимум зсувається із середньої лінії смуги 
і підходить близько до межі смуги і точки 
прикладання сили. Як показано на рис. 4, значен-
ня max  у поперечних перерізах смуги поблизу 
ліній 0x  , x a  дій сил перевищують відповід-
не значення за теорією Кірхгофа ( max 0,37  ) у 
декілька разів. 

На рис. 5 показано вигляд нормалей 0,125 ;x a  
0,25 ; 0,5 ; 0,75a a a  (криві 1–4) після деформації 
пластини. Пунктирні лінії відповідають теорії 
Кірхгофа. Тут ( )x xu k G P u , ( )yu y h k G P    

0
( )y y y
u u


  , 0,1149k  . Незважаючи на те, що 

  
yu  

 1 2 3 4  
0,5 

  
0 

 
 –0,5 
 
 –1 
 –1 –0,75 –0,5 –0,25 0 0,25 0,5 0,75 xu  
Рис. 5 
за точним розв’язком нормаль пластини поза ма-
лими околами точок прикладання сил залишаєть-
ся майже прямою, все ж таки використання теорії 
Кірхгофа може давати значні похибки при обчис-
ленні напружень та переміщень у пластині. 
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Вивчається крайова задача для лiнiйного диференцiального псевдогiперболiчного оператора
третього порядку. Диференцiальний оператор дiє у просторах узагальнених функцiй скiнченного
порядку типу просторiв Соболева. Розглядається узагальнена постановка. Доведено, що псевдо-
гiперболiчний оператор задовольняє ланцюг апрiорних нерiвностей в рiзних класах узагальнених
функцiй. Доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку псевдогiперболiчного рiвняння.

Ключовi слова: пседвогiперболiчне рiвняння, якiсний аналiз, узагальненi функцiї, розв’язок.

The paper deals with linear third order differential pseudo-hyperbolic equations defined in a cylindrical
domain. We require that the state function of the equations satisfies the homogeneous initial and boundary
conditions of the first, second, or third types. The main operator of the pseudo-hyperbolic equation is
required to be uniformly elliptic with respect to the space variables.

The chief result of the article is the existence and uniqueness theorems for the pseudo-hyperbolic
equations in the terms of theory of distributions (generalized functions) of finite order. Since the problem
is considered in the weak formulations, we continuously extend the classical pseudo-hyperbolic operator
and its adjoint operator to operators defined in certain spaces of distributions. This allows us to prove
an infinite chain of a priori inequalities for the extended pseudo-hyperbolic operators and their adjoint
operators. The proof is based on using specific auxiliary integral and differential operators with respect
to the time variable. The existence and uniqueness theorems for both the pseudo-hyperbolic equations and
their adjoint ones proceed from these inequalities.

Key Words: pseudo-hyperbolic equation, qualitative analysis, distributions, solution.

Статтю представив д.т.н., с.н.с. Кудiн В.I.

У цилiндричнiй областi (t, ξ) ∈ Q = (0, T ) ×
×Ω, де Ω⊂Rn — обмежена однозв’язна область з
регулярною межею ∂Ω, розглянемо лiнiйний ди-
ференцiальний псевдогiперболiчний оператор:

Lu =
∂2u

∂t2
+A

(
∂u

∂t

)
+B(u). (1)

Диференцiальнi оператори A та B не зале-

жать вiд часової змiнної t i задаються стандар-
тними загальними диференцiальними виразами
другого порядку за просторовими змiнними ξ =
= (ξ1, . . . , ξn). Наприклад,

A(u) = −
n∑

i,j=1

(aijuξi)ξj +
n∑

i=1

aiuξi + au.

Вимагається, щоб оператор A був рiвномiрно

c⃝ А.В. Анiкушин, Д.А. Номiровський, 2015
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елiптичним в областi Ω.
Межа ∂Ω областi Ω складається з трьох ре-

гулярних частин γ1, γ2, γ3. Покладемо Γi =
= (0, T )×γi, де i∈{1, 2, 3}. Функцiя стану u(t, ξ)
задовольняє однорiднi крайовi умови:

u|Γ1 =
∂Lu

∂n⃗
|Γ2 =

(
a0(x)u+

∂Lu

∂n⃗

)
|Γ3 = 0 (2)

та початковi умови:

u|t=0 =
∂u

∂t
|t=0 = 0, (3)

де ∂Lu/∂n⃗ = (gradL u, n⃗)Rn , а L-градiєнт gradL
визначено в [1].

В статтi [1] для оператора L доведено апрiор-
нi нерiвностi в деяких просторах узагальнених
функцiй скiнченного порядку:

∥u∥W 0
0
6 c1∥Lu∥(W 1

T )∗ 6 c2∥u∥H1
0
6

6c3∥Lu∥(H1
T )∗ 6 c4∥u∥W 1

0
, (4)

де u(t, ξ) — довiльна функцiя простору W 1
0 , ci —

додатнi сталi, що не залежать вiд u(t, ξ).
Допомiжнi iнтегро-диференцiальнi операто-

ри, якi використано у доведеннi нерiвностей (4),
дозволяють встановити подiбнi спiввiдношення
для спряженого псевдогiперболiчного оператора.
Крiм цього, на основi отриманих апрiорних не-
рiвностей можна вивчати лiнiйний псевдогiпер-
болiчний оператор, що дiє в iнших парах просто-
рiв. Зокрема, нерiвностi (4) можна "зсунути" на
диференцiальний оператор dk/dtk при довiльних
цiлих значеннях k.

Розповсюдимо позначення u(k) для k-ої похi-
дної за змiнною t для функцiї u ∈ L0 на випа-
док цiлих вiд’ємних значень k . У випадку k ∈
∈ Z, k < 0 пiд u(k) будемо розумiти функцiю,
яку одержано пiсля |k|-кратного застосування до
функцiї u(t, ξ) оператора iнтегрування

u(t, ξ) →
∫ t

0
u(τ, ξ) dτ.

Використовуючи iнтегральний оператор

v(t, ξ) →
∫ t

T
v(τ, ξ) dτ,

введемо для кожної функцiй v ∈ LT подiбне по-
значення: v[k]. Зауважимо, що функцiя v[k] для

k>0 визначається як звичайна k-та похiдна фун-
кцiї v ∈ LT за змiнною t.

Використовуючи наведенi позначення, уведе-
мо до розгляду простори W k

0 , Hk
0 , W k

T i Hk
T

для випадку цiлих значень k. Наприклад, пiд
W k

T будемо розумiти простiр, побудований як
поповнення множини функцiй LT за нормою:

∥v∥2
Wk

T
=

n∑
i=1

∫
Q

(
v
[k]
ξi

)2
dQ.

Зрозумiло, що природне розширення лiнiйно-
го вiдображення u → u(k), де k ∈ Z, з множини
L0 на весь простiр W l

0, де l ∈ Z, задає iзометрiю
мiж простором W l

0 (або вiдповiдно H l
0) i просто-

ром W l−k
0 (вiдповiдно H l−k

0 ).
З аналогiчних причин розширення вiдобра-

ження v → v[k], де k ∈ Z, задає iзометрiю мiж
простором W l

T (або вiдповiдно H l
T ) i простором

W l−k
T (вiдповiдно H l−k

T ).
Для всiх u i k,m ∈ Z виконується рiвнiсть:

(u(k))(m) = u(k+m).

Зокрема, рiвнiсть (u(1))(−1) = u, яку формально
можна подати у виглядi:∫ t

0
ut(τ, ξ)dτ = u(t, ξ),

справджується для всiх W 0
0 , незважаючи на те,

що простiр W 0
0 мiстить i такi нескiнченно дифе-

ренцiйовнi функцiї u(t, ξ), якi не обертаються в
нуль при t = 0.

Аналогiчне твердження має мiсце i для вiд-
ображення: v → v[k].

Використовуючи формулу iнтегрування ча-
стинами i початковi умови на функцiї u i v, мо-
жна показати, що для довiльних функцiй u ∈ L0

i v ∈ LT має мiсце рiвнiсть:

(Lu, v)L2(Q) = (u, vtt − avt + bv)L2(Q)+

+

n∑
i,j=1

(∫ t

0
uξidτ, aijvξjtt − bijvξjt

)
L2(Q)

+ (5)

+

n∑
i=1

(∫ t

0
uξidτ, aivtt − bivt

)
L2(Q)

−

−
(∫ t

0
a0udτ, vt

)
L2(Γ3)

.

Праву частину останньої рiвностi (5) мо-
жна розглядати як означення розширення опе-
ратора L до оператора (за яким збережемо
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попереднє позначення), що дiє в просторах
L : H0

0 → (W 2
T )

∗ i визначений на всьому просто-
рi H0

0 .
Неважко довести, що розширений опера-

тор L : H0
0 → (W 2

T )
∗ є лiнiйним i неперерв-

ним. Спряжений лiнiйний неперервний оператор
L∗ : W 2

T → (H0
0 )

∗ також визначається правою ча-
стиною рiвностi (5).

Лема 1. Нехай L : H0
0 → (W 2

T )
∗. Для довiльної

функцiї u ∈H0
0 мають мiсце нерiвностi

∥u∥W−1
0

6 c1∥Lu∥(W 2
T )∗ 6 c2∥u∥H0

0
, (6)

де c1, c2 — додатнi сталi, що не залежать вiд
функцiї u(t, ξ).

Доведення. Якщо до виразу, визначеному пра-
вою частиною рiвностi (5), застосувати нерiв-
нiсть Кошi-Буняковського в iнтегральнiй формi
i нерiвнiсть Фрiдрiхса, то отримаємо доведення
правої частини (6).

Для доведення нерiвностi ∥u∥W−1
0

6
6 c1∥Lu∥(W 2

T )∗ розглянемо значення функцiо-

нала Lu ∈ (W 2
T )

∗ на елементi

v[−1](t, ξ) =

∫ t

T
v(τ, ξ) dτ,

де функцiя v(t, ξ) — розв’язок задачi Кошi для
звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку:

eMt(vt − v) =

∫ t

0
u(τ, ξ) dτ, v|t=T = 0. (7)

Вiдзначимо, що легко встановити належнiсть
функцiї v[−1](t, ξ) простору W 2

T . Справдi, оскiль-
ки функцiя u(t, ξ) належить простору H0

0 ,
то функцiя u(−1)(t, ξ) належить простору H1

0 .
З леми 1 роботи [1] випливає, що функцiя
e−Mtu(−1)(t, ξ) є елементом простору W 0

0 . Ви-
користовуючи лему 3 роботи [1] i посилаючись
на рiвнiсть (7), маємо, що v∈W 1

T . Тому v[−1](t, ξ)
належить простору W 2

T .
Використовуючи формулу iнтегрування ча-

стинами, можна показати, що має мiсце рiвнiсть:⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T

=
⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T

.

Ураховуючи те, що функцiї u(−1) i v зв’язанi
мiж собою рiвнiстю (7), для оцiнки знизу виразу

⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T
можна повторити мiркування

леми 4 статтi [1]. Це дозволяє стверджувати, що
для деякої досить великої додатної сталої c ма-
ють мiсце спiввiдношення:

c
⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T

> ∥u(−1)∥2W 0
0
+ ∥v∥2W 1

T
=

= ∥u∥2
W−1

0
+ ∥v[−1]∥2W 2

T
> 2∥u∥W−1

0
∥v[−1]∥W 2

T
.

Застосовуючи до виразу
⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T
нерiв-

нiсть Шварца, отримуємо:

c∥Lu∥(W 2
T )∗∥v[−1]∥W 2

T
> c

⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T

>

>2∥u∥W−1
0

∥v[−1]∥W 2
T
.

Якщо в останнiй нерiвностi лiву i праву части-
ни скоротити на ∥v[−1]∥W 2

T
, то отримаємо лiву

частину нерiвностей (6).

Використовуючи формулу iнтегрування ча-
стинами, праву частину рiвностi (5) для всiх u ∈
∈ L0 i v ∈ LT можна переписати у виглядi:

(u, vtt − avt + bv)L2(Q) + (a0u, v)L2(Γ3)−

−
n∑

i,j=1

(
uξi , aijvξjt − bijvξj

)
L2(Q)

− (8)

−
n∑

i=1

(uξi , aivt − biv)L2(Q) .

Отриманий вираз задає звуження оператора
L : H0

0 → (W 2
T )

∗. Такий звужений оператор буде
визначений на всiй множинi W 0

0 та буде дiяти у
просторах L : W 0

0 → (H2
T )

∗.

Лема 2. Нехай L : W 0
0 → (H2

T )
∗. Для довiльної

функцiї u ∈W 0
0 має мiсце нерiвнiсть

∥u∥H0
0
6 c1∥Lu∥(H2

T )∗ 6 c2∥u∥W 0
0
, (9)

де c1, c2 — додатнi сталi, що не залежать вiд
функцiї u(t, ξ).

Доведення. Якщо до виразу (8) застосувати не-
рiвнiсть Кошi-Буняковського в iнтегральнiй фор-
мi i нерiвнiсть Фрiдрiхса, то отримаємо доведе-
ння правої частини (9).

Для доведення нерiвностi ∥u∥H0
0

6
6 c1∥Lu∥(H2

T )∗ розглянемо значення функцiо-
нала Lu на елементi v(t, ξ), де функцiя v(t, ξ) —
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розв’язок задачi Кошi для звичайного диферен-
цiального рiвняння другого порядку:

eMt(v − vt + βvtt) = u, v|t=T = vt|t=T = 0.

Вiдзначимо, що з леми 2 статтi [1] випливає,
що функцiя v(t, ξ) належить простору W 2

T , а от-
же i простору H2

T . Використовуючи формулу iн-
тегрування частинами, можна показати, що має
мiсце рiвнiсть:

⟨Lu, v⟩H2
T
=

⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T

.

Ураховуючи, що функцiї u(−1) i v зв’язанi мiж
собою спiввiдношенням

eMt(v − vt + βvtt) =
(
u(−1)

)
t
,

для оцiнки знизу виразу
⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T
мо-

жна повторити мiркування леми 5 статтi [1]. Це
дозволяє стверджувати, що для деякої досить ве-
ликої додатної сталої c мають мiсце спiввiдно-
шення:

c
⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T

> ∥u(−1)∥2H1
0
+ ∥vt∥2H1

T
=

= ∥u∥2H0
0
+ ∥v∥2H2

T
> 2∥u∥H0

0
∥v∥H2

T
.

Застосовуючи до виразу ⟨Lu, v⟩H2
T

нерiвнiсть
Шварца:

c∥Lu∥(H2
T )∗∥v∥H2

T
> c ⟨Lu, v⟩H2

T
> 2∥u∥H0

0
∥v∥H2

T

i скорочуючи на ∥v∥H2
T
, завершуємо доведення

леми:

Мiркуючи аналогiчним чином, доведенi апрi-
орнi нерiвностi можна "зсунути" на оператор
u → u(k) для довiльного цiлого значення k. Та-
ким чином, має мiсце теорема.

Теорема 1. Для довiльного числа k∈Z i довiльної
функцiї u ∈W k

0 мають мiсце нерiвностi

∥u∥Wk−1
0

6 c1∥Lu∥(W 2−k
T )∗ 6 c2∥u∥Hk

0
6

6c3∥Lu∥(H2−k
T )∗ 6 c4∥u∥Wk

0
,

де ci — додатнi сталi, що не залежать вiд фун-
кцiї u(t, ξ).

Використовуючи мiркування двоїстостi, ана-
логiчнi апрiорнi нерiвностi можна довести i для
спряженного оператора L∗.

Теорема 2. Для довiльного числа k∈Z i довiльної
функцiї v ∈W k

T мають мiсце нерiвностi

∥v∥Wk−1
T

6 c1∥L∗v∥(W 2−k
0 )∗ 6 c2∥v∥Hk

T
6

6c3∥L∗v∥(H2−k
0 )∗ 6 c4∥v∥Wk

T
,

де ci — додатнi сталi, що не залежать вiд фун-
кцiї v(t, ξ).

З тверджень теорем 1, 2 випливає iн’єктив-
нiсть операторiв L i L∗.

Вивчимо питання iснування та єдиностi
розв’язку псевдогiперболiчного операторного
рiвняння Lu = f . У випадку, коли права частина
f є узагальненою функцiєю певного скiнченного
порядку, деякi результати щодо iснування та єди-
ностi узагальненого розв’язку лiнiйного псевдо-
гiперболiчного рiвняння отримано в та iнших ро-
ботах [2-7].

Теорема 3. Нехай L — псевдогiперболiчний опе-
ратор.

1. Для довiльної правої частини f ∈ (W k
T )

∗,
де k ∈ Z, iснує єдиний розв’язок u ∈W 1−k

0

рiвняння Lu = f .

2. Для довiльної правої частини f ∈ (Hk
T )

∗,
де k ∈ Z, iснує єдиний розв’язок u ∈H2−k

0

рiвняння Lu = f .

Доведення. Доведемо лише першу частину тео-
реми. Друга частина доводиться аналогiчно.

Маємо f ∈ (W k
T )

∗ ⊂ (W k+1
T )∗. Використову-

ючи нерiвностi теореми 2, маємо, що для всiх
функцiй v ∈ W k+1

T ⊂ Hk+1
T ⊂ W k

T виконуються
нерiвностi:∣∣⟨f, v⟩Wk+1

T

∣∣ = ∣∣⟨f, v⟩Wk
T

∣∣6
6∥f∥(Wk

T )∗∥v∥Wk
T
6 c1∥f∥(Wk

T )∗∥L
∗v∥(W 1−k

0 )∗ .

Зважаючи на iн’єктивнiсть оператора L∗, ви-
раз ⟨f, v⟩Wk+1

T
можна розглядати як означен-

ня деякого лiнiйного неперервного функцiона-
ла l(ω) вiд ω = L∗v, визначеного на множинi
L∗(W k+1

T )⊂ (H1−k
0 )∗ простору (W 1−k

0 )∗.
За теоремою Хана-Банаха цей функцiонал

може бути неперервно розширений на весь про-
стiр (W 1−k

0 )∗. З рефлексивностi простору W 1−k
0

випливає iснування такого елемента u ∈ W 1−k
0 ,
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що функцiонал l допускає представлення у ви-
глядi l(ω) = ⟨ω, u⟩W 1−k

0
. Пiдставляючи ω = L∗v

в рiвнiсть l(ω) = ⟨ω, u⟩W 1−k
0

, отримуємо

⟨f, v⟩Wk+1
T

= ⟨L∗v, u⟩W 1−k
0

=

= ⟨Lu, v⟩Hk+1
T

= ⟨Lu, v⟩Wk+1
T

.

Звiдки, зважаючи на довiльнiсть функцiї v ∈
∈W k+1

T , маємо Lu = f .
Єдинiсть розв’язку випливає з iн’єктивностi

оператора L.

Аналогiчна теорема має мiсце i для спряже-
ного оператора L∗.

Теореми 1-3 можуть бути використанi для
розв’язання задачi оптимального керування та
дослiдження керованостi псевдогiперболiчної
системи, зокрема, для встановлення траекторної
та фiнальної керованостей в рiзних класах керу-
ючих впливiв, доведення iснування оптимально-
го програмного керування системою через пра-
ву частину рiвняння, вивчення диференцiальних
властивостей функцiонала якостi, побудови чи-
сельних методiв наближеного розв’язання зада-
чi оптимального керування, побудови чисельних
методiв наближеного розв’язання псевдогiпербо-
лiчного рiвняння та дослiдження збiжностi за-
пропонованих чисельних методiв [2,3].
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В роботі знайдено необхідні та достатні умови, за яких сигнатурні операції табличних алгебр 

зберігають активний домен. Результати роботи можуть бути використаними в теорії табличних 
алгебр для дослідження збереження денотатів, та для оптимізації запитів в реляційних базах даних. 

Ключові слова: бази даних, таблична алгебра, активний домен. 
 

In this paper is investigated the properties of the active domain in the table algebras, which are modern 
analogue of Codd's well-known relational algebra and formed the theoretical foundation of modern query 
language databases. Elements of the carrier of table algebra specify relational data structures, and 
signature operations are based on the basic table manipulation in relational algebra and SQL-like 
languages. Active domain of attribute in the table is the set of all values of attribute in the rows of the table. 
The necessary and sufficient conditions under which the active domain preserved signature operations table 
algebra (intersection, difference, selection, projection, active complement, join, division) are found. Also is 
found a criterion of distribution of active domain with respect to the difference between the tables. The 
results can be used in the theory of table algebras to the study table denotation preservation, equivalent 
transformations of expressions and in a relational database to ensure data integrity, and, in our view, to 
optimize queries. 

Key Words:  database, table algebra, active domain. 
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Вступ. Системи керування базами даних 
широко використовуються у діяльності людини. 
Найбільш розповсюдженою є реляційна модель 
даних, математична модель якої вперше була 
запропонована Е.  Коддом [1,  2].  Реляційна база 
даних є скінченною множиною скінченних 
відношень між заздалегідь визначеними 
множинами даних. Табличні алгебри, що були 
введені В.Н. Редьком і Д.Б. Буєм [3], побудовані 
на основі реляційних алгебр Е.  Кодда,  суттєво їх 
уточнюють та складають теоретичний фундамент 
мов запитів сучасних табличних баз даних. 
Елементи їх носія уточнюють реляційні 
структури даних, а операції побудовані на базі 
основних маніпуляцій у SQL-подібних мовах. 

У табличних алгебрах важливу роль відіграє 
активний домен атрибуту таблиці – множина 
значень, яка складається з усіх можливих значень 

цього атрибуту в цій таблиці. Наприклад, завдяки 
дослідженню збереження активного домену в [4] 
вдалося встановити непохідність деяких операцій 
табличних алгебр відносно решти. 

В монографії [4] знайдено взаємозв’язки між 
активними доменами вихідних таблиць та 
таблиці, що є результатом виконання операцій 
табличних алгебр, більшість з цих взаємозв’язків 
подано у вигляді включень.  У даній роботі 
знайдено та доведено критерії, за виконання яких 
ці включення перетворюються в рівності. 

Основні визначення 
Зафіксуємо деяку непорожню множину 

атрибутів { }nAA ,,1 K=Â . Довільну скінченну 
підмножину множини Â  назвемо схемою, 
причому схема може бути порожньою 
множиною. Рядком s  схеми R  називається 
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множина пар ( ) ( ){ }kk dAdAs ,,,, 11 ¢¢= K , проекція 
якої за першою компонентою дорівнює R , 
причому атрибути kAA ¢¢ ,,1 K  є попарно різними, 
тобто рядок є функціональним бінарним 
відношенням. Таблиця T  схеми R  – скінченна 
множина рядків схеми R .  

Активним доменом атрибуту A  відносно 
таблиці T  називається множина  

( ){ }sdATsdD TA ÎÙÎ$= ,, , яка, змістовно 
кажучи, складається з усіх значень атрибуту A  в 
рядках таблиці T . 

На множині таблиць однакової схеми введено 
операції об’єднання, перетину та різниці таблиць 
як обмеження одноіменних теоретико-
множинних операцій. За аналогією з 
арифметичною операцією різниці для таблиці 

21 TT -  перший аргумент назвемо таблицею-
зменшуваним, а другий – таблицею-від’ємником.  

Проекцією за множиною атрибутів RX Í  
називається унарна параметрична операція Xp , 
значенням якої є таблиця, що складається з 
обмежень по X  усіх рядків вихідної таблиці: 

{ }TsXsTX Î=)(p  (тут обмеження розуміємо 

стандартно: ( )sprXsXs 2´= I , де spri  – 
проекція рядка s  за i -ю компонентою).  

Селекцією за предикатом { }falsetrueSP ,: ® , 
де S  –  множина усіх рядків,  називається унарна 
параметрична операція Ps , яка співставляє 
таблиці її підтаблицю, що містить рядки, на яких 
предикат P  набуває значення «істина»: 

( ) { }truesPTssTP =ÙÎ= )(s .  
Для введення операції з’єднання визначимо 

допоміжне поняття. Бінарні відношення r  та t  
називаються сумісними (позначається tr » ), 
якщо XX tr = , де tr 11 prprX I= .  

З’єднання – бінарна операція Ä , значенням 
якої є таблиця,  що складається з усіх можливих 
об’єднань сумісних рядків вихідних таблиць: 

{ }2122112121 ssTsTsssTT »ÙÎÙÎ=Ä U .  
Насиченням ( )TC  називається таблиця 

Õ
ÎRA

TAD , , де R  –  схема таблиці T , Õ – 

оператор узагальненого декартового добутку, що 
відповідає індексуванню за всіма атрибутами A  
схеми T  ( )RADA TA Î,,a . Активним 

доповненням таблиці T  є таблиця ( ) TTCT -=~ . 
Нехай 1R  –  схема таблиці 1T , 2R  – схема 

таблиці 2T  та 12 RR Í . Ділення 1T  на 2T  – 

таблиця схеми 21 RR - , така, що: 

( ) { }{ }121212
2

1
1 TTsTsT

R
R

T RR ÍÄÎ=¸ -p . Іншими 

словами, таблиця 2
2

1
1 T

R
R

T ¸  складається з усіх 

таких рядків ( )121 Ts RR -Îp , що для будь-якого 
рядка 2Ts Î¢ , рядок ss ¢U  належить таблиці 1T . 

Також на множині таблиць введено операцію 
перейменування, яка не буде використана в 
роботі, тому її означення не наводимо. 
Табличною алгеброю назвемо часткову алгебру з 
носієм – множиною всіх таблиць (довільних 
схем) – та наведеними вище операціями. 

Виділяють дві особливі таблиці: таблицю 
{ }ee =T , де e  – порожній рядок, при цьому 

схема таблиці eT  є порожньою множиною, та 
таблицю Æ=ÆT  – порожню множину рядків 
довільної схеми. Зауважимо, що для цих таблиць 
значення активного домену є порожньою 
множиною. 

Основні результати 
В монографії [4] у підрозділі про взаємну 

похідність операцій табличних алгебр знайдено 
взаємозв’язки між активними доменами вихідних 
таблиць та таблиці, що є результатом виконання 
цих операцій; у загальному випадку для 
перетину, різниці, селекції, проекції, з’єднання, 
ділення та активного доповнення ці 
взаємозв’язки задаються у вигляді включень. У 
даній роботі знайдені критерії, за яких ці 
включення перетворюються в рівності. 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією перетину. Справедливе твердження: 

Теорема 1. Нехай 1T  та 2T  – таблиці схеми 
R .  Для всіх атрибутів RAi Î  рівність 

2,1,21, TiATiATTiA DDD II =  виконується тоді та 
тільки тоді, коли для будь-якого 1,TiADxÎ  
виконується імплікація 

( )( )sxATTssDx iTiA ÎÙÎ$®Î ,212, I  (1). 
Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується (1). 

Доведемо рівність 2,1,21, TiATiATTiA DDD II = . Від 
супротивного, припустимо, що ця рівність не 
виконується. Тоді, з урахуванням доведеного в 
[4] включення 2,1,21, TiATiATTiA DDD II Í , це 
можливо лише у тому випадку, коли існує такий 

2,1, TiATiA DDx IÎ , що 21, TTiADx IÏ . З 
приналежності 2,1, TiATiA DDx IÎ  та (1)  випливає 
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існування такого рядка s , що 1TsÎ , 2TsÎ  та 
( ) sxAi Î, , тому, 21, TTiADx IÎ . Отримана 
суперечність доводить необхідність. 

Достатність. Нехай виконується рівність 

2,1,21, TiATiATTiA DDD II = . Від супротивного, 
припустимо, що не виконується умова (1), тобто, 
існує такий 1,TiADxÎ , що 2,TiADxÎ ,  та не існує 
такого рядка s , що ( ) sxATsTs i ÎÙÎÙÎ ,21 . 
Тоді з рівності 2,2,21, TiATiATTiA DDD II =  випливає, 
що 21, TTiADx IÎ , тому за визначенням операції 
перетину таблиць існує такий рядок z , що 1TzÎ , 

2TzÎ  та ( ) zxAi Î, ; суперечність доводить 
достатність теореми.  

Розглянемо збереження активного домену 
операцією різниці. Спочатку знайдемо критерій 
збереження активного домену таблиці-
зменшуваного таблицею-різницею.  

Теорема 2. Нехай 1T  та 2T  – таблиці схеми 
R .  Для всіх атрибутів RAi Î  рівність 

1,21, TiATTiA DD =-  виконується тоді та тільки тоді,  
коли для будь-якого 1,TiADxÎ  існує такий рядок 

1TsÎ , що ( ) sxAi Î,  та 2TsÏ . 
Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується умова 

теореми. Доведемо рівність 1,21, TiATTiA DD =- . Від 
супротивного, припустимо, що ця рівність не 
виконується. Тоді, з урахуванням доведеного в 
[4] включення 1,21, TiATTiA DD Í- , це можливо 
лише у тому випадку, коли існує такий 1,TiADxÎ , 
що 21, TTiADx -Ï . З умов 1TsÎ  та 2TsÏ  за 
визначенням різниці випливає, що 21 TTs -Î , а з 
( ) sxAi Î,  випливає,  що 21, TTiADx -Î . Отримана 
суперечність доводить необхідність. 

Достатність. Нехай виконується рівність 

1,21, TiATTiA DD =- . Від супротивного, припустимо, 
що умова теореми не виконується, тобто існує 
такий 1,TiADxÎ ,  що для всіх таких рядків 1TsÎ , 
для яких ( ) sxAi Î,  виконується приналежність 

2TsÏ . Тоді, за визначенням операції різниці, всі 
такі рядки s , що ( ) sxAi Î,  не належать таблиці 

21 TT - , тому 21, TTiADx -Ï , отже в цьому випадку 

1,21, TiATTiA DD ¹- . Одержали суперечність, що 
доводить достатність теореми. 

Знайдемо критерій дистрибутивності 
активного домену відносно різниці таблиць.  

Теорема 3. Нехай 1T  та 2T  – таблиці схеми 
R .  Для всіх атрибутів RAi Î  рівність 

2,1,21, TiATiATTiA DDD -=-  виконується тоді та 
тільки тоді, коли для будь-якого 1,TiADxÎ  
виконується імплікація 

( )( )( )212, , TssxATsDx iTiA Î®ÎÎ"®Î  (2). 
Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується (2). 

Доведемо рівність 2,1,21, TiATiATTiA DDD -=- . 
Спочатку доведемо, що 2,1,21, TiATiATTiA DDD -Í- . 
Від супротивного, припустимо, що це включення 
не виконується, тоді існує такий 21, TTiADx -Î , що 

( )2,2, TiATiA DDx -Ï . З приналежності 21, TTiADx -Î  
випливає, що існує такий рядок 21 TTs -Î , що 
( ) sxAi Î, , тому 1TsÎ  та 2TsÏ . З приналежності 

1TsÎ  випливає, що 1,TiADxÎ , а з урахуванням 
того, що 2,1, TiATiA DDx -Ï  випливає,  що 

2,TiADxÎ . Тоді з виконання (2) одержимо, що 

2TsÎ . Суперечність доводить включення 

2,1,21, TiATiATTiA DDD -Í- . 
Доведемо обернене включення. Від 

супротивного, припустимо, що воно не 
виконується, тому існує такий 2,1, TiATiA DDx -Î , 
що 21, TTiADx -Ï . Тоді з приналежності 

2,1, TiATiA DDx -Î  випливає, що 1,TiADxÎ  та 

2,TiADxÏ , тому існує такий рядок 1TsÎ , що 
( ) sxAi Î, . З 2,TiADxÏ  випливає, що 2TsÏ , тоді 
за визначенням операції різниці таблиць 

21 TTs -Î , з чого випливає приналежність 

21, TTiADx -Î . Суперечність доводить включення 

21,2,1, TTiATiATiA DDD -Í-  та необхідність теореми. 
Достатність. Нехай виконується рівність 

2,1,21, TiATiATTiA DDD -=- . Від супротивного, 
припустимо, що не виконується умова (2), тобто, 
існує такий 1,TiADxÎ , що 2,TiADxÎ ,  та існує 
такий рядок 1TsÎ , що ( ) sxAi Î,  та 2TsÏ . Тоді з 

1,TiADxÎ  та 2,TiADxÎ  випливає, що 

2,1, TiATiA DDx -Ï ,  а з 1TsÎ  та 2TsÏ  за 
визначенням різниці таблиць випливає, що 

21 TTs -Î , тому 21, TTiADx -Î , що порушує 
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рівність 2,1,21, TiATiATTiA DDD -=- . Одержали 
суперечність, що доводить достатність теореми. 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією проекції. Справедливе твердження: 

Твердження 1. Нехай T  – таблиця схеми R . 
Для всіх атрибутів RAi Î  рівність 

TiATXiA DD ,)(, =p  виконується тоді та тільки тоді,  
коли XAi Î . 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією селекції. Справедливе твердження: 

Теорема 4. Нехай T  – таблиця схеми R . 
Для всіх атрибутів RAi Î  рівність 

TiATPiA DD ,)(, =s  виконується тоді та тільки тоді,  
коли для будь-якого TiADx ,Î  існує такий рядок 

TsÎ , що ( ) sxAi Î,  та truesP =)( . 
Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується умова 

теореми. Доведемо рівність TiATPiA DD ,)(, =s . Від 
супротивного, припустимо, що ця рівність не 
виконується. Тоді, з урахуванням доведеного в 
[4] включення TiATPiA DD ,)(, Ís , це можливо 
лише у тому випадку, коли існує такий TiADx ,Î , 
що )(, TPiADx sÏ . Тоді за визначенням селекції 
виконується )(Ts PsÎ , тому, )(, TPiADx sÎ ; 
суперечність доводить необхідність. 

Достатність. Нехай виконується рівність 
TiATPiA DD ,)(, =s . Від супротивного, припустимо, 

що умова (2) не виконується, тобто, існує такий 
TiADx ,Î ,  що для всіх рядків s , для яких 

( ) sxAi Î,  виконується falsesP =)( .  Тоді за 
означенням селекції )(, TPiADx sÏ , тобто рівність 

TiATPiA DD ,)(, =s  не виконується. Одержали 
суперечність, що доводить достатність теореми. 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією з’єднання. Справедливе твердження: 

Теорема 5. Нехай 1T  – таблиця схеми 1R . 
Для всіх атрибутів 1RAi Î  рівність 

1,21, TiATTiA DD =Ä  виконується тоді та тільки тоді,  
коли для будь-якого 1,TiADxÎ  існують такі рядки 

1TsÎ , 2Ts Î¢ , що ( ) sxAi Î,  та ss ¢» . 
Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується умова 

теореми. Доведемо рівність 1,21, TiATTiA DD =Ä . Від 
супротивного, припустимо, що ця рівність не 
виконується. Тоді, з урахуванням доведеного в 

[4] включення 1,21, TiATTiA DD ÍÄ , це можливо 
лише у тому випадку, коли існує такий 1,TiADxÎ , 
що 21, TTiADx ÄÏ . З приналежності 1,TiADxÎ  та 
виконання умови теореми випливає існування в 
таблиці 1T  такого рядка s , що ( ) sxAi Î,  та рядка 

2Ts Î¢ , причому ss ¢» . Тоді за визначенням 
з’єднання в таблиці 21 TT Ä  існує рядок ss ¢U , 
для цього рядка виконується ( ) ssxAi ¢Î U, , тому 

21, TTiADx ÄÎ , суперечність доводить необхідність. 
Достатність. Нехай виконується рівність 

1,21, TiATTiA DD =Ä . Від супротивного, припустимо, 
що умова теореми не виконується, тобто, існує 
такий 1,TiADxÎ ,  що для будь-якого рядка 1TsÎ , 
для якого ( ) sxAi Î, , не існує сумісного з ним 
рядка у таблиці 2T . Тоді, за визначенням 
з’єднання всі такі рядки s , що ( ) sxAi Î, , не 
мають участь у з’єднанні, тому 21, TTiADx ÄÏ , отже 

1,21, TiATTiA DD ¹Ä ; суперечність доводить 
достатність теореми. 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією активного доповнення.  

Теорема 6. Нехай T  – таблиця схеми R . 
Для всіх атрибутів RAi Î  рівність TiATiA DD ,~, =  
виконується тоді та тільки тоді,  коли для будь-
якого TiADx ,Î  існують такі значення 

TnAnTA DdDd ,,11 ,, ÎÎ K , що рядок 
( ) ( ) ( ){ } TdAxAdA nni Ï,,,,,,, 11 KK . (3) 

Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується умова (3). 

Доведемо рівність TiATiA DD ,~, = . Від 
супротивного, припустимо, що ця рівність не 
виконується. Тоді, з урахуванням доведеного в 
[4] включення TiATiA DD ,~, Í , це можливо лише у 

випадку, коли існує такий TiADx ,Î , що TiADx ~,Ï . 
З умови (3) випливає, що 

( ) ( ) ( ){ } TdAxAdAs nni Ï= ,,,,,,, 11 KK  та 
)(TCsÎ , тому за визначенням активного 

доповнення Ts ~Î , отже TiADx ~,Î . Отримана 
суперечність доводить необхідність. 

Достатність. Нехай виконується рівність 
TiATiA DD ,~, = . Від супротивного, припустимо, що 

умова (3)  не виконується,  тобто,  існує такий 
TiADx ,Î ,  що для всіх значень ,,,11 KTADd Î  
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TnAn Dd ,Î  рядок ( ) ( ) ( ){ }nni dAxAdA ,,,,,,, 11 KK  
належить таблиці T . Тоді з рівності TiATiA DD ,~, =  

випливає, що TiADx ~,Î , тому у T~  існує рядок 

( ) ( ) ( ){ }nni dAxAdAs ¢¢= ,,,,,,, 11 KK . З визначення 
активного доповнення випливає, що )(TCsÎ  та 

TsÏ . З приналежності )(TCsÎ  та доведеної в 
[4] рівності TiATСiA DD ,)(, =  випливають 
приналежності TnAnTA DdDd ,,11 ,, Î¢Î¢ K . 
Одержали суперечність, що доводить достатність. 

Розглянемо збереження активного домену 
операцією ділення. Справедливе твердження: 

Теорема 7. 
Нехай 1T  – таблиця схеми 1R  та 2T  – таблиця 

схеми 2R .  Для всіх атрибутів 21 RRAi -Î  
рівність 1,

2
2
1

1,
TiA

T
R
R

TiA
DD =

¸
 виконується тоді та 

тільки тоді, коли для будь-якого 1,TiADxÎ  існує 
такий рядок ( )121 Ts RR -Îp , що ( ) sxAi Î, ,  та для 
всіх рядків 2Ts Î¢ , рядок ss ¢U  належить 1T . 

Доведення. 
Необхідність. Нехай виконується умова 

теореми. Доведемо рівність 1,
2

2
1

1,
TiA

T
R
R

TiA
DD =

¸
. З 

урахуванням доведеного в [4] включення 

1,
2

2
1

1,
TiA

T
R
R

TiA
DD Í

¸
,  треба показати,  що 

2
2
1

1,1,
T

R
R

TiA
TiA DD

¸
Í . Нехай 1,TiADxÎ . За 

визначенням операції ділення таблиць рядок s  

належить 2
2

1
1 T

R
R

T ¸ , тому з ( ) sxAi Î,  випливає 

2
2
1

1, T
R
R

TiA
Dx

¸
Î , що доводить необхідність.  

Достатність. Нехай виконується рівність 

1,
2

2
1

1,
TiA

T
R
R

TiA
DD =

¸
. Від супротивного, 

припустимо, що умова теореми не виконується, 
тобто, існує такий TiADx ,Î ,  що для всіх таких 
рядків ( )121 Ts RR -Îp , для яких ( ) sxAi Î, , існує 
такий рядок 2Ts Î¢ , що рядок ss ¢U  не належить 
таблиці 1T . Тоді за визначенням операції ділення, 
всі такі рядки s , що ( ) sxAi Î,  не належать 

таблиці 2
2

1
1 T

R
R

T ¸ , тому 
2

2
1

1, T
R
R

TiA
Dx

¸
Ï ,  отже в 

цьому випадку 1,
2

2
1

1,
TiA

T
R
R

TiA
DD ¹

¸
. Одержали 

суперечність, що доводить достатність теореми. 
Висновки 

В роботі знайдено критерії,  за яких у 
табличних алгебрах операції перетину, різниці, 
селекції, проекції, з’єднання, активне доповнення 
та ділення зберігають активний домен, та 
критерій дистрибутивності активного домену 
відносно різниці. Результати роботи можуть бути 
використаними в теорії табличних алгебр для 
дослідження збереження денотатів та для 
оптимізації запитів у реляційних базах даних. 
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В статті досліджуються методи вирішення конфліктів імен в мовах програмування CLOS та 

LOOPS, які дозволяють використовувати множинне успадкування. Ці методи засновані на 
лінеаризації класів, яка полягає в трансформації ієрархії класів з множинним успадкуванням в ієрархію 
одиночного успадкування, при якому проблема вибору відповідного атрибута вирішується тривіально. 
Вводиться визначення ієрархії класів.  

Ключові слова: множинне успадкування, CLOS, LOOPS, алгоритми лінеаризації 
 
The methods of conflict resolution of names in programming languages CLOS and LOOPS that allow 

multiple inheritance were researched. Those methods are based on the linearization of the classes. The idea of 
linearization is to reduce multiple inheritance to single, in which the problem of selecting a suitable attribute 
is solved trivially. The definition of a hierarchy of classes is introduced. The property of monotonicity was 
clarified. The idea of monotonicity is that all the attributes that the class inherits either identified in its direct 
ancestors, or inherited them. Methods of conflict resolution used in programming languages CLOS and 
LOOPS were formally defined. 

Key Words: Multiple objects inheritance, CLOS, LOOPS, linearization algorithms. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., професор Анісімов А.В. 
 
Introduction. In object-oriented programming 

languages that implement multiple inheritance, the 
situation when the same method or field is found in 
multiple parent classes can take place. In this case, 
there is the problem of choosing the "right" method or 
field from several possible. Since the respective 
algorithms perform equally for both fields and 
methods of classes, we will in further call fields and 
methods of class as attributes. If the class ࢄ contains 
an attribute ࢚࢘ࢇ, then we say that the attribute ࢚࢘ࢇ is 
defined in class ࢚࢘ࢇ) ࢄ ∈   .(ࢄ

There are two basic approaches in the resolution 
of the conflict of names [1]. In the first case, the 
conflict is resolved trivially by explicit the indication 
of the class in which the desired attribute exists. This 
is, for example, in C ++. In the second case, a special 
algorithm is used to select the "most appropriate" 
attribute. This approach is used in languages such as 

CLOS, LOOPS, Python, Perl, Dylan and others. The 
basic idea is that the parent classes are linearly 
ordered as the list. Then the method takes the first 
class in the list in which the attribute is defined.  

We can say that the multiple inheritance by means 
of such ordering, boils down to the single inheritance, 
in which the problem of name conflict is solved by 
the fact that each class defines its own scope of 
visibility, which overload the scope of visibility of its 
the parent classes.  

The main advantage of the second approach is that 
the name conflict can be resolved dynamically, i.e. 
during the program execution. Considered technique 
is called classes’ linearization. There are several 
algorithms to resolve a name conflict by means of 
linearization. We will consider algorithms used in 
programming languages CLOS and LOOPS.  

© Д.Б. Буй, С.В. Компан,  
С.В. Поляков, Д. Карам 2015  99
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Although the algorithms have been created in the 
90-th years of the last century, their formal properties 
are not well understood. That does not allow to talk 
about creating safe programs in programming 
languages that use these algorithms for classes’ 
linearization. In addition, when formal definition of 
the semantics of programs is given, different 
approaches are usually consider the semantics of 
basic programming constructions like branching, 
looping, sequencing, but the semantics of classes and 
objects are omitted. The obtained results form the 
basis for a formal model that describes the classes, 
inheritance and relationships between classes.  

The purpose of this paper is to give the formal 
definitions of these linearization algorithms that make 
possible the second step – proofing the formal 
correctness of these algorithms. Other algorithms for 
linearization examined in [4, 5, 6]. 

Definitions. Let’s introduce the needed definitions 
[1], [2]. Class ܺ, which is directly inherited from 
class ܻ, will be called direct descendant of the class 
ܻ, and ܻ, respectively, the direct ancestor (parent) of 
ܺ (see. Fig. 1). 

 
 

 
 
 
 

Fig. 1. Direct inheritance: Class Y is the direct 
ancestor (parent) of the class X; the class X is the 

direct descendant of the class Y 

Such inheritance will be written in the form of a 
pair (ܺ, ܻ), i.e. the pair (a descendant, an ancestor). A 
class can have a few direct ancestors, for example, a 
pair (ܺ, (ܻ, ܼ)) indicates that the class ܺ inherits from 
classes ܻ and ܼ, wherein the set of ancestors is 
ordered. Ordered family of items will be called 
tuples. Graphically, described multiple inheritance is 
shown in Fig. 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2. Multiple inheritance: class X is a direct 
descendant of classes Y, Z, and direct ancestors are 

ordered from left to right 

In turn classes ܻ and ܼ may be inherited from 
other classes, etc. Thus, we obtain a class hierarchy. It 
is said that two pairs of direct inheritances 
(ܺ଴, (ܺଵ, … , ܺ௡)) and ( ଴ܻ,( ଵܻ, … , ௠ܻ)) are linked if 
there exists  ݅ = 1. . ݊, that  ܺ௜ = ଴ܻ. If  ܺ௜ = ܺ଴, the 
inheritance is called the self-linked. Graphically, the 
linked pairs of direct inheritances are shown in Fig. 3, 
self-linked inheritance is shown in Fig. 4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3. Linked pairs of direct inheritances 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4. Self-linked direct inheritance  

Sequence of direct inheritances ݎଵ, ,ଶݎ … ,  ௞ calledݎ
a cycle when each i-ݐℎ element is linked with the 
(i+1)-th for ݅ = 1. . ݇ − 1 and the k-th element is 
linked with the first. 

Let us denote by ߨଵ
ଶ projection by the first 

component of the set of ordered pairs, and by ߨଶ
ଶ  

projection by the second component. 
Let us denote by Δ the set of the classes, and by 

Δழவ the set of all classes of tuples Δ. Class hierarchy 
is called a binary relation ܪ ⊆ (Δ × Δழவ), such that: 
 ܪ is functionally, i.e. for each ܺ ∈ ଵߨ

ଶ(ܪ) exists 
exactly one tuple (ܺଵ, … , ܺ௡)߳ߨଶ

ଶ(ܪ) that sets its 
direct ancestors; 

 all the elements of the ܪ are not self-linked; 
 elements of the ܪ does not form a cycles; 
 elements from all tuples of projection ߨଶ

ଶ(ܪ) are 
not repeated. 

The class hierarchy defines an acyclic direct 
simple graph whose vertices are the classes and the 
edges are defined as follows. For each direct 
inheritance (ܺ଴, (ܺଵ, … , ܺ௡)) of the class hierarchy 

ܻ 

ܺ 

ܻ 

ܺ 

ܼ 

ܺ଴ 

ଵܺ ௜ܺ = ଴ܻ ܺ௡ 

௠ܻ 
௜ܻ ଵܻ 

ܺ଴ 

ଵܺ ௜ܺାଵ ܺ௡ ௜ܺିଵ 
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the set of edges from ܺ଴ will be defined as the set of 
pairs {(ܺ଴, ܺଵ), (ܺ଴, ܺଶ), … , (ܺ଴, ܺ௡)}. Union of the 
all of these sets will be the set of edges of the graph. 
Such graphs will be called the direct inheritance 
graphs. Each class hierarchy corresponds to a single 
graph of direct inheritance. But each direct 
inheritance graph corresponds, in general, several 
hierarchies of classes. They differ by the order of the 
elements in a tuple, since during the transition from a 
pair (ܺ଴, (ܺଵ, … , ܺ௡)) to the set of pairs 
{(ܺ଴, ܺଵ), (ܺ଴, ܺଶ), … , (ܺ଴, ܺ௡)} information about 
ordering of the classes ܺଵ, ܺଶ, … , ܺ௡ lost. 

The set of all edges of direct inheritance defines 
the anti-reflective and antisymmetric binary relation 
on classes. Its transitive closure is a strict partial order 
relation, denoted by <ு. 

The relation ܺ <ு ܻ means that in the graph of 
direct inheritance there is a path from the class  ܺ to 
the class ܻ. In this case we say that the class ܻ is an 
ancestor of class ܺ, and class ܺ, respectively, a 
descendant of the class ܻ. 

A linearization can be considered as a topological 
sorting (see. eg., [3], section 2.2.3) on a graph of 
direct inheritance or, another words, it specify linear 
order <ఛ on the set of classes that would include a 
partial order <ு. 

Such a topological sort is called linear extension 
of the graph of direct inheritance. Then we call 
linearization a unary function ܮ, displaying a graph of 
direct inheritance of ܪ in its linear extension (ܪ)ܮ. 
Thus, topological sorting is an example of a 
linearization. 

The idea of linearization is, in fact, the reduction a 
multiple inheritance to a single inheritance, in which 
the problem of choosing the most suitable attribute 
from several ones is solved trivially. 

For the class ܻ denote via ܪ௒ the subgraph of 
direct inheritance graph of the hierarchy ܪ, consisting 
of class ܻ and all of its ancestors (not only direct). 

Under the method of conflict resolution we mean 
the mapping ܯ, assigning to the class ܺ, direct 
inheritance graph of the hierarchy ܪ, and attribute 
 ௑, such that attributeܪ the class ܻ from subgraph ݎݐܽ
,ܺ :is defined in this class ݎݐܽ ,ܪ ݎݐܽ

ெ
→ ܻ, attribute 

 is defined in class ܻ. In particular, if the attribute ݎݐܽ
,ܺ)ܯ is defined in the class ܺ, then ݎݐܽ ,ܪ (ݎݐܽ = ܺ. 

The method of conflict resolution is not bound 
only to linearization of the direct inheritance graph 
and any other mapping satisfying definition can be 
used. 

Adequate methods of conflict resolution must 
satisfy a number of natural properties, which 
essentially is not to produce results contrary to 
intuition. 

The main feature is the so-called monotonicity. 
The idea is that all the attributes that a class inherits 
are defined in its direct ancestors, or inherited them. 
I.e. situation is impossible when a class inherits an 
attribute, but none of his direct ancestors; this 
attribute does not inherit or not defined. Monotonicity 
means that the class can be considered as a 
specialization (specification) of his direct ancestors, 
i.e. it has all the attributes that his direct ancestors 
have, plus the additional attributes that are unique to 
this class. 

Methods of conflict resolution M is monotone if 
for any inheritance graph ܪ = ,ܥ)  ܥ߳ܺ any class ,(ܫ
and any attribute ܽݎݐ ∈ ܺ either ܯ(ܺ, ,ܪ (ݎݐܽ = ܺ or 
,ܺ)ܯ ,ܪ (ݎݐܽ = ܻ, ܻ ≠ ܺ, and there exists at least one 
direct ancestor ܼ of class ܺ, such that ܽݎݐ ∈
,ܼ)ܯ & ܼ ,ܪ (ݎݐܽ = ܻ. In particular, it can be a 
situation that ܻ = ܼ. 

We proceed to the definition of the monotonicity 
feature for linearization. Linearization ܮ is monotone 
if for any inheritance graph ܪ = ,ܥ)  and for any ,(ܫ
classes ܺ, ܻ ∈  ,ܻ such that ܺ is an ancestor of the ܥ
௒ܪ)ܮ included in the (௑ܪ)ܮ ). 

Let’s introduce the relation ݀݁ݎ݌஼ of the 
precedence of classes on a hierarchy of classes ܪ, 
where ܥ is a set of classes. Two classes ܺଵ and ܺଶ are 
in relation of precedence if there is a direct 
inheritance ( ଴ܻ, ( ଵܻ , … , ௡ܻ)) ∈ that ܺଵ ,ܪ = ௜ܻ and 
ܺଶ = ௝ܻ  and ݅ < ݆, ݅, ݆ = 1. . ݊. 

Relation of the precedence can be obtained as the 
union of all the relations of local linear orders, 
obtained by ordering direct ancestor classes. 

The relation ݀݁ݎ݌஼ must be acyclic for correct 
algorithms work. Then for each class you can specify 
an ordered set of his previous classes. 
Linearization algorithms. Let's go directly to the 
linearization algorithm. 

Algorithm of the linearization LOOPS. 
For the hierarchy of the classes ܪ build a direct 

inheritance graph ܪ = ,ܥ)  and define relation of (ܫ
the precedence ݀݁ݎ݌஼. Algorithm is defined in the 
triple (ܥ, ,ܫ  ஼), called the graph representation of݀݁ݎ݌
the direct inheritance and denoted ܴ(ܪ) . It builds a 
linearization of the direct inheritance graph using the 
precedence relation to resolve the ambiguity. We 
denote this the linearization as ((ܪ)ܴ)ܮ. 

For class ܺ and representation graph of the 
inheritance ܴ(ܪ௑) algorithm works as follows. 

1) As an initial linearization it takes a sequence 
consisting of single element ܮ௑ = [ܺ]. 

2) We examine ܮ௑ from right to left and look for 
the first class ܺ, which has at least one direct 
ancestor such that all its descendants already have 
been chosen, and it is not already chosen. If ܺ has 
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few such direct ancestors, then take the first with 
respect to the relation ݀݁ݎ݌஼ . Add it to the sequence 
  .௑ܮ

3) Repeat step 2 until it is possible. 
Algorithm CLOS. 
1) As an initial linearization it takes a sequence 

consisting of a single element ܮ௑ = [ܺ]. 
2) We examine ܮ௑ from right to left and look for 

the first class, in which there is a direct ancestor such 
that all its descendants  and all previous with respect 
to relation ݀݁ݎ݌஼ classes have already been chosen, 
and it is not already selected. Add it to the sequence 
 .௑ܮ

3) Repeat step 2 until it is possible. 
 
Conclusion. The paper clarified multiple 

inheritance classes (object-oriented): direct 
inheritance, linked couples, and cycles of direct 
inheritance, a class hierarchy, the graph of direct 
inheritance hierarchy, its transitive closure and 
linearization method of conflict resolution and its 
monotonicity. In these formal terms we specified 
linearization algorithms LOOPS and CLOS. The 
formal specification allows the formal proof of the 
correctness of these algorithms. It is the purpose of 
the subsequent work. 
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У статті викладено фрагмент математичної теорії нормалізації: наводяться строгі означення 

2-4 нормальних форм (НФ) для табличних (реляційних) баз даних; визначаються потенційні ключі за 
умов, коли значення потужностей реляційної схеми і домена знаходяться у межах 2|| £R  або 1|| £D  
(розглядаються умови, коли аксіоматика Армстронга не є повною); вказуються достатні умови для 
знаходження у 2-4 НФ для спеціальних випадків; встановлюються логічні зв’язки між 
сформульованими означеннями 2-4 НФ. 

Ключові слова: табличні бази даних, нормальні форми. 
 
This paper presents a fragment of normalization theory: rigorous definitions of Second Normal Form, 

Third Normal Form, Boyce-Codd Normal Form and Fourth Normal Form in table (relation) databases are 
given; finding out the meanings of candidate keys, provided that the values of cardinalities of the scheme R  
(finite set of attributes) and the universal domain D  (the set, from which attributes take on values in 
interpretations) lie within 2|| £R  or 1|| £D  (considered conditions when Armstrong’s axiomatic is not 
complete). Sufficient conditions which ensure that the table being in Second Normal Form, Third Normal 
Form, Boyce-Codd Normal Form and Fourth Normal Form for special cases are specified. Logical 
connections between the determined definitions of normal forms are established and it is shown that those 
definitions are satisfied the principle of "inclusion" higher normal forms in lower normal forms. 

Key Words: table databases, normal forms. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

 
Різні підходи до понятійного апарату теорії 

нормалізації в реляційних базах даних призвели 
до різноманітності у визначеннях нормальних 
форм (НФ) в таких базах даних [1].  

Метою роботи є побудова фрагменту 
математичної теорії нормалізації (стосовно 2-4 
НФ для табличних баз даних), який би відповідав 
вимогам строгості для математичних теорій. 

Всі неозначувані тут поняття та позначення 
використовуються в розумінні монографії [2]; 
зокрема, Æt  позначає порожню таблицю, яка не 
містить рядків і якій можна приписати довільну 
схему; et  позначає таблицю порожньої схеми Æ , 
яка містить тільки рядок e  також порожньої 

схеми: }{ee

def
t = . 

Нехай t  – таблиця, A , B , C  – атрибути 
таблиці t , R  – схема (довільна зафіксована 
скінченна множина атрибутів), X , Y , Z  – 
підмножини схеми R , D  – універсальний домен. 

Суперключі, потенційні ключі, первинні та 
непервинні атрибути, повні та транзитивні ФЗ 

Нагадаймо, що на таблиці t  виконується, за 
означенням, функціональна залежність (ФЗ) 

YX ® , якщо для двох довільних рядків ,1s  2s  
таблиці t , які збігаються на множині атрибутів 
X , має місце їх рівність і на множині атрибутів 
Y  [2]: 

( )( )X Y t true® =
def
Û  

( )1 2 1 2 1 2,s s t s X s X s Y s Y" Î = Þ = . 

© Д.Б. Буй, А.В. Пузікова, 2015  
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Нехай F  –  множина ФЗ.  Нагадаймо також,  
що таблиця t  схеми R  є моделлю множини ФЗ 
F ,  якщо кожна ФЗ FYX Î®  виконується на 
таблиці t : 

t  модель F  
def
Û  

)))(()(( truetYXFYXYX =®ÞÎ®®"  [3]. 
ФЗ YX ®  поставимо у відповідність 

множину ФЗ: 
YXXYXYX ÙÌ¢®¢=F ® |{ ⊈ }X ¢ . 

Тобто, множина YX ®F  містить усі 
нетривіальні ФЗ, такі, що їх права частина 
співпадає з множиною Y ,  а ліва частина є 
власною підмножиною множини X . 

Очевидно, що Î¢®¢=F ® XYXYX |{  
}}{\2 XXÎ  за умови YX Í ; |{ YXYX ®¢=F ®  

}}}\{2},{\2|{ \ YVXUVUX YYX ÎÎÎ¢ U , за 
умови XY Í  або множини атрибутів X , Y  
непорівнювані відносно теоретико-множинного 
включення Í . Вище Y2  – булеан множини Y . 

Означення 1. ФЗ YX ®  називається повною 
(відносно множини ФЗ F ), якщо вона 
виконується на довільній таблиці t ,  яка є 
моделлю множини F , а жодна ФЗ з множини 

YX ®F  не виконується на таблиці t : 

YX ®  – повна (відносно множини ФЗ F )
def
Û  

tt
def

("Û  – модель Ù=®Þ truetYXF ))((  
)))(( falsetYX =ÞFÎ"Ù ® yyy . □ 

Враховуючи, що відношення синтаксичного і 
семантичного слідувань для аксіоматики ФЗ 
збігаються за умови 2|| ³D  (див. критерій 
повноти аксіоматики Армстронга [4]), для 
вказаного випадку можна використовувати 
синтаксичну форму означення 1: 

YX ®  – повна (відносно множини ФЗ F )
def
Û  

])[(][ FFYX YX

def
ÏÞFÎ"ÙÎ®Û ® yyy , 

де ][F  – синтаксичне замикання множини ФЗ 
F 1. 

Означення 2. Множина атрибутів RW Í  
називається суперключем (відносно множини ФЗ 
F ), якщо ФЗ RW ®  виконується на довільній 
таблиці t , яка є моделлю множини F : 

W  – суперключ (відносно множини ФЗ F )
def
Û  

def
Û tt("  – модель )))(( truetRWF =®Þ . □ 

                                                
1 Див., наприклад, [3]. 

Таким чином, наприклад, вся множина 
атрибутів схеми R  є суперключем, оскільки ФЗ 

RR ®  є тривіальною і, значить, виконується на 
довільній таблиці. 

Як і вище для випадку 2|| ³D  можна 
використовувати синтаксичну форму 
означення 2: 

W  – суперключ (відносно множини ФЗ F )
def
Û  

][FRW
def

Î®Û . 
Означення 3. Множина атрибутів RK Í  

називається потенційним ключем (відносно 
множини ФЗ F ), якщо K  є суперключем і ФЗ 

RK ®  є повною. □ 
Змістовно кажучи, потенційний ключ – це 

суперключ, ліву частину якого не можна 
зменшити, не втративши властивість бути 
суперключем. 

Лема 1 (про існування потенційного ключа). 
Для довільної множини ФЗ F , заданої над 
схемою R , існує не менше одного потенційного 
ключа. □ 

Доведення.  Дійсно,  якщо тривіальна ФЗ 
RR ®  є повною, то множина атрибутів R  є 

шуканим потенційним ключем; інакше існує така 
власна підмножина RX Ì1 , що на довільній 
моделі множини ФЗ F  виконується ФЗ RX ®1 . 
Якщо ФЗ RX ®1  є повною, то множина 
атрибутів 1X  є потенційним ключем, інакше 
існує така власна підмножина RXX ÌÌ 12 , що 

truetRX =® ))(( 2 , де t  – довільна модель 
множини ФЗ F . Продовжуючи таким чином і 
враховуючи, що множина атрибутів R  містить 
скінченну кількість атрибутів, на k -ому кроці 
(для певного || Rk £ ) знайдеться така множина 

атрибутів kX , що truetRX k =® ))((  і ФЗ 
RX k ®  є повною. За означенням 3 множина 

атрибутів kX  і є шуканим потенційним 
ключем. □ 

Задамо на множині RR 22 ´  (по суті,  на 
множині всіх ФЗ, бо ФЗ є парою множин 
атрибутів) наступне бінарне відношення. 
Скажемо, що ФЗ YX ¢®¢  і YX ®  знаходяться у 
відношенні < , якщо XX Í¢  та YY =¢ : 

YYXXYXYX
def

=¢ÙÍ¢Û®¢®¢ < . 
Очевидно, що відношення <  на множині 

RR 22 ´  (тобто на множині всіх ФЗ)  задає 
частковий порядок. Дійсно, відношення <  є: 
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1) рефлексивним, оскільки 
XXYXYX ÍÛ®® < ; 

2) антисиметричним, оскільки з того, що 
YXYX ®®¢ <  і YXYX ®¢® <  відповідно 

слідують включення XX Í¢  і XX ¢Í , звідки 
XX =¢ ; 

3) транзитивним, оскільки з того, що 
YXYX ®¢®¢¢ <  і YXYX ®®¢ <  відповідно 

слідують включення XX ¢Í¢¢  і XX Í¢ , звідки 
XX Í¢¢ , а отже, YXYX ®®¢¢ < . 

Розглянемо частково впорядковану множину 
<U I ,][}{ FRRRR ®F ® ,  де,  як і раніше,  

}|{ RXRXRR Ì®=F ® . Тоді її кожний 
мінімальний елемент вигляду RX ®  є повною 
ФЗ і задає потенційний ключ X . Наявність 
декількох мінімальних елементів визначає 
декілька потенційних ключів. По суті це ще одне 
визначення потенційного ключа. 

Значення потенційних ключів при деяких 
значеннях потужностей множин R  та D  вказані 
у табл.  1.  Дана таблиця містить три рядки та 
чотири стовпчики. Комірки позначаються 
парами, перша компонента – номер рядка, друга 
– номер стовпчика. 

Лема 2. Заповнення табл. 1 коректне. □ 
Доведення. Доведення проводиться 

розглядом кожного з випадків. 
а) 0|| =R  (випадки (1,1), (2,1), (3,1), тобто 

перший стовпчик); тоді, незалежно від 
потужності домена, Æt , et  – всі можливі таблиці 
в інтерпретації, бо атрибутів в даному випадку 
немає.  Єдиною можливою ФЗ є Æ®Æ ,  яка є 
тривіальною, звідси Æ  – потенційний ключ; ▫ 

б) 1|| ³R , 1|| £D  (випадки (1,2), (1,3), (1,4), 
(2,2), (2,3), (2,4), тобто комірки перших двох 
рядків, окрім комірок першого стовпчика); в 
інтерпретаціях розглядаються не більше ніж 

однорядкові таблиці; оскільки ФЗ вигляду 
R®Æ  виконується на порожній та 

однорядковій таблицях (леми 1,  4  з [4])  з 
очевидних включень RA ÍÌÆ }{ , де A  – 
довільний (або єдиний) атрибут схеми R , маємо, 
що єдиним потенційним ключем є порожня 
множина Æ ; ▫ 

в) 1|| =R , 2|| ³D  (випадок (3,2)); в 
інтерпретаціях не більше ніж одноатрибутні 
таблиці; нехай для визначеності }{AR = . 
Оскільки ФЗ }{A®Æ  – не виконується на 
таблиці з двох рядків,  то таблиця має єдиний 
потенційний ключ }{A  (ФЗ }{}{ AA ®  є 
тривіальною); ▫ 

г) 2|| =R  і 2|| ³D  (випадок (3,3)); нехай для 
визначеності },{ BAR =  і Ddd Î21, , де 21, dd  – 
різні. Оскільки ФЗ вигляду R®Æ  не 
виконується на довільній дворядковій таблиці та 
множини }{A , },{ BA ,  ( }{B , },{ BA ) не можуть 
бути одночасно потенційними ключами з огляду 
на мінімальність потенційних ключів, то 
множина потенційних ключів може мати один 
ключ: }{A  або }{B  або },{ BA ,  чи два:  }{A  та 

}{B . Множина ключів залежить від множини ФЗ 

F ; точніше кажучи: якщо Æ=F , то єдиний 
потенційний ключ },{ BA ; якщо FBAA Î® },{}{  
( FBAB Î® },{}{ ), то єдиний потенційний ключ 

}{A  (відповідно }{B ); якщо 
FBABBAA Í®® }},{}{},,{}{{ ,  то маємо два 

потенційних ключа }{A  і }{B ; ▫ 
д) 2|| ³R  і 2|| ³D  (випадок (3,4)); множина 

потенційних ключів цілком визначається 
множиною ФЗ F , тобто в цьому випадку нічого 
не можна сказати про потенційні ключі. ▫□ 

Таблиця 1 
 Потенційні ключі при певних значеннях потужностей множин R  та D  

  1 2 3 4 

 || D
|| R
 

0|| =R  
1|| =R  
}{AR =  

2|| =R  
},{ BAR =  

2|| >R  

1 0|| =D  Æ  Æ  Æ  Æ  
2 1|| =D  Æ  Æ  Æ  Æ  

3 2|| ³D  Æ  
Єдиний ключ: 

}{A  

Єдиний ключ: }{A  
або }{B  або },{ BA . 

Два ключі: }{A  і 
}{B  

Ключі визначаються, 
виходячи з множини 

ФЗ F  
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Наслідок 1. Якщо 0|| =R  або 1|| £D , то 
потенційним ключем буде тільки порожня 
множина Æ . □ 

Доведення випливає з заповнення табл. 1. □ 
Лема 3. Якщо 0|| >R  і 2|| ³D ,  то ФЗ виду 

YA ®}{ , де RAÎ , RY Í¹Æ  є повною за умови 
][}{ FYA Î®  (тобто виконання ФЗ YA ®}{  на 

довільній моделі множини ФЗ F ). □ 
Для доведення достатньо врахувати той 

факт,  що ФЗ вигляду Y®Æ , де RY Í  і Æ¹Y  
не виконується на довільній дворядковій 
таблиці. □ 

Означення 4. Атрибут RAÎ  називається 
транзитивно залежним від множини атрибутів 

RX Ì  (відносно множини ФЗ F ), якщо існує 
така множина атрибутів RY Ì , що YXA UÏ  і 
для довільної таблиці t , яка є моделлю множини 
ФЗ F , виконується truetYX =® ))(( , 

falsetXY =® ))(( , truetAY =® )})({( 2: 
ttYXRARYY ()(\( "ÙÎÙÌ$ U  – модель 
Ù=®Þ truetYXF ))((  

))})({())(( truetAYfalsetXY =®Ù=®Ù . □ 
Для випадку 2|| ³D  запишемо синтаксичну 

форму означення 4: 
атрибут A  транзитивно залежний від 

множини атрибутів RX Ì  (відносно множини 

ФЗ F ) 
def
Û ÙÌ$ RYY ( ÙÎ )(\ YXRA U  

][FYX Î®Ù ][FXY Ï®Ù ][}{ FAY Î®Ù ). 
Лема 4. Якщо K  – потенційний ключ 

(відносно множини ФЗ F ) і для деякого 
атрибута RAÎ  ФЗ }{AK ®  не є повною,  то 
атрибут A  є транзитивно залежним від множини 
атрибутів K .□ 

Доведення. Розглянемо довільну таблицю t , 
яка є моделлю множини ФЗ F  Нехай ФЗ 

}{AK ®  не є повною,  оскільки ФЗ }{AK ® , 
очевидно, виконується на таблиці t  (з огляду на 
те, що K  –  ключ),  тоді існує така власна 
підмножина KK Ì¢ , KA ¢Ë}{  (тобто A K ¢Ï ), 
що виконуються ФЗ }{AK ®¢  на таблиці t ; але 
оскільки K  – потенційний ключ, то ФЗ KK ®¢  
не виконується на таблиці t  з огляду на 
мінімальність потенційного ключа K . Таким 
                                                
2 Означення наведено відповідно до [5].  Дрібас у 
монографії [6] в означенні транзитивної ФЗ надає 
додаткову умову: XY Ë . Тоді подальша лема 4 не є 
чинною, а в наведеному нижче означенні 3НФ 
потр*ібно вимагати, щоб таблиця задовольняла 
умовам 2НФ. 

чином, з виконання ФЗ KK ¢® , }{AK ®¢  і 
невиконання ФЗ KK ®¢  на таблиці t  (з огляду 
на її довільність) за означенням 4 атрибут A  є 
транзитивно залежним від потенційного ключа 
K . □ 

Означення 5. Атрибут RAÎ  називається 
первинним (відносно множини ФЗ F ), якщо A  
міститься в якому-небудь потенційному ключі3: 

A  – первинний 
def
Û U

DÎ

Î
K

KA , 

де )(FD=D  –  сім’я всіх потенційних ключів 
(відносно множини ФЗ F ). □ 

Означення 6. Атрибут RAÎ  називається 
непервинним (відносно множини ФЗ F ), якщо A  
не міститься в жодному з потенційних ключів: 

A  – непервинний
def
Û U

DÎ

Î
K

KRA \ , 

де D  –  як і раніше,  сім’я всіх потенційних 
ключів. □ 

Друга нормальна форма 
Як і раніше фіксуємо схему R  та множину 

ФЗ F . 
Означення 7. Скажемо,  що таблиця )(Rt  

знаходиться у другій НФ (2НФ), якщо, по-перше, 
таблиця )(Rt  знаходиться у першій НФ (1НФ4), 
по-друге, таблиця t  є моделлю множини ФЗ F  
та, по-третє, кожний непервинний атрибут 
характеризується повною ФЗ від кожного 
потенційного ключа, тобто: 

U)
)

DÎ

®ÞÎÙDÎ""
K

AKKRAKKA }{\(  –  

повна ФЗ). □ (1) 
З означення 7 випливає, що якщо множина 

непервинних атрибутів порожня, то умова (1) 
цього означення виконується автоматично 
(відповідна імплікація тривіально істинна, 
оскільки умова U)

)

DÎ

Î
K

KRA \  хибна). 

Твердження 1 (достатні умови для 
знаходження у 2НФ для спеціальних випадків). 
Таблиця t  знаходиться у 2НФ,  якщо 2|| £R  або 

1|| £D . □ 
Доведення. Використовуючи результати з 

табл. 1 розглянемо усі можливі випадки для умов 
                                                
3 Означення 5-6 наводяться відповідно до [5-7]. 
4 Оскільки означення 1НФ не підлягає повній 
формалізації, пропонуємо використовувати один з 
його варіантів згідно [7], адаптований до термінології 
даної статті: «таблиця знаходиться у 1НФ тоді і тільки 
тоді,  коли кожний її рядок містить тільки одне 
значення для кожного атрибуту». 
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2|| £R  (перші три стовпчики) або 1|| £D  (перші 
два рядки): 

а) 0|| =R  або 1|| £D  (комірки (1,1), (1,2), 
(1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1)); тобто два 
перших рядка та комірка (3,1);  згідно з табл.  1  
єдиним потенційним ключем є Æ , тобто 

}{Æ=D , звідки всі атрибути схеми R  є 
непервинними; оскільки в цьому випадку 
розглядаються не більше ніж однорядкові 
таблиці, то, очевидно, що довільна така таблиця 
буде моделлю множини ФЗ F ; таким чином, 
залишається перевірити виконання умови (1), яка 
в даному випадку приймає вигляд: 

{ }ARAA ®ÆÞÎ" (  – повна ФЗ), 
та, знову ж виконується очевидно; ▫ 

б) 2|| ³D  і 1|| =R  (комірка (3,2));  нехай для 
визначеності }{AR =  (як в табл. 1), тоді множина 

}{A  є потенційним ключем (див. табл. 1), а 
оскільки схема взагалі не містить непервинних 
атрибутів, то таблиця, яка є моделлю множини 
ФЗ F , знаходиться у 2НФ; ▫ 

в) 2|| ³D  і 2|| =R : (комірка (3,3)); нехай для 
визначеності },{ BAR =  (як в табл.  1).  Нехай 
потенційним ключем є одноелементна множина, 
наприклад, }{A . Тоді ФЗ }{}{ BA ® , де }{B  – 
єдиний непервинний атрибут, є повною згідно 
леми 3. Отже, таблиця t , яка є моделлю множини 
ФЗ F , знаходиться у 2НФ. ▫ 

Нехай тепер множиною потенційних ключів 
є або }}{},{{ BA=D  або }},{{ BA=D ; тоді схема 
взагалі не містить непервинних атрибутів, а отже, 
умова 2НФ (1)  для таблиці t ,  яка є моделлю 
множини ФЗ F , виконується автоматично. ▫□ 

Змістовна інтерпретація твердження 1: не 
більше ніж двоатрибутні таблиці або не більше 
ніж однорядкові таблиці знаходяться у 2НФ (за 
умови, що вони є моделями множини ФЗ F ). 

В наступній лемі D  – сім’я всіх потенційних 
ключів, як і раніше. 

Лема 5 (достатні умови для знаходження у 
2НФ). Таблиця t , яка є моделлю множини ФЗ F , 
знаходиться у 2НФ, якщо виконується одна з 
наступних умов: 

1) всі потенційні ключі одноелементні; 
2) RK

K
=

DÎ
U , тобто сім’я потенційних ключів 

є покриттям схеми R  (еквівалентно: множина 
непервинних атрибутів порожня)5. □ 
                                                
5 Формулювання умов наводиться згідно [8]. 

Доведення. Доведемо перше твердження. 
Оскільки при значеннях потужностей 1|| £D  або 

0|| =R  потужність потенційного ключа нульова 
(наслідок 1), нам потрібно розглянути випадок, 
коли 2|| ³D  і 0|| >R . Нехай всі потенційні 
ключі одноелементні.  Згідно з лемою 3  усі 
непервинні атрибути повністю залежать від 
кожного потенційного ключа; отже, таблиця t  
знаходиться у 2НФ.▫ 

Доведемо друге твердження. Оскільки за 
умови 2)  в формулюванні схема взагалі не 
містить непервинних атрибутів, то умова 2НФ 
для таблиці t  не порушується. ▫□ 

Третя нормальна форма 
Як і раніше фіксуємо схему R  та множину 

ФЗ F . 
Задамо на множині R2  наступне бінарне 

відношення. Скажемо, що множини атрибутів 
RYX Í,  знаходяться у відношенні =

t
 (відносно 

множини ФЗ F ), якщо YXF ®=|  і 
XYF ®=| . 

Лема 6. Відношення =t  є відношенням 
еквівалентності. □ 

Доведення. Дійсно, відношення =t  є: 
1) рефлексивним, оскільки 

XXFXX ®=Û= |t  (ФЗ XX ®  є 
тривіальною); 

2)  симетричним,  оскільки з того,  що YX =t  
випливає XY =t ; 

3) транзитивним; покажемо, що виконується 
імплікація ZXZYYX =Þ=Ù= ttt . Розглянемо 
випадки: 
а) 1|| £D  (перші два рядки табл.  1);  оскільки на 
порожній та однорядковій таблицях виконуються 
довільні ФЗ, то імплікація виконується очевидно; 
б) 0|| =R  (перший стовпчик табл. 1); єдиною 
можливою ФЗ є тривіальна ФЗ Æ®Æ  отже, 
імплікація виконується тривіально; 
в) 1||2|| ³Ù³ RD ; враховуючи, що для даного 
випадку відношення синтаксичного слідування 
( -| ) та семантичного слідування ( =| ) 
співпадають (див. критерій повноти аксіоматики 
Армстронга [4]), побудуємо доведення для ФЗ 

ZX ® : 
1. YX ®  (за припущенням YX =t ; отже, 

YXF ®=| , звідси за критерієм повноти 
аксіоматики Армстронга маємо: YXF ®-| ); 

2. ZY ®  (за припущенням ZY =t ; отже, 
ZYF ®=| , звідси за критерієм повноти 

аксіоматики Армстронга маємо: ZYF ®-| ); 
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3. ZX ®  (з 1  і 2  за правилом 
транзитивності). 

Отже, ZXF ®-| , звідси випливає 
ZXF ®=|  (нагадаємо, що 2|| ³D ). Аналогічно 

будується доведення для ФЗ XZ ® , тобто, 
XZF ®-| , отже XZF ®=| . Звідси 

маємо: ZX =t . □ 
Таким чином, відношення =t  розбиває 

множину R2  (булеан схеми R ) на класи 
еквівалентності. 

Наслідок 2. За умов 1|| £D  або 0|| =R  усі 
елементи множини }|{2 RXXR Í=  належать до 
одного класу еквівалентності. □ 

Доведення випливає безпосередньо з 
доведення леми 6. □ 

Лема 7. Множина суперключів належить до 
одного класу еквівалентності. □ 

Доведення. Нехай множина атрибутів K  є 
суперключем (відносно множини ФЗ F ), тоді 
виконується ФЗ RK ® , тобто RKF ®=| . 
Враховуючи виконання тривіальної ФЗ KR ®  
( RK Í ), тобто KRF ®=| , маємо RK =t . □ 

Позначимо клас еквівалентності суперключів 
=t][R , де схема R  є представником класу. 
Лема 8. Виконується імплікація: 
, ( ( \ ( ) ( { })( )A X Y A R X Y Y A t true" " " Î Ù ® = ÞU

)X Y= Þt  
 не є транзитивно залежним від )A XÞ . □ 

Доведення проводиться безпосередньо. □ 
Відомо, що наявність непервинних 

атрибутів, які є транзитивно залежними від 
потенційних ключів, приводить до виникнення 
аномалій (згідно визначення аномалій з [9]). З 
леми 8 випливає, що для вирішення вказаної 
проблеми достатньо вимагати, щоб ліві частини 
усіх нетривіальних ФЗ виду }{AX ® , де }{A  – 
непервинний атрибут, належали до класу =t][R 6. 

Означення 8. Скажемо,  що таблиця )(Rt  
знаходиться у третій НФ (3НФ), якщо, по-
перше, таблиця )(Rt  знаходиться у 1НФ,  по-
друге, таблиця t  є моделлю множини ФЗ F  та, 
по-третє, для кожної нетривіальної ФЗ виду 

}{AX ®  такої, що }{| AXF ®= , де }{A  – 
непервинний атрибут, множина атрибутів X  є 
суперключем, тобто: 

X" , A"  ( \ ( )
K

X R A R K X
ÎD

Ì Ù Î ÙUU  

                                                
6 Саме такий підхід здійснюється у класичних 
алгоритмах, описаних у [6]. 

)))(()})({( truetRXtruetAX =®Þ=®Ù .□ (2) 
З означення 8 випливає, що, якщо множина 
непервинних атрибутів порожня, то умова (2) 
цього означення виконується автоматично 
(відповідна імплікація тривіально істинна). 
Таким чином, доведена наступна лема. 

Лема 9 (достатня умова для знаходження у 
3НФ). Таблиця t , яка є моделлю множини ФЗ F , 
знаходиться у 3НФ якщо RK

K
=

DÎ
U , тобто сім’я 

потенційних ключів є покриттям схеми R . □ 
Твердження 2 (достатні умови для 

знаходження у 3НФ для спеціальних випадків). 
Таблиця знаходиться у 3НФ якщо 2|| £R  або 

1|| £D . □ 
Доведення. Враховуючи результати з табл. 1 

розглянемо усі можливі випадки для умов 2|| £R  
(перші три стовпчики) або 1|| £D  (перші два 
рядки): 

a) 0|| =R  (комірки (1,1), (2,1), (3,1), тобто 
перший стовпчик); оскільки порожня схема R  не 
має непервинних атрибутів, то умови 3НФ 
виконуються автоматично (лема 9); ▫ 

b) 1|| ³R  і 1|| £D  (комірки (1,2), (1,3), (1,4), 
(2,2), (2,3), (2,4); тобто перші два рядки); згідно з 
табл. 1 єдиним потенційним ключем є Æ , тобто 

}{Æ=D , тоді будь-який елемент множини 
}|{2 RXXR Í=  є суперключем; таким чином, 

умова (2) виконується для кожної відповідної ФЗ 
вигляду }{AX ® ; оскільки в цьому випадку 
розглядаються не більше ніж однорядкові 
таблиці, то, очевидно, що довільна така таблиця 
буде моделлю множини ФЗ F  і знаходиться у 
3НФ; ▫ 

c) 1|| =R , 2|| ³D  (комірка (3,2)); нехай для 
визначеності }{AR =  (як в табл. 1), тоді множина 

}{A  є потенційним ключем (див. табл. 1), а 
оскільки схема не містить непервинних 
атрибутів,  то за лемою 9 таблиця,  яка є моделлю 
множини ФЗ F , знаходиться у 3НФ; ▫ 

d) 2|| =R , 2|| ³D  (комірка (3,3)); нехай для 
визначеності },{ BAR =  (як в табл.  1).  Нехай 
потенційним ключем є одноелементна множина, 
наприклад, }{A , тоді B  – єдиний непервинний 
атрибут. Запишемо усі елементи множини 

}|{2 RXXR Í= : }},{},{},{,{ BABAÆ . Оскільки 
умова (2) виключає з розгляду тривіальні ФЗ, то 
залишається перевірити лише імплікації: 
1. ( { })( ) ( { , })( )B t true A B t trueÆ® = Þ Æ® = ; 
2. ({ } { })( ) ({ } { , })( )A B t true A A B t true® = Þ ® = . 
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В першій імплікації посилка є хибною, 
оскільки ФЗ }{B®Æ  не виконуються на 
довільній дворядковій таблиці, отже, імплікація 
виконується. 

Друга імплікація виконується, оскільки за 
припущенням множина }{A  є потенційним 
ключем.  Отже,  таблиця,  яка є моделлю множини 
ФЗ F , знаходиться у 3НФ. ▫ 

Нехай тепер множиною потенційних ключів 
є або }}{},{{ BA  або }},{( BA ; тоді схема взагалі 
не містить непервинних атрибутів, а отже, за 
лемою 9 таблиця, яка є моделлю множини ФЗ F , 
знаходиться у 3НФ. ▫□ 

Змістовна інтерпретація твердження 2: не 
більше ніж двоатрибутні таблиці або не більше 
ніж однорядкові таблиці знаходяться у 3НФ (за 
умови, що вони є моделями множини ФЗ F ). 

Наслідок 3. НФНФ 23 Û  за умови 2|| £R  
або 1|| £D .□ 

Доведення випливає з тверджень 1 і 2.□ 
Лема 10. Якщо таблиця t  знаходиться у 

3НФ, то вона знаходиться у 2НФ: НФНФ 23 Þ .□ 
Доведення. З урахуванням наслідку 3 

достатньо розглянути випадок, коли 2|| ³D  і 
2|| >R . 

Нехай таблиця t ,  яка є моделлю множини 
ФЗ F , знаходиться у 3НФ. Доведення 
проводиться від супротивного. Припустимо 
таблиця t  не знаходиться у 2НФ,  тоді для 
деякого непервинного атрибута A  знайдеться 
такий потенційний ключ K ,  що ФЗ }{AK ®  не 
є повною, тобто, існує така підмножина KK Ì¢ , 
що виконується ФЗ }{AK ®¢ . Це порушує 
виконання умови (2), оскільки в силу 
мінімальності потенційного ключа множина 

KK Ì¢  не є суперключем.  Прийшли до 
протиріччя. □ 

Нормальна форма Бойса-Кодда 
Означення 9. Скажемо,  що таблиця )(Rt  

знаходиться у нормальній формі Бойса-Кодда 
(НФБК), якщо, по-перше, таблиця )(Rt  
знаходиться у 1НФ, по-друге, таблиця t  є 
моделлю множини ФЗ F  та,  по-третє,  для 
кожної нетривіальної ФЗ виду }{AX ®  такої, що 

}{| AXF ®= , множина атрибутів X  є 
суперключем: 

X" , A"  
( \ ( { })( )X R A R X X A t trueÌ Ù Î Ù ® = Þ  

)))(( truetRX =®Þ .□ (3) 
Твердження 3 (достатні умови для 

знаходження у НФБК для спеціальних випадків). 

Таблиця знаходиться у НФБК якщо 2|| £R  або 
1|| £D . □ 

Доведення. Враховуючи результати з табл. 1 
розглянемо усі можливі випадки для умов 2|| £R  
(перші три стовпчики) або 1|| £D  (перші два 
рядки). 

a) 0|| =R  або 1|| £D  (комірки (1,1), (2,1), 
(3,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4); тобто 
перший стовпчик і перші два рядки);  згідно з 
наслідком 2 усі елементи множини 

}|{2 RXXR Í=  належать до одного класу 
еквівалентності – класу суперключів =t][R , де 
схема R  є представником класу.  Отже,  умови 
НФБК виконуються автоматично і таблиця, яка є 
моделлю множини ФЗ F , знаходиться у НФБК; ▫ 

b) 1|| =R , 2|| ³D  (комірка (3,2)); нехай для 
визначеності }{AR =  (як в табл. 1), тоді множина 

}{A  є потенційним ключем (див. табл. 1). 
Імплікація з умови (3) для єдиної нетривіальної 
ФЗ }{A®Æ  запишеться як: 

truetAtruetA =®ÆÞ=®Æ )})({()})({( , 
і виконується тривіально.  Отже,  таблиця,  яка є 
моделлю множини ФЗ F , знаходиться у НФБК. ▫ 

c) 2|| =R , 2|| ³D  (комірка (3,3)); нехай для 
визначеності },{ BAR =  (як в табл.  1).  Можливі 
два випадки: 

1) нехай множина потенційних ключів – 
одноелементна, тобто, }}{{A=D  або }}{{B=D , 
або }},{{ BA=D . Враховуючи доведення з 
твердження 2 для даного випадку, залишається 
перевірити виконання умови (3) для 
нетривіальної ФЗ }{A®Æ  ( }{B®Æ ), де 
атрибут A  (атрибут B ) є первинним: 

truetBAtruetA =®ÆÞ=®Æ )})(,{()})({( . 
Якщо посилка є хибною, то імплікація 

тривіально істинна. Якщо посилка є істинною, то 
всі рядки таблиці t  мають однакове значення 
атрибута A . Оскільки { }A  – потенційний ключ, 
то у всіх рядків таблиці t  однакові значення 
атрибута B . Отже, імплікація також істинна; 

2) нехай тепер множина потенційних ключів 
двоелементна, тобто, }}{},{{ BA=D ; враховуючи 
попередній пункт доведення залишається 
перевірити виконання умови (3) для 
нетривіальної ФЗ }{}{ BA ®  ( }{}{ AB ® ): 

truetBAAtruetBA =®Þ=® )})(,{}({)})({}({ . 
Імплікація виконується, оскільки за 

припущенням множина }{A  є потенційним 
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ключем.  Отже,  таблиця,  яка є моделлю множини 
ФЗ F , знаходиться у НФБК. ▫□ 

Змістовна інтерпретація останнього 
твердження: не більше ніж двоатрибутні таблиці 
або не більше ніж однорядкові таблиці 
знаходяться у НФБК (за умови,  що вони є 
моделями множини ФЗ F ). 

Наслідок 4. НФНФБК 3Û  за умови 2|| £R  
або 1|| £D .□ 

Доведення випливає з лем 11 і 13.□ 
Наслідок 5. НФНФНФБК 23 ÛÛ  за 

умови 2|| £R  або 1|| £D .□ 
Доведення випливає з наслідків 3 і 4.□ 
Лема 11. Якщо таблиця t  знаходиться у 

НФБК,  то вона знаходиться у 3НФ:  
НФНФБК 3Þ . □ 

Доведення. Нехай таблиця t ,  яка є моделлю 
множини ФЗ F ,  знаходиться у НФБК.  З 
урахуванням включення XRXKR

K
\)(\ Í

DÎ

UU  з 

виконання умови (3) 
X" , A" ( \X R A R XÌ Ù Î  

)))(()})({( truetRXtruetAX =®Þ=®Ù  
тривіально отримуємо виконання умови (2) для 
таблиці t : 

X" , A" ( \ ( )
K

X R A R K X
ÎD

Ì Ù Î ÙUU  

)))(()})({( truetRXtruetAX =®Þ=® . 
Отже, таблиця t , яка є моделлю множини ФЗ 

F , знаходиться у 3НФ.□ 
Наслідок 6. Виконуються імплікації: 

НФНФНФБК 23 ÞÞ .□ 
Доведення випливає з лем 14 і 12. □ 

Четверта нормальна форма 
Нагадаймо, що на таблиці t  схеми R  

виконується багатозначна залежність (БЗЗ) 
YX ®® , якщо для двох довільних рядків 1s , 2s  

таблиці t , які збігаються на множині атрибутів 
X , існує рядок ts Î3 , який дорівнює 
об’єднанню обмежень рядків 1s , 2s  на множини 
атрибутів YX U  і )(\ YXR U  відповідно: 

Þ=Î"Û=®® XsXstsstruetYX
def

||(,))(( 2121

)))(\|)(|( 2133 YXRsYXssts UUU=Î$Þ  [2]. 
Нехай зафіксовані множини ФЗ F  і БЗЗ G . 
Нагадаймо, що таблиця )(Rt  є моделлю 

множини GF U , якщо кожна залежність 
GF UÎj  виконується на таблиці t : 

)(Rt  модель 
def

GF ÛU  

))(( truetGF
def

=ÞÎ"Û jjj U  [10]. 
Означення 10. Скажемо, що таблиця )(Rt  

знаходиться у четвертій НФ (4НФ), якщо, по-
перше, таблиця )(Rt  знаходиться у 1НФ,  по-
друге, таблиця t  є моделлю об’єднання множин 
ФЗ і БЗЗ GF U  та,  по-третє,  для кожної 
нетривіальної БЗЗ YX ®® , такої, що 

|F G X Y= ®®U , множина атрибутів X  є 
суперключем: 

X" , Y"  ( \X R Y R X YÌ Ù ¹ Ù � ÙX  
)))(())(( truetRXtruetYX =®Þ=®®Ù .□ (4) 

Твердження 4 (достатні умови для 
знаходження у 4НФ для спеціальних випадків). 
Таблиця знаходиться у 4НФ якщо 1|| £R  або 

1|| £D .□ 
Доведення. Враховуючи результати з табл. 1 

розглянемо усі можливі випадки для умов 1|| £R  
(перші два стовпчики) або 1|| £D  (перші два 
рядки). 

a) 0|| =R  або 1|| £D  (комірки (1,1), (2,1), 
(3,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4)); тобто 
перший стовпчик і перші два рядки);  згідно з 
табл. 1 єдиним потенційним ключем є Æ , тобто 

}{Æ=D , звідки всі елементи множини 

}|{2 RXXR Í=  є суперключами.  Отже,  умови 
4НФ виконуються автоматично і таблиця,  яка є 
моделлю множини GF U , знаходиться у 4НФ; ▫ 

b) 1|| =R  і 2|| ³D  (комірка (3,2)); нехай для 
визначеності }{AR =  (як в табл. 1). Можливими 
БЗЗ є Æ®®Æ , }{A®®Æ , Æ®®}{A , 

}{}{ AA ®® , кожна з яких є тривіальною. Отже, 
умови 4НФ виконуються автоматично 
(відповідна імплікація тривіально істинна) і 
таблиця, яка є моделлю множини GF U , 
знаходиться у 4НФ. ▫□ 

Зауважимо, що за умови 2|| =R  таблиця буде 
знаходитись у НФБК, але може не знаходитись в 
4НФ, як показано в наступному прикладі. 

Пр и кла д  1. Нехай задані схема },{ BAR =  і 
множина БЗЗ }}{{ AG ®®Æ= .  З вказаних умов 
випливає, що потенційним ключем є множина 
атрибутів },{ BA . Таблиця із схемою },{ BA , 
зображена на рис. 1, є моделлю заданої множини 
БЗЗ G .  Очевидно,  що таблиця знаходиться в 
НФБК, але, оскільки ліва частина БЗЗ }{A®®Æ  
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не є суперключем, таблиця не знаходиться в 
4НФ. 

 
A B 
1 1 
1 2 

 
Рисунок 1. Таблиця з прикладу 1. 
Лема 12. Якщо таблиця )(Rt  знаходиться у 

4НФ,  то вона знаходиться у НФБК:  
НФБКНФÞ4 .□ 

Доведення. З урахуванням тверджень 3 і 4 
достатньо розглянути випадок, коли 2|| ³D  і 

2|| ³R . Нехай таблиця t ,  яка є моделлю 
множини GF U ,  знаходиться у 4НФ і нехай 

}{AX ®  –  довільна нетривіальна ФЗ (тобто,  
XRA \Î ) така, що }{| AXGF ®=U . Покажемо, 

що множина атрибутів X  є суперключем. 
Розглянемо випадки: 

a) RAX Ì}{U ; оскільки, за припущенням, 
}{| AXGF ®=U , то за критерієм повноти 

аксіоматики БЗЗ і ФЗ [10]  для випадку 2|| ³R  
маємо: }{| AXGF ®-U ; тоді за правилом 
продовження ФЗ до БЗЗ (див., наприклад, [2]) на 
таблиці t  виконується БЗЗ }{AX ®® ,  яка є 
нетривіальною (нагадаємо, що XRA \Î  і 

RAX Ì}{U ). За припущенням таблиця t  
знаходиться у 4НФ, тобто виконується умова (4) і 
множина атрибутів X  є суперключем. Отже, 
імплікація з умови (3) 

X" , A"
( \ ( { })( )X R A R X X A t trueÌ Ù Î Ù ® = Þ

)))(( truetRX =®Þ  
є істинною і таблиця t  знаходиться у НФБК; ▫ 

b) RAX =}{U ; аналогічно до попереднього 
пункту для випадку,  що розглядається ( 2|| ³R ), 
маємо: }{| AXGF ®-U ; тоді за правилом 
поповнення (див., наприклад, [3]) на таблиці t  
виконується ФЗ }{AXX U® ,  тобто ФЗ RX ® , 
звідси множина атрибутів X  є суперключем. 
Отже, таблиця t , яка є моделлю множини GF U , 
знаходиться у НФБК. □ 

Теорема 1. Виконуються імплікації: 
НФНФНФБКНФ 234 ÞÞÞ .□ 

Доведення тривіально випливає з леми 12 і 
наслідку 6. □ 

Висновки 
1. Таблиця )(Rt ,  яка знаходиться у 1НФ і є 

моделлю множини ФЗ F , знаходиться у 2НФ, 
3НФ і НФБК, якщо 2|| £R  або 1|| £D . 

2. Сформульовані означення 2-4 НФ 
задовольняють принципу «включення» НФ 
вищих порядків в НФ нижчих порядків, тобто 
виконуються імплікації: 

НФНФНФБКНФ 234 ÞÞÞ . 
3. Подальша робота полягає у побудові 

фрагменту теорії нормалізації стосовно НФ 
вищих порядків (зокрема, проективно-
з’єднувальної НФ), який би відповідав вимогам 
строгості для математичних теорій. 
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В роботі запропоновано підхід до вирішення займенникової анафори за допомогою побудови 

класифікатора, який на основі даних про синтаксичні та семанитчні властивості слів анафори та 

антецедента робить висновок про їх сумісніть чи не сумісність.  

Ключові слова: метод опорних векторів, комп’ютерна лінгвістика, керуючий простір, проблема 

анафори. 

 

The paper presents an approach for solving the pronominal anaphora. A short description of existing 

approaches to resolve the anaphora using classifiers and semantic knowledge was given. There was 

formulated twenty five heuristic syntactic criteria. Some of them take into the account the morphological 

properties of the anaphora and the antecedent. Other are based on the distance in words in general and 

distance in specific part of speech between the two. Criteria based on evaluation of the compatibility by the 

method of support vectors machine to the already recognized anaphora requires modification to training 

algorithm, because in this case training process can change training data. Eight criteria were obtained by 

modifying the estimation algorithm based on the Tensor Model of natural language texts. The basis of the 

syntactic component analysis with tensor model-based algorithm is control spaces of natural language 

sentences. Semantic analysis was done using the semantic ontology WordNet and the factorized tensor of 

typical control spaces. Proposed classifier builds hyperplane in thirty-three dimensional space between the 

points of  matching and not matching pairs of anaphora. Problem of finding this hyperplane has been 

reduced to an optimization problem. Its dual problem can be solved by gradient descent. 

Keywords: support vector machine, computational linguistics, control space, anaphora resolution. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

 

В наш час інформаційні технології все 

більше проникають в повсякденне життя людей. 

Більшість людей які користуються даними 

технологіями не є фахівцями в цій галузі, а є 

пересічними людьми різних професій. Тому 

інтерфейси програмних додатків стають все 

більш простими. Один з найбільш зрозумілих 

інтерфейсів для людини – це засоби спілкування 

природньою мовою. З одного боку це розробки, 

що дозволяють синтезувати звук з тексту, тобто 

читати текст в голос (також розвиваються 

продукти, що займаються протилежною задачею 

– розпізнавання звуків природньої мови, тобто 

«слухати» людей), з іншого боку необхідні 

засоби аналізу та синтезу природньомовних 

текстів. Останні дослідження пов’язані з 

синтаксичним аналізом текстів показують високі 

результати. Тоді як семантичний аналіз текстів 

містить в собі багато не вирішених проблем. 

Одна з них – розв’язання анафори. Можна 

виділити наступні типи анафори : займенникова, 

іменникова, прислівна та нульова. Метою даної 

статті є покращення результатів вирішення 

займенникової анафори.  

Серед робіт присвячених розрізненню 

займенникової анафори слід виділити алгоритм 

Міткова[1]. Представлена в його роботі модель 

узагальнює багато існуючих на той час еврістик в 

одній зручній формі. А саме виділення деяких 

критеріїв оцінювання антецедентів по 

відношенню до анафори на основі синтаксичної 

та морфологічної інформації, надання кожному 

© Т.Г. Вознюк, 2015 
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критерію деякої ваги і сумування ваг критеріїв, 

яким задовільняє дана пара.  

В роботі [2] представлений алгоритм, що 

дозволяє покращити роботу алгоритму Міткова 

за допомогою використання семантичної 

інформації.  

В роботі [3] описаний критерій для 

алгоритму Міткова заснований на використанні 

семантичної інформації представленої тензорною 

моделлю.  

В роботі [4] було побудовано класифікатор, 

який на основі синтаксичної інформації дає 

відповідь про сумісність чи несумісність пари 

антецедент-анафора.  

Дана робота являє собою синтез підходів 

описаних в [3] та [4], тобто буде побудовано 

класифікатор, що враховує семантичну 

інформацію.  

 

Критерії оцінювання на основі 

синтаксичної інформації 

 

Серед критеріїв оцінювання можна виділити 

ті, що приймають бінарне, натуральне та дійсне 

значення.  

Бінарні критерії кодуються стандартно: 0 – 

критерій не виконується, 1 – критерій 

виконується. Наведемо перелік використаних 

бінарних критеріїв: 

1. Антецедент є підметом речення. 

2. Антецедент є власною назвою. 

3-11. Бінарні ознаки чоловічого, жіного, 

середнього роду, множини анафори та 

антецеденту.  

Розглянемо критерії, що представлені 

натуральними числами. 

12.  Кількість входжень антецедента в текст.  

13.  Кількість входжень антецедента в дане  

речення. 

14.  Кількість використань антецедента в 

анафоричних зв’язках. 

15.  Кількість власних назв між анафорою та 

антецедентом. 

16.  Кількість іменникоів між анафорою та 

антецедентом. 

17.  Кількість займенників між анафорою та 

антецедентом. 

18.  Кількість речень між анафорою та 

антецедентом. 

19.  Порядковий номер серед іменників 

антецедента в реченні. 

20.  Порядковий номер серед займенників 

анафори в реченні. 

21.  Кількість анафор, для яких було раніше 

визначена відповідність даному 

антецеденту на проміжку між 

антецедентом та анафорою. 

22.  Кількість анафор, для яких було раніше 

визначена не відповідність даному 

антецеденту на проміжку між 

антецедентом та анафорою. 

Найскладнішими є критерії, значення яких 

представлене дійсним числом. 

23.  Кандидат входить в альфа-звязок від 

слова, що знаходиться в одній і тій же 

фактор-множині як і слова discuss, 

illustrate, identify тощо.  Для перевірки 

критерію необхідно взяти значення з 

матриці альфа-бета зв’язків по парі слів 

(identify, антецедент). Також треба 

зробити запит до таблиці трійок за 

трійкою (антецедент, identify, -). Вибір 

іншого слова (illustrate чи discuss) не 

суттєво вплине на результати, оскільки 

всі вони будуть знаходитися в одній 

фактор множині. 

24.  Середнє значення оцінки пари 

антецедент-анафора методом опорних 

векторів, для яких було раніше визначена 

відповідність на проміжку між 

антецедентом та анафорою.  

25.  Середнє значення оцінки пари 

антецедент-анафора методом опорних 

векторів, для яких було раніше визначена 

не відповідність на проміжку між 

антецедентом та анафорою. 

Критерії 21, 22, 24 та 25 можуть бути введені 

в процес тренування тільки після початкового 

тренування на всіх інших критеріях, оскільки 

вони вимагають вже існуючого класифікатора. 

Крім того після кожного перетренування з 

врахуванням цих додаткових критеріїв вид 

класифікатора змінюється. Тому перерахунок 

результатів цих критеріїв  необхідно включити в 

процес тренування. 

 

Модифікація тензорного алгоритму 

оцінювання пари антецедент-анафора  

 

Нехай дано слово чи словосполучення 

антецеденту w та речення в яке воно входить s. 

Також маємо анафоричний займенник w' та 

речення в яке він входить s'. 

 Сформулюємо алгоритм підрахунку 

семантико-синтаксичних критеріїв для заданої 

пари w та w'. 
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I. Побудувати керуючі простори cs та cs' 

для речень s та s' за допомогою 

алгоритму запропонованого в [5]. 

II. Визначити двійку two та трійку three, 

якщо вони існують, такі що :  

а) two in cs, three in cs  

б) w входить як компонент в two і three 

III. Визначити двійку two' та трійку three', 

якщо вони існують, такі що :  

а) two' in cs', three' in cs'  

б) w' входить як компонент в two' і three' 

IV. Обчислити бінарний критерій: 





інакше0,

  two'.type=  two.typeякщо ,1
  

V. Обрахувати натуральнозначні критерії на 

основі отриманої інформації та 

знаходження семантичної відстані між 

словами по онтології WordNet[6]. 

1. two.first та two'.first 

2. two.second та two'.second 

3. three.first та three'.first 

4. three.second та three'.second 

5. three.third та three'.third 

VI. Знайти дійснозначні критерії вживаності 

антецедента в контексті анафори за 

допомогою запитів до тензорної моделі 

за наступними векторами: 

1. Якщо two'.first = w',  

то (w, two'.second) 

інакше (two'.first, w) 

2. Якщо three'.first=w' 

то (w, three'.second, three'.third) 

інакше якщо three'.two=w' 

то (three.first, w, three'.third) 

інакше (three'.first, three'.second, w) 

Критерій IV є аналогом критерію 

синтаксичного паралелізму, оскільки він 

перевіряє, чи в однаковий тип зв’язку входить 

антецедент та анафора.   

Критерії V.1-5 відповідають за синтаксично-

семантичний паралелізм та перевіряють чи схожі 

за змістом слова знаходяться в однакових 

синтаксичних відношеннях відносно анафори та 

антецедента. 

За допомогою критеріїв VI.1-2 за допомогою 

тензорної моделі мови визначається, чи можна 

вжити антецедент в реченні замість анафори. 

Якщо при заміні анафори антецедента в парі та 

трійці утворюються семантично не корректні 

фрази, то така пара повинна бути відкинута. 

Таким чином ми сформували 8 критеріїв на 

основі аналізу контексту антецедента та анафори 

за допомогою тензорної моделі мови 

 

Тренування класифікатора методу 

опорних векторів 

 

Скористаємося навчанням з вчителем 

(supervised learning). Для даного типу навчання 

нам необхідний розмічена тренувальна вибірка. 

На основі тренувальної вибірки треба 

сформувати позитивні та негативні приклади для 

навчання. Для цього обрахуємо сформульовані 

вище ознаки всіх пар антецедентів та анафор. 

Кількість пар в негативних прикладах буде 

близькою до n*m,  де n – кількість анафоричних 

займенників в тренувальній вибірці, m – кількість 

кандидатів в антецеденти. Тому кількість 

негативних ознак буде значно більше ніж 

позитивних. Для пришвидшення навчання можна 

зменшити кількість негативних прикладів, 

викинувши з тренуючої вибірки пари негативні 

пари антецедент-анафора, відстань між якими 

більша ніж деяке порогове значення, вибране 

виходячи з ступеня зв’язності тренуючої вибірки. 

Маємо: 

}1,1{,),{( 33

1




iiii yxyxD
n

i

          

де ix  - i-та точка тренувальної вибірки в просторі 

ознак, 






інакше1,-

пару сумісну  єпредставля   тточкякщо ,1
iy

, 

n – кількість пар в тренувальній вибірці. 

В лінійному випадку методу опорних 

векторів поверхня має вигляд гіпер-площини. Цю 

гіперплощину можна задати наступним 

рівнянням: 

0 bxw , 

де  – скалярний добуток. 

Сучасні алгоритми штучного інтелекту не 

дійшли до повного розуміння тексту. 

Сформульований вище простір ознак не є 

виключенням. Тому деякі точки в просторі 

можуть вказувати на сумісну або не сумісну в 

деякому контексті пару. Це означає, що 

побудована для класифікатора поверхня не 

зможе розділити простір на 2 частини, в кожній з 

яких будуть точки свого класу. Додатковою 

проблемою нероздільності класів може бути не 

правильно обраний вид поверхні, що їх розділює. 

В нашому випадку – це гіперплощина. Для 

нероздільних класів використовується 

модифікація алгоритму опорних векторів з 

м’яким зазором. В цьому випадку тренування 

полягає в вирішенні наступної оптимізаційної 

задачі: 
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nibxwy iii  1,1)(   

0i  

де C – лінійний штрафний коефіцієнт 

Така задача може бути вирішена будь-яким 

методом оптимазації.  

 

Висновки 

 

У роботі було представлено метод вирішення 

проблеми анафори за допомогою тренування 

класифікатора. Було сформовано 33-вимірний 

простір ознак. Серед них, 8 ознак 

використовують семантико-синтаксичну 

інформацію представленою тензорною моделлю 

мови. 
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Стаття присвячена дослідженню непараметричних методів класифікації та їх асимптотичних
властивостей  на  основі  використання  функцій  напівпросторової  та  регресійної  глибини,  що
використовуються  для  побудови  лінійних  та  нелінійних  розділових  поверхонь  серед  конкуруючих
множин  даних.  Запропоновано  повністю  незалежний  від  розподілу  підхід,  де  для  мінімізації
коефіцієнтів  помилкової  класифікації  застосовується  розподільне  розташування  багатовимірних
даних. Реалізовано оптимізаційний алгоритм для вирішення проблеми наявності декількох локальних
мінімумів.

Ключові слова: функція глибини, розділова гіперплощина, байєсівський класифікатор.

Linear  and  quadratic  classifiers are  optimal  Bayesian  classifiers  under  the  multivariate  normal
distribution based on simple parametric surfaces, and provide effective low-field class resolution. However,
these methods are not reliable enough and sometimes are quite sensitive to extreme values and reductions in
sample. In addition, these methods may not lead to correct classification if the data correspond to a certain
distribution with heavy tails. This usually occurs when the assumption of multivariate normal distribution of
data is violated. Most non-parametric methods do not use the information about the distribution of data and
forms  of  dividing  surface,  but  such  flexible  methods  of  statistical  analysis  for  recognition  problems
sometimes  tend  to  overfitting  of  training  data  and  their  performance  can  decrease  significantly  in  the
absence of large data sets. The article is devoted to research nonparametric classification methods and their
asymptotic properties through the use of half-space and regression depth functions that are used to build
linear and nonlinear separating surface between competing sets of data. A fully distribution free approach is
proposed  where  distributive  location  of  multidimensional  data  is  used  to  minimize  misclassification
coefficients. An optimization algorithm was implemented for solving the problem of the presence of several
local minima.

Key Words: depth function, separating hyperplane, Bayesian classifier.

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В.

Вступ
Лінійні  та  квадратичні  класифікатори  на

основі  простих  параметричних  поверхонь  є
оптимальними байєсівськими класифікаторами в
рамках  багатовимірного  нормального  розподілу
та забезпечують ефективне низькорозмірне поле
класової  роздільності.  Однак,  вказані
класифікатори  не  є  достатньо  надійними  та  є
досить  чутливими до екстремальних  значень та
викидів,  що  наявні  в  вибірці  даних.  Це  є
наслідком  того,  що  дані  процедури  потребують

оцінок  проекційного  вектора   ,  постійної
величини    та  симетричної  матриці   ,
використовуючи  моменти  першого  та  другого
порядку вибірки. Крім того, дані методи можуть
призвести до некоректної класифікації, якщо дані
відповідають  певному  розподілу  з  важкими
хвостами.  Як  правило,  це  має  місце,  коли
порушується  припущення  багатовимірного
нормального  розподілу  даних.  Більшість
непараметричних  методів  не  використовують
інформацію  щодо  розподілу  даних  та  форми
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розділової  поверхні,  проте  такі  гнучкі  методи
статистичного  аналізу  для  задач  розпізнавання
іноді  мають  тенденцію  перенавчання  на
навчальних  даних,  а  їх  продуктивність  може
суттєво  знизитись  при  відсутності  великих
множин даних.

У  даній  статті  досліджуються  деякі
непараметричні  методи  класифікації  на  основі
концепцій  функцій  напівпросторової  та
регресійної  глибини,  що  використовуються  для
побудови  лінійних  та  нелінійних  розділових
поверхонь  серед  конкуруючих  множин  даних.
Досліджувані інструменти методів статистичного
аналізу  для  задач  розпізнавання  є  повністю
незалежними  від  розподілу,  оскільки
грунтуються  на  функціях  напівпросторової  та
регресійної глибини. Для мінімізації коефіцієнтів
помилкової  класифікації,  дані  класифікатори
застосовують  розподільне  розташування
багатовимірних  даних.  Крім  того,  вони  є
незалежними  від  будь-яких  моделей  для
основних розподілів множин даних.

Виклад основного матеріалу
У  багатовимірному  просторі  функція

напівпросторової  глибини  визначає  занурення
певного  елементу  даних  відносно
багатовимірного  розподілу,  або  заданих
багатовимірних  даних.  Концепція  регресійної
глибини  є  поняттям  глибини  регресійної
відповідності.  Найпростішими  формами
розділових  поверхонь  є  гіперплощини,  що
забезпечують  лінійну  роздільність  між  класами
[1].

Далі  у  статті  досліджуються  процедури
побудови  вказаних  глибинних  інструментів
лінійної  класифікації  на  основі  заданої
навчальної вибірки з двома класами.

Напівпросторова глибина r-вимірних даних z
відносно  багатовимірного  розподілу  F
знаходиться,  як  мінімальна  ймовірність
замкнутого напівпростору, що містить z, а саме:

. .( , ) inf { },FS
Нпр Гл z F P S

             
(1)

де S  є замкнутим напівпростором, а z S .
Емпіричний  варіант  даної  функції  глибини

отриманий  шляхом  заміни  F на  емпіричну
функцію розподілу mF . Емпірична версія функції
напівпросторової  глибини,  що  є  афінно-
інваріантною,  рівномірно  збігається  до  функції
глибини, коли F є неперервною функцією.

Розглянемо  двокласову  задачу  з одномірними
даними. Можна очікувати, що більшість різниць

1 2i jz z ,  де  
1iz  

та  
2 jz  належать  до двох різних

класів  для  11 i m   та  21 j m  ,  будуть  мати
однаковий  знак  у  випадку,  якщо  класи  є
ефективно розділеними. Такий підхід може бути
розвинутий  до  багатовимірних  випадків,  де
можна отримати лінійну проекцію  z ,  для якої

більшість  різниць  1 2i jz z    будуть  мати
однаковий  знак.  Це  має  місце  лише  у  випадку,
коли  два  класи  можуть  бути  ефективно
розділеними  за  допомогою  лінійної  роздільної
функції [2].

Ми будемо оцінювати  , мінімізуючи
1 2

1 2
1 11 2

1
( ) { ( ) 0},

m m

m i j
i j

z z
m m

 
 

    
   

(2)

де  1 2( , )m m m  є  вектором розмірів вибірки для
двох  класів.  Задача  максимізації  може  бути
обмежена на множині  { : 1}   ,  що є задачею
максимізації  на  скінченній  вибірці.  Зауважимо,
що оцінена лінійна проекція є ортогональною до
гіперплощини,  що  визначає  напівпросторову
глибину  координат  відносно  даних,  утворених
різницями 1 2i jz z  в  r-вимірному просторі. Дана

узагальнена  незміщена  статистика  ( )m   є
мірою лінійної  роздільності  між двома  класами
вздовж напрямку   ,  а  її  максимальне  значення
серед  різних  можливих  значень  

 
може

розглядатися,  як  багатовимірна  модель
одномірної незміщеної статистики Манна-Уітні.

Максимізуюча  оцінка  ( )m  ,  позначена  як

нпр  
може  бути  використана  для  побудови

лінійного класифікатора  0нпр z     
для  деякої

відповідно вибраної постійної величини   . Слід
зауважити,  що  правило  класифікації,  а  отже  і
відповідні  ймовірності  помилкової  класифікації
залежать від вибору цієї постійної величини.

Після  знаходження  оцінки  нпр ,  нпр  може

бути  отримана  шляхом  мінімізації  відносно  
середньої  помилки  помилкової  класифікації

( , )nнпр  , що задається виразом
1

2

1
1

11

2
2

12

( , ) { 0}

{ 0},

m

mнпр нпр i
i

m

нпр i
i

p
z

m

p
z

m

   

 





     

   



     
(3)

де  1p  та  2p  є  апріорними  ймовірностями  для
двох класів.

Функція  регресійної  глибини  визначає
глибину  занурення  даних,  що  визначається  за
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допомогою вектора коефіцієнтів  1( , ) rR   
  

в  лінійній  регресійній  структурі.  Маючи
множину даних

1 2[{z ( , , ), };  1,2,..., ]m i i i ir iz z z y i m   
з  m елементів  даних,  величина    буде

незануренням  до  m  тоді  і  тільки  тоді,  якщо
існує така афінна гіперплощина  S  в  z-просторі,
що  жоден  zi  не  належить  до  S ,  а  остачі

(z ,1)i iy   є  всі  додатні  в  одному відкритому
напівпросторі  (тобто,  одна  сторона  S )  в  z-
просторі та всі від’ємні в доповненні відкритого
напівпростору (тобто, інша сторона  S ). Функція
регресійної глибини занурення    

визначається,

як мінімальне число елементів даних, що повинні
бути видалені для перетворення її в незанурення
[3].

Такий  підхід  регресійної  глибини  був
використаний для двокласових задач в контексті
бінарної  регресії  для  побудови  лінійних
класифікаторів [4]. Використовуючи мітки класу
0  або  1,  як  значення  залежної  змінної  y  та
досліджуючи  незанурення  (0,0,...,0,0.7)  ,

величина    буде  незануренням  до  m  тоді  і
тільки  тоді,  якщо  існує  гіперплощина  S  в  z-
просторі,  що  повністю  розділяє  дані  з  двох
класів.  Як  результат,  регресійна  глибина
незанурення   може  розглядатися,  як
мінімальне  число  помилково  класифікованих
даних,  що  може  бути  досягнуто  за  допомогою
розділової гиперплощини S  

в z-просторі.

Оскільки  в  спеціалізованій  літературі  було
досліджено  лише  задачу  визначення  розділової
гіперплощини  шляхом  мінімізації  загального
числа  помилково  класифікованих  даних  [5],
можна стверджувати, що лінійний класифікатор є
емпірично оптимальним,  коли  два  конкуруючих
класи  мають  апріорні  ймовірності,  що
пропорційні  їх  розмірам  вибірки.  На  практиці
необхідно коректно налаштувати ваги для різних
даних та визначити виважену регресійну глибину
занурення   ,  як  мінімальне  число  ваг,  що
повинні  бути  видалені  для  перетворення  її  в
незанурення. Тоді, виважена регресійна глибина в
кінцевому підсумку стає середньою ймовірністю
помилкової  класифікації,  що  має  наступний
вигляд:
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{ 0}.
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i

p
z

m
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 





     

   



       
(4)

Мінімізація  ( , )m    відносно    та  

дозволяє  отримати  оцінки  регр  та  регр ,  що

визначають  розділову  гіперплощину  для
використання  в  задачах  класифікації.  Задача
мінімізації  може  бути  обмежена  до
{( , ) : ( , ) 1}     .  Також можна перевірити,  що

мінімізація ( , )m   виявляється оптимізаційною
задачею на скінченній множині.

Крім  того,  було  досліджено  той  факт,  що
оцінка  максимальної  ймовірності  в  задачі
логістичної регресії існує лише тоді, коли є деякі
збіги  в  коваріативному  просторі  між  даними  з
двох класів,  що  відповідають  значенням  0  та  1
залежної  змінної.  У  випадках  абсолютної
роздільності  не  існує  скінченної  оцінки
максимальної  ймовірності  для  вектора
регресійних  коефіцієнтів   .  Якщо  дані  з  двох
класів є повністю роздільними, можна побачити,

що ( регр , регр ) є мінімізуючою оцінкою ( , )m  

тоді і тільки тоді, коли регр  максимізує ( )m  , а

тому регр  є також нпр .

У  випадку,  коли  межі  класу  є  досить
складними,  лінійні  класифікатори  можуть  бути
недоцільними для  використання.  В такому разі,
для  розрізнення  між  конкуруючими  класами
необхідна  залежність  від  нелінійних  розділових
поверхонь. Для побудови таких поверхонь, можна
спроектувати  дані  1 2z ( , ,..., )i i i idz z z  в  простір
більш високої розмірності для отримання нового
вектора  вимірюваних  величин

1 2t ( ( ), ( ),..., ( ))i i i r iz z z    та  виконати  лінійну
класифікацію в l-вимірному просторі.

Якщо  ми  проектуємо  дані  в  простір
квадратичних функцій, це може розглядатися, як

лінійна класифікація з  
2

r
l r

 
   

 
 вимірюваними

величинами, які в кінцевому підсумку призводять
до  квадратичного  розділення  в  початковому  r-
вимірному просторі. Величини

1 2

1 2
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
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         (6)

можуть  бути  оптимізовані  для  отримання
відповідних  оцінок    та   ,  які
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використовуються  для  формування  розділової
поверхні в двокласовій задачі.

Традиційні  лінійні  та  квадратичні  методи
статистичного  аналізу  для  задач  розпізнавання
головним  чином  мотивовані  багатовимірними
нормальними розподілами. В двокласовій задачі
лінійна  розділова  функція  на  основі  моменту
тісно пов'язана з відстанню Махаланобіса,  що є
досить  чутливою  до  можливих  викидів,
присутніх в даних. З іншої сторони, незалежні від
розподілу  глибинні  класифікатори  є  досить
стійкими по відношенню до викидів [6].

Теорема 1. Припустимо, що  ( ) ( )i ih z c z   ,
де  (1,2)i   для деяких параметрів локалізації  i
та  загальної  еліптично-симетричної  функції
щільності  c ,  що задовольняє умову  ( ) ( )c kz c z
для  кожного  z  та  0 1k  .  У  даному випадку,
функції  щільності  1h  та  2h  двох  конкуруючих
класів  є  еліптично-симетричними  із  загальною
матрицею розсіювання  . 

Припускаючи, що апріорні ймовірності двох
конкуруючих класів даних є рівними, ми можемо
стверджувати, що: 

(а)  1
1 2( )      є максимізуючою оцінкою

( ) , а також мінімальною оцінкою ( , )   
при

належному виборі значення  ;
(б) існує оптимальний лінійний байєсівський

класифікатор.
Доведення.  (а)  Характеристичними

функціями  розподілу  є  функції  наступного
вигляду:

1

1
( ) ( )i

h e        
                   

(7)

та
 2

2
( ) ( )i

h e        
                   

(8)

оскільки  розподіли  мають  загальну  матрицю
розсіювання   та спільну еліптично-симетричну
форму з параметрами локалізації  1  та  2 , а    є
деякою загальною скалярною функцією.

Визначаючи
  1/ 2

1 2 1 2( ) ( ) /( )X Z Z          ,      (9)

де  1 1Z h  та  2 2Z h ,  можна  побачити,  що
характеристична  функція  X  задається,  як

  22( ) ( )X     .  Оскілки  розподіл  X  є

симетричним  відносно  нуля  та  незалежний  від
таких  параметрів  множини,  як    та   ,

 1 2( ) 0P Z Z    може бути виражена, як

   
1/ 22

1 2 1 2( ) 0 ( ) / ,XP Z Z F                
(9)

де XF  є кумулятивною функцією розподілу X . В

результаті,   1 2( ) 0P Z Z    матиме
максимальне значення для деякого  , якщо дане
  максимізує    2

1 2( ) /       . Це означає, що
1

1 2( )      є максимізуючою оцінкою ( ) .

(б) Функції щільності  1h  та  2h  можуть бути
виражені, як

 1/ 2 1
1 1 1( ) ( ) ( )rh z V z z            (10)

та
  1/ 2 1

2 2 2( ) ( ) ( ) ,rh z V z z       
    

(11)

що  є  результатом  еліптичної  симетрії  з
локалізаційним  зсувом,  де    є  монотонно
спадною функцією  на   0, ,  а  rV  -  постійною
величиною,  що  залежить  від  розмірності  r .
Оптимальне байєсівське правило класифікує дані
до пергошо класу тоді і тільки тоді, якщо

1
1 2 1 1

1
2 2

1 1 1
1 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
( ) .

2

h z h z z z

z z

z

 
 

     





  

     
    

         
 
(12)

Даний результат має місце у випадку рівних
апріорних  ймовірностей.  Отже,  оптимальний
лінійний  класифікатор  є  байєсівським
класифікатором, а 1

1 2( )      - мінімізуючою
оцінкою ( , )   при належному виборі значення
 .

Теорема  2.  Нехай  щільності  1h  та  2h

належать  до  класу  з  еліптично-симетричним
багатовимірним нормальним розподілом, а також
вони  мають  однакову  форму,  за  винятком,
можливо,  їх  параметрів  локалізації  та  розкиду.
Тоді,  середній  коефіцієнт  помилкової
класифікації  квадратичного  класифікатора,
побудованого  з  використанням  регресійної
глибини  збігається  до  оптимальної  байєсівської
помилки, а квадратичний класифікатор збігається
майже  напевно  до  оптимального  байєсівського
класифікатора,  коли  розмір  навчальної  вибірки
прямує до нескінченності.

Доведення. У  випадку,  коли  два
конкуруючих  розподіли  множин  даних  є
багатовимірними  нормальними  розподілами  з
параметрами  лакалізації  та  розсіювання  1 1( , ) 
та 2 2( , )  ,
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1
1 1 1

1
2 2 2

1 1 2 2

1
( ) ( )1/ 2 2

1 1

1
( ) ( )1/ 2 2

2 2

1 1
2 2 2 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

z z

z z

p h z p h z

p e

p e

z z z z V

 

 
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



   

   

 

 

  

  

         

(13)

де 
1/ 2

2 1

1/ 2

1 2

2log
p

V
p

 
    

.

Оскільки  достатньо  показати,  що
оптимальний  квадратичний  класифікатор  є
унікальним  байєсівським  класифікатором  за
заданих  умов,  ми  отримали,  що  оптимальне
байєсівське  правило  є  унікальним  та
квадратичним [7].

Ймовірністна  функція  щільності  ( )h z  r-
вимірного  еліптично-симетричного багатовимірного
нормального розподілу задається, як

1/ 2 1 1( ) {1 ( ) ( )} ,U
rh z V z z              

(14)

де  0  ,  / 2U r ,  / 2( ) ( ) / ( / 2)r
rV p U U r     ,  а

  та    є  параметрами  локалізації  та
розсіювання,  відповідно.  Далі  проведемо
дослідження  двох  однакової  форми  еліптично-
симетричних  багатовимірних  нормальних
розподілів за винятком їх параметрів локалізації
та розсіювання.

Припустимо, що 
i  

є параметром локалізації,

а  
i  -  матрицею  розсіювання  для  i-ї  ( 1,2)i 

множини даних, а 
ip  

є її апріорною ймовірністю.

Тоді, має місце наступна нерівність:

 
 

1 1 2 2

1/ 2 1 1
1 1 1 1 1
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2 2 2 2 2

1/ 21 1
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2 2 2 1 1

1
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1
2 2 2
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1 ( ) ( )

1 ( ) ( )
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pz z
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  

  

 





 

      

     

           

   
   

1/
0

1 1
1 1 1 0 2 2 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) 0.

Un n

z z n z z n    



 

 
  

 
           

(15)

В  результаті,  оптимальне  байєсівське
правило  має  властивість  унікальності  та  є
квадратичним  класифікатором,  оскільки  ліва
частина цієї нерівності є квадратичною функцією
від z .

Зауважимо,  що  ймовірністна  функція
щільності  r-вимірного  еліптично-симетричного

багатовимірного  нормального  розподілу
задається, як

1/ 2/ 2

1 1

( ) ( ) ( ) / ( / 2)

{1 ( ) ( )} ,

r

U

h z p U U r

z z



  



  

     

        
(16)

де   та   є параметрами локалізації та розкиду,
0  , а / 2U r . Коли ( ) / 2U r  , а   є цілим

числом,  відповідний  розподіл  є  також
багатовимірним  t-розподілом  з  функцією
щільності   .  Як  частковий  випадок,  має  місце
багатовимірний розподіл Коші, коли 1  .

Результати практичних експериментів
Максимізація ( )m   

може бути зведена до 

з  1  ,  а  мінімізація  ( , )   -  до  ( , )   з

( , ) 1   .  Враховуючи  те,  що  порядок
обчислювальної  складності  швидко  зростає  з
розмірністю  l ,  точна  оптимізація  ( )m   та

( , )m    не  може  бути  застосованою  за  задач
великої  розмірності,  тому  можна  виконувати
лише приблизну оптимізацію.

В  практичних  експерименах  було
застосовано  підхід,  де  індикаторні  функції,  що
фігурують  у  виразах  для  m  та  m
апроксимуються  за  допомогою  відповідно
визначених  функцій  згладжування.
Використовуючи  вказану  апроксимацію,  було
використано  похідні  для  визначення  напрямку
найшвидшого  підйому,  або  спуску  цільової
функції, яку необхідно оптимізувати. Логістична
функція  1/(1 )ze   з  великим  додатнім    є
апроксимацією для індикаторної функції ( 0)z 
.

Зрозуміло,  що недостатньо  велике значення
  призведе  до  неточної  апроксимації.  Однак,
дуже велике значення    призведе до достатньо
точної  апроксимації,  однак  числова  оптимізація
на основі найшвидшого підйому, або спуску буде
чисельно  нестійкою.  Встановлено,  що  високий
коефіцієнт чисельної стійкості в оптимізаційному
алгоритмі може бути отриманий навіть для дуже
великого  значення  t .  Це  стало  можливим  при
умові,  коли  всі  вимірювані  величини  були
нормалізованими  до  процесу  апроксимації.  На
основі  практичних  експериментів  було
встановлено, що якщо використовується значення

10 15   
після  процесу  нормалізації

вимірюваних  величин,  середні  коефіцієнти
помилкової  класифікації  для  отриманих
алгоритмів  залишаються  майже  однаковими  та
достатньо  малими.  В  результаті,  були  виведені
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найбільш прийнятні значення, отримані в цьому
діапазоні.

В  двовимірному  випадку  для  лінійних
методів  статистичного  аналізу  для  задач
розпізнавання,  де  точне  визначення  ( )m   та

( , )m    є  досить  простим,  було  порівняно
ефективність  точних  та  наближених  глибинних
методів  класифікації,  а  також  встановлено,  що
вони  досягають  практично  однакових  середніх
коефіцієнтів помилкової класифікації. 

Починаючи з різних випадкових початкових
даних,  наближені  реалізації  оптимізаційних
алгоритмів  виконувалися  декілька  разів  для
вирішення  проблеми  можливої  навності
декількох локальних мінімумів.

Стосовно  застосування  класифікатора  на
основі напівпросторової глибини,  необхідно було
оцінити    з навчальної вибірки після оцінки   .
Це  було  реалізовано в результаті  перерахування
порядкових  статистик  спроектованих  даних

1нпр it  та  2нпр jt  ( 11 i m  ,  21 j m  )  уздовж

оціненого напрямку нпр . Було зроблено висновок, що
обчислювальна складність при отриманні оцінки

нпр  
не збільшується з розмірністю l  у результаті

використання лінійних проекцій.
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     У статті досліджуються положення рівноваги моделі популяції з запізненням. Розглядається 

система диференціальних рівнянь із запізненням. Дослідження динаміки проводиться з 

використанням лінеаризації системи в околиці ненульовий особливої точки. Показано, що особлива 

точка асимптотично стійка. 

Ключові слова: математична модель, динамічна система, диференціальні рівняння, 

запізнювання. 

      

     The article investigates the equilibrium population models with delay. The system of differential equations 

with delay is investigated. Nonlinear right part is described by the variables that determine the dependence 

of the density of the populations of the victim and predator, respectively, rate of breeding populations of 

victims in the absence of predators, the specific rate of consumption of predator population offerings at unit 

density, natural mortality predator ratio processing consumed predator biomass victim of its own biomass 

and others. Two special points system are identified. The first point corresponds to the absence of 

populations. The second special point corresponds to sustainable regime. Research of dynamics is conducted 

using linearization system in a neighborhood of nonzero singular point. The characteristic equation are 

constructed. Showing that particular point asymptotically stable. Guaranteed region of asymptotic stability 

assessment equilibrium is computed using the second method of Lyapunov. Region asymptotic stability of 

equilibrium nonlinear system is calculated using a quadratic Lyapunov function constructed for the linear 

system. In system the delayed derivative is measured using the provided B.S. Razumyhyn. 

Key words: mathematical model, dynamic system, differential equations, delay. 

 

     Статтю представив д.ф.-м.н, проф. Хусаінов Д. Я. 

 

Ця стаття є продовженням досліджень 

динаміки поведінки моделі популяції з 

запізненням, розпочата в [5,6]. Дослідження з 

розробки математичних моделей динаміки 

популяцій проводилися в роботах Ферхюльста 

П., Лотки А. [1], Базикіна А.Д.[3], Вольтера В. 

[4], Сміта Дж. [5], Колмогорова А.Н. [10]. Було 

складено ряд математичних моделей 

взаємодіючих популяцій типу «хижак-

жертва». Вони мали вигляд систем 

диференціальних рівнянь з нелінійної правою 

частиною зі змінними, визначальними 

залежність щільності популяцій жертви і 

хижака, відповідно, швидкість розмноження 

популяції жертви у відсутності хижака, питому 

швидкість споживання популяцією хижака 

жертви при одиничній щільності, природну 

смертність хижака, коефіцієнт переробки 

спожитої хижаком біомаси жертви у власну 

біомасу та ін. 

Одна з моделей описувалася системою 

двох диференціальних рівнянь без 

запізнювання 

 
 
 

   txtby
txN

tax
tx 











 , 

       tytdxcty  .                (1) 

Тут a  швидкість розмноження популяції 

жертви у відсутності хижака, b  питома 

швидкість споживання популяції хижака 

жертви при одиничній щільності, c  

природна смертність хижака, bd  коефіцієнт 
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переробки спожитої хижаком біомаси жертви 

у власну біомасу, N  максимальну кількість 

популяції жертви. 

 У роботах [5,6] було запропоновано 

розглянути вплив запізнювання, обумовлений 

часом дозрівання особин. Диференціальні 

рівняння (1) в цьому випадку мали вигляд 

 
 
 

   txtby
txN

tax
tx 













 




 , 

      tytdxcty  .           (2) 

 Система рівнянь (2) має ті ж положення 

рівноваги, що і система без запізнювання (1). 

Дослідження динаміки проводилося з 

використанням лінійного наближення в 

околиці кожної з особливих точок. Особливих 

точок дві. Ними є 

 0,0O ,  
111

, yxO , 
d

c
x 

1
, 

 cNdb

ac
y




1
.   

Стаціонарні точки визначаються із системи 

 
 

    0










txtby

txN
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,      0 tytdxc . 

Ними будуть 

 0,0O ,  11, yxM , 
d

c
x 1 , 

 cNdb

ac
y


1 .    

Перша особлива точка  0,0O   не представляє 

інтересу. Вона відповідає відсутності 

популяції. Розглянемо другу особливу точку. 

Система лінійного наближення в околі цієї 

особливої точки має вигляд 
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 
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








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 
 
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











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




ty

tx
tz .                   (3) 

Підставивши значення  
111

, yxO , отримаємо 











00

00
A , 









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0
21

1211

b

bb
B ,  

 211
cNd

acdN
b


 ,  

cb 
12

, 
 cNdb

acd
b




21
.                                 (4) 

Таким чином, система лінійного наближення в 

околиці особливої точки  
111

, yxO  є 

«системою з чистим запізненням». Її 

характеристичне рівняння має вигляд 

 
022 


    e

dK

cdKac
e

dK

ac
. 

Умовами асимптотичної стійкості будуть [5] 

0
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1
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 s
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,       (5) 

де 

 11
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






 a

dK

ac

dK

ac
s  

Оскільки вихідна система нелінійна, то 

асимптотична стійкість положення рівноваги є 

локальною, тобто в деякій околиці  
1

OU


 

точки  
111

, yxO . 

Гарантовану оцінку області асимптотичної 

стійкості положення рівноваги  
111

.yxO  

можна обчислити, використовуючи другий 

метод Ляпунова. Розглянемо функцію 

Ляпунова квадратичного виду 

      tHztztzV T

111
 ,  

 

 










ty

tx
tz

1

1

1
, 











2221

1211

hh

hh
H                          (5) 

з позитивно визначеною матрицею H .  

Функцію Ляпунова для нелінійної системи 

побудувати, в загальному випадку, важко. Як 

правило, будують функцію Ляпунова для 

лінеаризованої системи, а її повну похідну 

обчислюють в силу нелінійної системи. Для 

лінійних систем з запізненням необхідною 

умовою стійкості є стійкість при відсутності 

запізнювання, тобто системи  

   
11

)( tzBAtz  , 










0
21

1211

b

bb
BA .        (6) 

Оскільки характеристичне рівняння системи 

без запізнювання має вигляд 
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 

0

det

211211

2

21

1211

















bbb

b

bb
EBA








, 

то, згідно з критерієм Гурвіца, для 

двовимірних систем необхідною і достатньою 

умовою стійкості є позитивність коефіцієнтів. 

Оскільки 

 
0

211





cNd

acdN
b ,  

 
0

2

2112





cNdb

dac
bb , 

то система без запізнювання (6) буде 

асимптотично стійкою. Розглянемо побудову 

функції Ляпунова (5) для лінеаризованої 

системи (6). Матричне рівняння Ляпунова має 

вигляд 













































2212

1211

21

1211

2212

1211

2212

1211

12

2111

00

cc

cc

b

bb

hh

hh

hh

hh

b

bb

  

де 0
11
c , 02

121211
 ccc - довільні числа. 

Поклавши ccc 2
2211
 , 0

12
c , отримаємо 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь  

chbhb 
12121111

, 0
221212111121
 hbhbhb , 

chb 
1221

. 

Її рішенням буде 

2111

1221

11
bb

bb
ch


 , 

21

12

1

b
ch  , 

 

211211

2112

2

21

2

11

22
bbb

bbbb
ch


 .                          (7) 

 Відповідно, екстремальними власними 

числами отриманої симетричної, позитивно 

визначеною матриці H , будуть  

      2

12

2

22112211max
4

2

1
hhhhhH  , 

      2

12

2

22112211min
4

2

1
hhhhhH  . 

І для функції Ляпунова квадратичного 

виду (5) з коефіцієнтами 
11h , 

12
h , 

22
h , 

визначеними в (8), повна похідна, в силу 

системи (7), дорівнює  

        02

1

2

11
 tytxctzV

dt

d
, 

а нульове положення рівноваги системи 

лінійного наближення (6) глобально 

асимптотично стійке. Як випливає з теореми 

про стійкість за лінійним наближенням, буде 

асимптотично стійким (але локально) і 

нульове положення вихідної нелінійної 

«обуреної системи». Обчислимо оцінку 

області асимптотичної стійкості. Запишемо 

систему, «обурену» до системи (2) в точці 

 
111

.yxO .  

Відомо, що систему загального вигляду 

       tztzFtz
111

,  

можна переписати, виділивши лінійну 

частину, наступним чином 

 
 

    
 

 

 
    

 
 











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



tztztzF
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tztztzF
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11,111

1

11,111

1

1

,

,
 

     tztzF
11

,  

 
    

 
 

 
    

 
 











































tztztzF
tz

tztztzF
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zz

zz

11,111

1

12,111

1

,

,
 

Або в вигляді 

           tztzBtzBAtz
1111

  

           tBztAztztzF
1111

,   (8) 

 
    

  














00

00
,

11 ,11

1

zz
tztzF

tz
A  , 

 
    

  














0
,

21

1211

,11

1
11 b

bb
tztzF

tz
B

zz



. 

Повна похідна Ляпунова (5) в силу нелінійної 

системи з запізненням (8) в зміщеній точці 

 
111

.yxO  має вигляд 

           tzHtztHztztzV
dt

d TT

1111


            tHzBtztztHzBAtz TTTT

11111


            tHztBztAztztzF
T

11111
,   
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             tztzHBtztzBAHtz TT

11111


           TT tBztAztztzFHtz  
11111

, . 

Використовуючи матричне рівняння Ляпуно-

ва, отримаємо 

       tCztztzV
dt

d T

11

       tztztzHB
111

2  

            tBztAztztzFtzH
11111

,2  

Припустимо, що виконуються умови Б.С. Ра-

зуміхина. Вони мають вигляд 

         

    2

1max

11

2

1min

tzH

tzVszVszH







 , ts  , 

або 

     tzHtz
11

  , 

     HHH
minmax
  . 

Тоді для повної похідної функції Ляпунова в 

силу «обуреної системи» (8) матиме місце на-

ступна нерівність 

           
2

1min1
12 tzHHBCtzV

dt

d


            tBztAztztzFtzH
11111

,2

Оцінимо останній доданок, що визначає оцінку 

області стійкості. 

    tztzR
11

,

             tBztAztztzFtzH
11111

,2  

Векторна функція     tztzF
11

,  має вигляд 

    
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11112 ,,,
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tytytxtxF




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
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txb
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121

112111
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. 

Розглянемо перший елемент 

    tztzR
111

,  «вектора збурень»  
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Враховуючи, що 

d

c
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1
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 cNdb
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
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, 

отримуємо 
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     tybtxb
12111

.             (9) 

Розглянемо другий елемент 

    tztzR
112

, . 

Отримуємо 
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,
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 .                       (10) 

Таким чином,  

           
2

1min1
12 tzHHBCtzV

dt

d


      tztzRtzH
111

,2 . 

І для отримання оцінки «гарантованої області 

асимптотичної стійкості» отримуємо нерів-

ність 
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 rzzU
R
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t
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, 

при умові      tzHtz   . 
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Додатки побудовані на основі однорангових мереж домогають розв’язати проблему доставки 

інформації багатьом абонентам, шляхом розподілення мережих навантажень серед усіх учасників. 
Проте із ростом мережі, також зростає і затримка доставки даних, яка виникає внаслідок 
неоптимального з географічної точки зору розташування вузлів в топології. В цій статті 
запропонований новий алгоритм пошуку найближчих сусідів, а також топологія, яка дозволяє 
робити подібні запити, в основі яких лежить принцип пошуку найближчих в мережевому розумінні 
вузлів за допомогою розподіленої системи мережевих координат. Даний підхід дозволяє більш 
ефективно використовувати мережеві ресурси, звести до мінімуму надлишкову затримку, яка 
виникає при передачі даних, а також знизити навантаження мереж інтернет-провайдерів. В свою 
чергу використання алгоритму побудови топології на основі 7-вимірного простору надає змогу 
вузлам знайти найближчих сусідів за кількість запитів, яка логарифмічно залежить від кількості 
вузлів в мережі, що робить систему швидшою, порівняно з існуючими розв’язками. 
Ключові слова: однорангові мережі, пошук найближчих сусідів, мережеві координати. 
 
Applications that use peer-to-peer networks help to solve a data delivery problem to many endpoints by 

distributing network load among all participants. However with network growing also a delivery data delay 
increased, which occurs due to unoptimal location in geographical meaning of nodes in a topology. In this 
paper proposed a new algorithm of the nearest neighbor search as well as a topology that enables these 
queries that uses a principle of searching the nearest nodes in the network by using a distributed coordinate 
system. This approach helps to use network resource more efficiently, decrease to a minimum unwanted 
delay that appears during data dissemination, and at the same time decrease a network load for Internet 
providers. Also usage of this algorithm, which is based on the 7-dimensional space, makes possible to find 
nearest neighbors with a count of queries that is equal to a logarithm of the total amount of nodes in the 
network and makes this system faster compared to existing solutions.   

Key Words: peer-to-peer networks, nearest neighbors search, network coordinates. 
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Introduction 

 
Peer-to-peer network is a promising technology 

for solving data dissemination problems. Its 
distributed feature makes possible to unload a 
network bandwidth of a central server. While for file 
transmission there are a lot of efficient existing 
solutions like BitTorrent, for video streaming and 
other latency dependant data this approach is still too 
far away from meeting quality of experience (QoE) 
criteria. Main reasons are unpredictable behaviour of 
users that join and leave the network and a network 

delay that appears during data transmission. 
Moreover this approach is not scalable in general, 
because the bigger size of the network, the bigger 
quality impact for the end users. With a network 
growth participants of the network also notice 
sudden interruptions and a jitter until new data will 
be available. Another possible side effect is a time 
lag of the executed query in the network like 
accessing key-value resource or searching another 
nodes. In case of real-time peer-to-peer streaming 
event like football or basketball match, users in 
adjacent rooms will observe a synchronization 
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problem. While in one room viewers will see a score, 
in another room they will wait up to several minutes 
until this event occur. These reasons make peer-to-
peer networks for real-time applications rather proof 
of concepts then production ready solutions. 

In this paper proposed a new distributed location 
service that has a goal for the decreasing end-user 
delays, which in a result improves quality of 
experience. The key idea is to make things 
completely distributed and thus scalable to networks 
of any size. At the same time proposed schema 
significantly decreases query latency by avoiding 
inefficient transmitting between peers that are 
located far a way from each other. It is mainly based 
on an approach of finding nearest neighbours in 
network meaning that is achieved by using a special 
topology structure, which enables this query for 
every node.  

  
Related work 

 
The task of finding nearest neighbours in the 

network is a known problem in peer-to-peer 
networks. A solution of this task is hard due to the 
fact that ISP networks are connected in a different 
manner with each other and even in case when users 
located in the same network they can have big value 
of RTT (round-trip time) compared to peers located 
in other networks. This situation is typical for 
cellular networks (2G-4G) as peers located in such 
network will be farther between each other then with 
another peer that uses a cable connection. It is also 
complicated due to a huge amount of possible 
distance pairs between peers and complexity of its 
measurement. However the last problem is partially 
solved by using King [1] tool that helps to evaluate 
distance between two hosts by using recursive DNS 
queries that return RTT values. This tool allowed 
measuring network distances between two hosts 
without direct querying them. However for 
answering the nearest neighbours query it still 
requires an efficient data structure and ! ! − 1  
“king” measurements, where ! – is a number of 
nodes in the network. It means that using this 
approach for the problem solution requires a central 
server and a query complexity grows with every new 
node entrance and departure.  

These problems are solved in Meridian [2]. It is a 
completely distributed system that helps peers to find 
nearest neighbors in a logarithm of network size 
amount of queries. Meridian has its own network 
topology that organizes neighbors into groups at 
different distances that are exponentially increased. 
Every group contains peers of a maximum possible 

observed square calculated every time new peer tries 
to join it. In the proposed paper we also use an idea 
of building topology, where every peer has a small 
set of neighbors at different distances that helps 
newcomers to find their nearest neighbors. But 
instead of requesting every subset of neighbors for 
retrieving distance information, here we use network 
coordinates that make possible to avoid additional 
operations and increases speed of the query. 

Another approach is to use virtual network 
coordinate systems. A key idea here is assuming that 
all peers live in Euclidean space and in result every 
node has it’s own coordinates in such space. There 
exist two different approaches: land-marking and 
distributed network coordinates. In the land-marking 
case every participant of the network measures 
distances to predefined nodes that are located as 
farther as possible between each other. Every land-
marked node represents separate axis, thus naturally 
the more predefined nodes the more accurate results 
could be achieved. This idea is used in GNP [3], 
Lighthouse [4] and PCoord [5] systems. Mainly after 
landmarks measurements accomplished every peer 
applies some optimization method like Simplex 
Downhill that minimizes possible errors. However 
these systems require lot of landmarks over the 
world for the really accurate results, also this 
solution requires centralized server and thus is not 
scalable. That is why the distributed network 
coordinates approach was proposed. Here each node 
acts as a landmark and is used for coordinates 
calculations. Perhaps the most known system that 
implements this idea is Vivaldi [6]. This system 
consists of a 2-d coordinate system that is enriched 
by a height parameter that represents a jitter or error 
that occurs in the network space as the triangle 
inequality is often violated. The Vivaldi algorithm 
continuously updates coordinates of every node, 
however they use only 2-d coordinates system due to 
inability to decrease network overhead for greater 
dimensions. The approach proposed in this paper 
uses 7-d coordinate system that achieves at least 
same accuracy, but it doesn’t require computing the 
height parameter and has constant network overhead. 
Also in the Vivaldi the nearest neighbor query is not 
implemented. Another existing implementation is 
PIC (Practical Internet Coordinates) [7]. Here every 
node is used for the network coordinates estimation 
like in the Vivaldi. But comparing to the previous 
approach it has an ability to request the system with 
the nearest neighbor query by using an active node 
discovery protocol. It combines 3 strategies: random 
nodes, closest nodes and a hybrid of both for 
minimizing errors that appears in the Simplex 
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Downhill method. This idea improves overall 
accuracy and makes system reliable for both – near 
and far peers. In the proposed paper we also provide 
an ability to answer the nearest neighbor query in a 
completely decentralized manner and for achieving 
better accuracy we use sets of neighbors at different 
distances that represent a better sampling than in 
PIC. 

  
An algorithm for buidling network coordinates 

 
We assume that a network space could be 

represented as an n-dimensional Euclidian space, 
where distance function ! !!, !! = | !! − !! | 
represents RTT (round-trip time) between a pair of 
!! and !! nodes in the swarm. While it’s known [6] 
that a real network space is not the Euclidian one due 
to a triangle inequality violations, it’s still possible to 
accurately predict network distances with a high 
probability (evaluation of this method is described in 
the section below). The network coordinate of node 
! denoted as a tuple (!!, !!,… , !!), where every !! 
represents a value of a dimension an ! is a 
cardinality of !. Initially, when the peer joins the 
network, it assigns to itself a coordinate where all 
dimensions are equal to 0: (0, 0,… , 0) and starts 
communicating with other nodes. Periodically (every 
! seconds) every peer requests the neighborhood 
current coordinates and updates information about 
RTT using response time. It triggers updating of its 
own coordinates and rebuilding local searching 
topology. As only coordinates values need to be sent, 
a network overhead of this algorithm is constant and 
configurable via ! and ! parameters. In this case for 
a valid operating of the algorithm every peer needs 
to additionally allocate ! bytes for the upload and 
download bandwidth that may be evaluated as 
following equation: 

 
! = !!"#                               (1) 

!
Here ! is an amount of bytes required to encode 

one dimension and ! is a cardinality of the 
neighborhood set. Naturally the more neighbors 
every peer has and the greater cardinality of 
coordinates is, the more accurate results may be 
obtained. However, increasing of these values also 
increase the network overhead. That is why it’s 
important to choose a good tradeoff. In this paper we 
use c=10, b=2, p=7 and k=5 that means it’s only 
need 140 bytes of the bandwidth for every 5 seconds 
to accomplish next stage of the network coordinates 
updating. These values provide reasonable accuracy 

and overhead (comparison with other parameters 
described in the next section). 

Whenever peer receives new information about 
coordinates, it’s possible to evaluate current error ! 
that is defined as following equation: 

 
! !! , !! = |!(!! , !!) − ! !! , !! |, 

!! , !! ∈ !, ! ≠ !.                     (2) 
 

Where ! – is a set of all nodes, ! function that 
returns the round-trip time between two nodes and ! 
is a distance function on the defined Euclidean space 
that calculates distance by using network 
coordinates. Ideal case when all error values are 
equal to 0. However, as it was mentioned before, 
generally it’s known to be an impossible task due to 
the triangle inequality viloations in the Internet 
network. So in this case network coordinate will 
always contain error information and therefore a key 
idea of the algorithm is updating all coordinates by 
minimizing  possible errors. It could be represented 
as a task of minimizing a square sum of observable 
errors for every node !!: 

 
min !! !! , !!

!!∈!!
, 

!!! ⊆ !.                                  (3) 
 
 Where !! is a set that represents the 

neighborhood of a peer !!. So the defined task is a 
common non-linear least squares problem. It could 
be solved by using Levenberg-Marquardt algorithm 
(LMA) [7]. In the input the current network 
coordinates of every neighbor, their values of RTT 
and the current node’s coordinate are provided. And 
the algorithm will modify values of the current 
peer’s coordinates to satisfy condition described in 
(3). In a result network coordinate of the node 
updated and availiable for requesting by other nodes 
and possible errors are minimized. Next time, when 
neighbors of the peer will request new coordinates 
they also update their ones, which will produce more 
accurate result as errors are minimized. It means that 
this algorithm is iterative and at every step accuracy 
is improved. Also in a case when peer churn 
appeared or new participants entered the network 
coordinate topology will be rebuilt in a couple of 
updates that makes it robust to dynamic changes in 
the network. These approach enables possibility to 
use network coordinates for answering the nearest 
neighbor query for both: server based and distributed 
implementations. While both of implementations 
have their advantages and disadvantages, we 
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recommend to use network coordinates obtained 
from the described algorithm and use them in the 
Meridian topology. In this case it’s possible to avoid 
direct measurements for the nearest neighbor query 
and make things completely in a distributed manner. 
 

Evaluation of the algorithm 
 
For evaluating the algorithm that described in the 

previous section we used a statistical table data for 
168 cities that contains ping measurements for every 
pair in the table (28056 records totally) [9]. Cities are 
located on all continents of the Earth and mostly 
represent captials and big cities. It’s not hard to 
notice that main parameters of the algorithm, which 
will affect accuracy are number of dimensions and a 
size of the neighborhood. The more dimensions and 
the greater size are, the better accuracy and higher 
performance penalty. While the neighborhood size 
may vary in different peer-to-peer applications, we 
assume that in most cases the minimum value equal 
to 10 neighbors. This value doesn’t mean that it must 
be used in implementations of the proposed method, 
rather it helps to compare how number of dimensions 
will impact in a typical case. Every neighbor in every 
test has chosen randomly, all tests repeated for 10 
times and in the end obtained values are averaged. 
Such approach shows results in different 
environments and thus eliminates possibility of 
“well-tuned” effect. Below represented a column 
chart that compares average error of every dimension 
type after 20 cycles of the updating coordinates: 

 

 
Figure 1. Average error compared to dimensions. 

 
As it’s shown in the figure above starting from 

the 7th dimension overall accuracy doesn’t 
significantly change. On the average it’s equal to 
33.07 ms for and in the case with 10 dimensions it’s 
equal to 32.86 ms. Therefore it’s recommended to 
use !!parameter (which represents amount of 
dimensions) equal to 7. As in this case it’s possible 

to achieve reasonable accuracy without overloading 
CPU for applying the Levenberg-Marquardt 
algorithm. Separately for the case with 7 dimensions 
presented charts, which show how many (in 
percentage) nodes are covered with relative and 
absolute errors: 

 

 
Figure 2. Relative and absolute errors compared to 

number of nodes. 
Moreover these results may be improved if apply 

following heuristic. It’s known that some of the 
nodes are affected by network jitter that may appear 
in mobile carrier networks, DSL or due to the 
network congestion. If assume that these nodes don’t 
have any neighbors closer than 100 ms, than it’s 
possible to create a second layer of network 
coordinates, where such nodes will be removed. In 
this case they still can use the first layer, while others 
use both layers for more precise calculations. In this 
case the second layer of our dataset contains 130 
cities from 168. Applying the proposed algorithm 
results to an average relative error being equal to 
17.12 milliseconds and nearly in 50% of cases peers 
have relative error less than 10 milliseconds. 

 
Conclusion 

 
In this paper proposed a new algorithm for 

building network coordinates. It’s based on the idea 
of minimizing visible errors in a 7 dimensional space 
on the each side of the swarm. It requires a minimum 
of additional bandwidth allocation that will not be 
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noticed in most peer-to-peer applications. And its 
algorithm is simple in implementation and compared 
to analogues doesn’t require to transmit or evaluate 
additional information except network coordinates. 
Also the proposed approach executed in a 
completely distributed manner and may be used in a 
existing engines for searching nearest neighbors. At 
the same time it demonstrates very accurate results: 
mean relative error is equal to 33.07 milliseconds on 
the proposed dataset. And in a case of using a second 
additional layer with the reducing heuristic the mean 
relative error is almost halved and equal to 17.12 
milliseconds. Achieved results enable usage of the 
algorithm in all peer-to-peer locations, specially 
video-streaming ones, that improves quality of 
experience of such systems.  
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Запропоновано до розгляду клас матричних функцій набору матричних аргументів: матричну 
множинну регресію. У рамках розвитку концепції кортежних операторів розроблено математичний 
апарат сингулярного (SVD) розкладу та техніки псевдообернення (ПдО) за Муром-Пенроузом, що 
дозволяє поставити та конструктивно розв’язати задачу оцінки методом найменших квадратів 
(МНК) для множинної матричної регресії. 

Ключові слова: матрична множинна регресія, псевдоінверсія, медіабізнес. 
 

The class of matrix functions with set of matrix arguments (matrix multiple regression) is offered for 
consideration. The mathematical apparatus of singular (SVD) decomposition and of pseudoinverse 
technique (PDO) by Moore-Penrose is developed in this paper. The development of mathematical apparatus 
is made within the concept of cortege operators. The materials of this paper allow to formalize and to solve 
constructively the estimation problem by the method of least squares (OLS) for multiple matrix regression. 
OLS-estimation algorithm is proposed and realized for with unknown parameters vector of the matrix 
functions class in solving forecast. The example of forecasting with the use of the matrix multiple regression 
is shown for TV Viewing Ukrainian data. As shown in the example, matrix multiple regression can be used 
for mediabusiness parameters forecasting problems with acceptable business planning processes accuracy. 
Moreover the forecast indicators accuracy for commercial time slots higher than for noncommercial; that 
fact is especially important for commercial media planning and planning the TV-media business processes. 

Key Words: multiple regression matrix, pseudoinversion, mediabusiness. 
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Задача групування інформації [1]: задача 
відновлення залежності і задача класифікації, 
кластеризації і розпізнавання образів, - це задача 
принципової важливості у прикладних 
дослідженнях. Важливим класом математичних 
структур ([2]) є евклідові простори числових 
векторів. Їх використання визначається 
багатством структурних зв’язків евклідових 
просторів в цілому та розвинутою технікою 
оперування у цих просторах, в тому числі 
сингулярний (SVD) розклад в псевдообернення 
(ПдО) у цих просторах [3-5]. Відмітимо значну 
роль М.Ф. Кириченко що розвиває ПдО-техніку 
[6]. Тим не менше, використання евклідових 
просторів числових векторів стає обмежуючим у 
розв’язанні прикладних задач, якими є, зокрема, 
задачі розпізнавання мови (speech recognition) та 

обробки зображень. У таких задачах природній 
представник досліджуваних об’єктів – це 
матриці: зокрема, спектрограми і матриці 
зображень. У роботі [7] запропоновано 
концепцію кортежних операторів, що дозволяє 
перенести SVD  –  і ПдО-техніки на евклідові 
простори матриць фіксованої розмірності; згадані 
техніки використано для побудови відстані 
відповідності у задачах кластеризації. У роботах 
[8-9] запропоновано основи векторного і 
матричного методів найменших квадратів з 
прикладами прикладного застосування для 
макро- та мікроекономічних показників. 

Теоретичні основи матричної множинної 
регресії 

1. Теорема В1.  (Базова теорема про SVD-
розклад [7].) Нехай A  - лінійний оператор між 

© В.С. Донченко, О.В. Тарасова, 2015  
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двома абстрактними евклідовими просторами 

1 2®:A E E , 2 1
* ®:A E E  - спряжений до нього, 

dim ( )r rankA A= = Â . Тоді: 
1) загальна кількість ненульових сингулярностей 

(пари власний вектор – власне число) двох 
операторів * *,AA A A  дорівнює r; 

2) набір власних чисел 2 2
1 0l l³ ³ >L r згаданих 

операторів є спільним; 
3) власні вектори відповідних наборів 

сингулярностей 2 2 1l l =( , ),( , ), ,i i i iu v i r  
пов’язані співвідношенням: 

1
l l

*

= = =, , ,i i
i i

i i

Av A uu v i r ; 

4) оператор може бути представлений у вигляді 

1
1
l

=

= Îå ( , ),
r

i i i
i

Ax u v x x E  

2. Визначення. Псевдооберненим до оператора 

1 2®:A E E  - позначатимемо +A  - називається 

оператор 2 1
+ ®:A E E , що визначається 

співвідношенням 2
1
l+

=

= Îå ( , ),
r

i i i
i

A y v u y y E . 

3. Теорема В3. Значення +A y  є мінімальним 
за нормою рішенням оптимізаційної задачі 
мінімізації для 1Îx E  функціоналу 2-|| ||Ax y : 

2

2

1

+

Î -
Î

=
rgmin|| ||

argmin || ||
z A Ax y

x E

A y z . 

4. Теорема В4.  (Дослідження СЛАР.)  У 
прийнятих вище позначеннях, необхідною і 
достатньою умовою розв’язуваності відносно 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

2= Î,Ax y y E  є умова ( )2
0+- =,( )Ey I AA y , а 

множина всіх розв’язків має такий вигляд: 

11
+ ++ -( )EA y I A A E    (1) 

У разі нерозв’язуваності СЛАР: 

( )2
0+- >,( )Ey I AA y , - множина, що визначається 

співвідношенням (1), описує множину 
2

1

-
Î

rgmin || ||A Ax y
x E

, тобто множина всіх 

розв’язків оптимізаційної задачі найкращого 
квадратичного наближення правої частини СЛАР 
значеннями лівої частини. Усі елементи множини 
(1) у такому разі називаються псевдорозв’язками.  

5. Множинну матричну регресію з 
матричними значеннями визначимо у 
детермінованій постановці: як матричну функцію 

Y  матричного кортежа-рядка 1 1a = M M, ( ... )K KX X , 
´Î m n

kX R , 1= ,k K  такого виду 
1

1 1 1 0a b b b= + Î =L,( ) , , ,K K K kY X X R k K , що 
визначаються на основі спостережень 

1 1a =( )
,( , ), ,i
K iY i N ,  де в свою чергу 

1 1 1 1a a= = =MKM( ) ( ) ( ) ( )
, ,( ), ( ), ,i i i i

i K K KY Y X X i N . 

6. Відображення 
1a

´Ã ®
,

: K m n
K

R R , що 

визначається таким співвідношенням: 

11 1 1 ,,( )
KK K KY X X aa b b b= + ºÃL , де кортежним 

оператором називається 1( ,.., ),T K
K Rb b b b= Î , 

у відповідності з [7]. 
7. Будемо позначати так само: 

- cY - матричний стовпчиковий кортеж, 

отриманий зі значень спостережень 1=, ,iY i N : 

1

1c
æ ö
ç ÷= =ç ÷
ç ÷
è ø

L , ,Y i

N

Y
Y i N

Y
; 

- 1 1c =( )
, , ,j

N j K  - стовпчиковий кортеж довжини N, 

отриманий із j-тих компонент рядкових 
кортежів 1 1c =( )

, , ,i
K i K ; 

- a ,N K  -  строковый кортеж довжини K,  

отриманий зі стовпчикових кортежів 

1 1c =( )
, , ,j

N j K : 1
1 1a c c= MKM( ) ( )

, , ,( )K
N K N N ; 

- a
´Ã ® ,

,
: K N m n

N K
R R  - матричний кортежний 

оператор з евклідового простору KR  в 
евклідовому просторі стовпчикових кортежів 
довжини N з матриць розмірності ´m n  і 
покомпонетним скалярним добутком для 

1 2
1 1

1 2
1 2

c c´ ´

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

= Î = Îç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

L L

( ) ( )

, ,

( ) ( )

,N m n N m n

N N

Y Y
R R

Y Y
 у 

такому вигляді 1 2
1 2

1
c c ´

=

=å ( ) ( )
,( , ) ( , )

N

N m n i i tr
i

Y Y . 

8. Оцінка b Îˆ KR  методу найменших 
квадратів невідомого параметру матричної 
множинної регресії з матричними значеннями 
природнім чином визначається як розв’язок 
оптимізаційної задачі мінімізації функціоналу 
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2

11 a
b ´

=

-Ãå ( )
,

|| ||
N

i i m n
Ki

Y  методу найменших 

квадратів:  
2

2

1 1
b b

a
b

b b
Î -Ã ´

=Î
å

=
rgmin || ||( )

,

ˆ argmin || ||
N

A Yi i m n
K i KR

  (2) 

9. Стандартним чином МНК-оцінку 
( )1 1 1 1, ,

ˆ( ), , , ,m n
K K K kY X X X R k Ka a ´= Î =MKM  

матричної множинної регресії будемо визначати 
співвідношенням 

1 1
1

1, ,
ˆ ˆ ˆ( ) , , ,

K
m n

K k k kK
k

Y X X R k Kaa b b ´

=

=Ã = Î =å . 

10. Очевидно, в силу покомпонентного 
визначення скалярного добутку матричних 
кортежів, все одно стовпчикових чи рядкових 
кортежів, функціонал методу найменших 
квадратів 

1

2 2

1 1

1
1a

b b c b c c= =

´ ´

å å

æ ö
ç ÷= -Ã = - = ç ÷
ç ÷
è ø

L( )

( ) , ,
,

( ) || || || || ,j
N K

i j

i i m n Y j N N m n Y
K

K

Y
A Y

Y
 

матричної регресії може бути записано за 
стовпчиковими матричними кортежами. 

11. Лема. Функціонал методу найменших 
квадратів матричної регресії b( )A  може бути 
представлено у вигляді: 

2

11

2 2
1

1

a

a

b b

c b c c b

´
=

´
=

= -Ã =

= - = -Ã

å

å

( )
,

( )
, , ,

( ) || ||

|| || || ||

N

i i m n
Ki

K
j

Y j N N m n Y N K
j

A Y
 

. (6) 
12. Теорема 1. Розв’язком оптимізаційної 

задачі (2) є b̂ , що визначається співвідношенням:  

ab c+=Ã
,

ˆ
YN K

   (3) 

Доведення Теореми 1 витікає із загального 
варіанту SVD-розкладу, визначення 
псевдоінверсії та дослідження СЛАР для 
лінійних операторів між абстрактними 
евклідовими просторами (Теорема В3). 

13. Теорема 2. Оператор 

1 1a a
*Ã Ã ®

, ,
: K K

K K
R R  задається стандартним 

чином матрицею F, що є матрицею  Грама G  для 
набору векторів 1 1c =( )

, , ,j
N j K : 

( )1 1 1
c c ´ =

G = ( ) ( )
, , , , ,

( , )i j
N N N m n i j K

. 

Доведення Теореми 2 проводиться так само, як і у 
[7]: спочатку обчисленням спряженого оператора 

a
*Ã

,N K
 до оператору 

1a
Ã

,K
, що визначається 

співвідношенням: 
1

1

1

a

c c
c c

c c

´
* ´

´

æ ö
ç ÷

Ã = Îç ÷
ç ÷
è ø

L

( )
, ,

,
,

( )
, ,

( , )
,

( , )

N N m n
N m n

N K
K

N N m n

R . 

Підстановка у (3) значення 

1
1

ac b b c
=

=Ã =å ( )
,,

K
j

j NN K
j

 завершує доведення. 

Позначимо 2 1l =( , ), ,
i i

v i r  набір ненульових 
сингулярностей - пар «власні вектори - власні 
числа»,  -  оператору,  що задається матрицею F:  

2 2
1 0l l= ³ ³ >L, rr rankF . Нагадаємо, мова йде 

про власні вектори і власні числа матриці. 
14. Теорема. Задача SVD–розкладу 

кортежного оператора aÃ
,N K

зводиться до 

стандартної задачі на власні числа для матриць: 
при 2 1l =( , ), ,i iv i r - ненульових сингулярностей 
матриці F набор «спряжених сингулярностей»: 

2 1c l =,( , ), ,U i i i r , при збереженні набору власних 
чисел, визначається співвідношенням 

1ac
l

Ã
= =,

, , ,iN K
U i

i

v
i r , а SVD–розклад кортежних 

операторів  aÃ
,N K

, a
+Ã

,N K
 представляються 

співвідношеннями, відповідно: 

1
a l c ´

=

Ã = ®å ,,
:

r
T K m n

k U i kN K
k

v R R , 

1

1
a c l c c+ - ´

´
=

Ã = ®å ,
, ,,

( , ) : ,
r

N m n K
k k U i N m nN K

k
v R R  

де c ´Î ,N m nR  
15. Теорема 3. Оцінка МНК вектору 

невідомих параметрів визначається 
співвідношенням 

1

1
ab c l c c+ -

´
=

=Ã =å , ,,
ˆ ( , ) .

r

Y k k U i Y N m nN K
k

v  

Доведення Теореми 3 отримується із прямого 
застосування Теореми 1. 

16. Алгоритм обчислення b̂ : 
1. Побудова стовпчикових «компонентних» 

кортежів 1 1c =( )
, , ,j

N j K . 

2. Побудова матриці Грама G  стовпчикових 
«компонентних» кортежів. 

135



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
3. Обчислення ненульових сингулярностей 

2 1l =( , ), ,i iv i r  матриці Грама G  стовпчикових 
«компонентних» кортежів. 

4. Обчислення власних кортежів 

1ac c
l

Ã
= =,

, ,: , ,iN K
U i U i

i

v
i r  оператора 

a a
*Ã Ã

, ,N K N K
. 

5. Обчислення скалярних добутків 

1c c ´ =, ,( , ) , ,U i Y N m n i r . 

6. Обчислення b̂  за формулою 

1

1
b l c c-

´
=

=å , ,
ˆ ( , ) .

r

k k U i Y N m n
k

v  

17. Варіант обчислювальної формули розв’язку 
через задачу на власні значення для матриці 
Грама:  

 

1 1

1

2

1

a

a

b l l c

l c

- -
´

=

- *

=

= Ã =

= Ã

å

å

,
ˆ ( v , )

(v , )

r

k k k k Y N m n
k

r

k k k Y
k

v

v
.  

Далі залишається врахувати, що 
1

1

1

a

c c
c c

c c

´
* ´

´

æ ö
ç ÷

Ã = Îç ÷
ç ÷
è ø

L

( )
, ,

,
,

( )
, ,

( , )
,

( , )

N N m n
N m n

N K
K

N N m n

R . 

Приклад використання матричної 
множинної регресії для прогнозування 

показників телеперегляду 
Частка телеканалу – показник, що 

характеризує частку телевізійної аудиторії, яка 
дивилася певний телеканал у певному часовому 
інтервалі відносно загальної телевізійної 
аудиторії у той самий часовий період [10]. 
Розв’язується задача прогнозування річної частки 
шести телеканалів для годинних інтервалів у 
межах усередненого тижня 2013 року з 
дискретизацією за днями тижня (понеділок, 
вівторок, …, неділя). Використано дані 2006-2013 
років з погодинною дискретизацією за днями 
тижня для усередненого тижня; дані 2013 року 
використовуються для аналізу модельної 
точності прогнозування. Повна таблиця даних не 
наводиться з причини її великого розміру. Задача 
розв’язується з використанням вище описаного 
алгоритму обчислення оцінки вектора невідомих 
параметрів, що застосовується для річних часток 

каналів, дискретизованих до матриць розмірності 
24х7 (години х дні тижня). 

1. Побудова стовпчикових «компонентних» 

кортежів 1 1c =( )
, , ,j

N j K . Формуються на основі 

річних даних. Матричне рівняння для кожного з 
каналів: 

2006 2007
1 6 1 2 6 1

2011 2012
6 6 1 1 6

b c b c

b c

= + + +

+ º =

L( ) ( )
, ,

( )
,

( ) ( ) ( )

( ) ( ),i ,

Y i i i

i Y i
 (4) 

Для знаходження 2013 1 6=ˆ ( ),i ,Y i  із (4) 
шукаємо оцінку вектора параметрів b̂ . 

2. Побудова матриці Грама G  стовпчикових 
«компонентних» кортежів – у нашому прикладі 
матриця покомпонентних скалярних добутків 
розмірності 6х6.  

3. Обчислення ненульових сингулярностей 
2 1( , ), ,i iv i rl =  матриці Грама G  стовпчикових 

«компонентних» кортежів. 

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6

0 5 0 3 0 6 0 3 0 1 0 5
0 5 0 4 0 4

0 6
0 0

0 1
0 4

l
l

l
l
l

= - - - =

= =

= - - =

= - - =

= - - =

=

( . , . , . , . , . , . ), 71.7
( . ,0.4,0.4,0.4, . , . ), 759.9
( . , 0.4,0.0,0.3,0.5,0.4), 141.5
( . , 0.1, 0.1,0.6,-0.7,0.3), 31.6
( . ,0.5, 0.7,0.4,0.3,-0.3), 40.5
( .

v
v
v
v
v
v 6l- =, 0.6,0.0,0.4,0.2,-0.5), 50.7

 

4. Обчислення 1ac c
l

Ã
= =,

, ,: , ,iN K
U i U i

i

v
i r . 

Отримуємо шість власних кортежів-матриць 
розмірності 144х7, які не наводимо з причини їх 
великого розміру.  

5. Обчислення скалярних добутків 
1c c ´= =i , ,sk ( , ) , ,U i Y N m n i r .

1 2 3

4 5 6

26 39 282 31 53 30
9 99 6 52 29 59

sk . ;sk . ;sk .
sk . ;sk . ;sk .

= = =

= = - = -
 

6. Обчислення b̂ , що дозволяє обчислити 
прогноз показників частки шести каналів для 
2013 року з погодинною дискретизацією для днів 
тижня 0 11 0 16 0 01 0 05 0 05 0 92b = - -ˆ ( . , . , . , . , . , . ).  

Точність прогнозу розраховуємо за критерієм 
-

=
)y yAPE

y
. Середнє значення критерію для 

кожного з каналів наведено у Таблиці 2 для доби 
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і для часового інтервалу 18:00-24:00 – найбільш 
комерційно значимого інтервалу. Найбільше 
значення критерію АРЕ досягається у нічних 
часових інтервалах,що не є суттєвим для 
комерційного планування. Як бачимо, точність у 
комерційних часових інтервалах більш висока, 
що особливо важливо для комерційного 
планування бізнес-процесів.  

Таблиця 1 
Значення критерію АРЕ для частки шести каналів 
2013 року 

Канал сутки 18:00-24:00 
Канал 1 15,5% 17,1% 
Канал 2 19,3% 16,0% 
Канал 3 10,1% 8,3% 
Канал 4 18,3% 13,4% 
Канал 5 12,6% 12,4% 
Канал 6 13,0% 10,0% 

Порівняємо середні погодинні частки 
прогнозні, планові і фактичні на прикладі 
окремих каналів. Канал 3: усереднені частки 
вихідного дня наведено на Рис 1, буднів – на 
Рис 2.  У середньому значені критерію АРЕ для 
планових показників Каналу 3 складає 11,5%, а 
для прогнозного з використанням матричної 
множинної регресії и апарату псевдоінверсії 
6,9%. Така різниця є зрозумілою, якщо канал 
планує ріст.  Проте якщо ріст не планується,  то 
план є оптимістичним, що і підтверджує прогноз. 
На цьому прикладі показано, що використання 
прогнозних показників може допомогти 
перевірити реалістичність планових показників. 

 
Рис.  1  Частка каналу 3  у вихідні дні з 
погодинною дискретизацією 

Для каналу 5: на Рис. 3-4 наведено результати 
прогнозування. Середнє значення критерію АРЕ 
для планових показників 10,7%, для прогнозних - 
7,2%. Таким чином, прогнозні показники більш 
точні по відношенню до факту 2013 року.  У той 
самий час, планові частки Каналу 5 більш 
реалістичні, ніж планові показники Каналу 3. 
Таким чином, матрична множинна регресія може 

бути використана для задач прогнозування 
показників медіабизнесу з прийнятною для 
планування бізнес-процесів точністю. 

 
Рис. 2 Частка каналу 3 у будні дні з погодинною 
дискретизацією 

 
Рис. 3 Частка каналу 5, вихідні дні 

 
Рис. 4 Частка каналу 5, будні дні 

Висновки 
Запропоновано до розгляду клас матричних 

функцій набору матричних аргументів: матричну 
множинну регресію. У рамках розвитку 
концепції кортежних операторів розроблено 
математичний апарат сингулярного (SVD) 
розкладу і техніку псевдообернення (ПдО) за 
Муром-Пенроузом, що дозволяє поставити і 
конструктивно розв’язати задачу оцінки методом 
найменших квадратів (МНК) для множинної 
матричної регресії. Запропоновано і реалізовано 
алгоритм МНК-оцінювання для вектора 
невідомих параметрів згаданого класу матричних 
функцій у розв’язуванні задач прогнозу.  
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Описано новий клас універсальних префіксних кодів, відмінною рисою яких є можливість 

використання кількох роздільників кодових слів в одному коді. Доведено такі властивості кодів 

описаного класу, як повнота та універсальність. 

Ключові слова: префіксні коди,(,k)-коди, повнота коду, універсальні коди. 

 

The new family of universal prefix codes is introduced. The distinctive feature of this family is the use of 

multiple codeword delimiters in the same code. Such properties of representatives of this code family as 

completeness and universality are proved. The delimiters are the bit groups of the form 01…10 containg m1 

or… or mt ones and the code with such delimiters is denoted by 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
. The bit sequence of the from 1…10 

containg m1 or… or mt ones is called delimiting sequence for the code 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
. This code contains all 

codewords that consist of only some delimiting sequence and also all codewords satisfying the following 

conditions: (i) codeword doesn’t start with the delimiting sequence; (ii) codeword ends with the bit sequence 

0D and (iii) codeword doesn’t contain the bit sequence 0D anywhere except the end, where D is the 

delimiting sequence. The name “(,k)-codes” is due to representation of codewords as sequences of (,k)-

groups of bits. Each group is constructed as a concatenation of codes of - and k-values. The value of  is 

represented by one bit in fact, while the code of k-value has the form 1…10 containing zero or more ones. 

Key words: compression code, (2,3)-representation, text compression, prefix code. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

 

Вступ 

У роботі [1] було розглянуто префіксний код 

C1, що базується на поданні цілих чисел у 

двобазисній системі з основним базисом 2 і 

додатковим базисом 3, яке було введено у [2]. 

Цей код можна досить ефективно застосовувати 

для стискання інформації, передусім 

природномовних текстів. Оскільки код C1 – 

префіксний, то він також і однозначно 

декодовний. Однак цей код не є повним. Це 

означає, що множину кодових слів можна 

розширити так, що властивість однозначної 

декодованості не втратиться. Таке розширення 

приводить до коду C2, описаного в [1]. 

Код C2 з [1] можна описати як код із 

роздільником 0110. У цій статті буде 

розглянуто цілу родину подібних стискальних 

кодів, кожен із яких має кілька роздільників 

вигляду 01…10, що містять m1 або m2 або… або 

mt одиниць. Їх ми називатимемо (,k)-кодами, а 

представника такого сімейства кодів 

позначатимемо як 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
. Наприклад, C2,3 – це 

код із роздільниками 0110 та 01110. 

Означення (,k)-кодів 

Означення 1. Код 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 містить усі слова 

вигляду 1…10 із m1 або… або mt одиницями, а 

також усі слова, що задовольняють таким 

умовам: 

 слово не починається з послідовності 

1…10, що містить m1 або m2 або… або mt 

одиниць; 

 слово закінчується послідовністю 

01…10, що містить m1 або m2 або… або mt 

одиниць; 

 слово не містить послідовності 01…10 із 

m1 або m2 або… або mt одиницями ніде, крім 

кінця. 

Тут і надалі ми припускаємо, що 

0 < m1 <…< mt. 

Назва «(,k)-коди» пов’язана з тим, що слова 

цих кодів можуть бути подані у вигляді 

послідовностей так званих (,k)-груп бітів, що 

означуються в такий спосіб. 

© І.О. Завадський, 2015  
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Означення 2. (,k)-група утворюється 

з’єднанням двійкових кодів значень  і k. Для 

коду 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 величина  може набувати 2

d
+1 

значень, де d – деякий параметр, 0 ≤ 𝑑 < 𝑚1. 

Значення  подаються рядком “0” та всіма 

двійковими рядками довжини 𝑑 + 1 із першим 

символом “1”. Параметр k – це будь-яке додатне 

ціле число. Його значення подається у вигляді 

послідовності 1…10, що містить k–1 одиниць. 

Зв’язок між (,k)-групами та кодами 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 

встановлює така теорема. 

Теорема 1. Будь-яке слово з будь-якого коду 

𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 може бути інтерпретоване як 

послідовність (,k)-груп бітів.  

Доведення. Якщо слово має вигляд 1…10, 

то, згідно з означенням 1, його довжина є не 

меншою за m1+1. Але, згідно з означенням 2, 

довжина коду  не перевищує m1 і код  не 

включає в себе всього слова вигляду 1…10, а 

отже, решта цього слова може бути 

інтерпретована як код k. 

Розглядаючи інші кодові слова, зауважимо, 

що початок будь-якої двійкової послідовності 

може бути інтерпретовано і як код деякого 

значення , і як код деякого значення k. 

Вилучимо з початку кодового слова код , 

потім – код k і отримаємо коротше кодове 

слово, до якого застосуємо ту саму процедуру, 

аж поки не поділимо все слово на (,k)-групи 

бітів або не отримаємо залишок, у який не 

вкладається ціла (,k)-група. Подивимось, як 

згідно з цією процедурою оброблятиметься 

закінчення кодового слова, що має вигляд 

01…10 і містить не менше m1 одиниць. Перший 

біт “0” цього закінчення може бути або кінцем 

деякого коду k, або належати коду . У 

першому випадку на останній ітерації 

отримуємо залишок 1…10 із не менш ніж m1 

одиницями, що, як показано вище, є повною 

(,k)-групою. У другому випадку зазначимо, що 

код  містить не більш ніж m1 бітів і після його 

вилучення отримаємо послідовність вигляду 

1…10, яка представляє певне значення k. Таким 

чином, ситуація, коли на останній ітерації 

отримується залишок, у який не вкладається 

ціла (,k)-група, неможлива, і будь-яке слово з 

будь-якого коду 𝐶𝑚1 ,…,𝑚 𝑡
 складається з цілої 

кількості (,k)-груп бітів. ■ 

Зауважимо, що теорема 1 справедлива для 

будь-яких значень параметра d, що 

задовольняють нерівності 0 ≤ 𝑑 < 𝑚1. Тому 

надалі для спрощення вважатимемо, що d=0, 

тобто код величини  складається з одного біта. 

 

Алгоритми кодування та декодування 

На вхід кодувального алгоритму надходить 

натуральне число x, двійковий вигляд якого – 

xnxn–1…x0, а на виході отримуємо слово з коду 

𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
. Нехай J={j1, j2, …} – така нескінченна 

зростаюча послідовність натуральних чисел, що 

j1 – найменше число, яке не належить множині 

{m1,…,mt}, а ji – таке найменше число, що          

ji > ji–1 і 𝑗𝑖 ∉ {𝑚1 , … ,𝑚𝑡}. Стандартний алгоритм 

кодування є таким: 

1) 𝑥 ← 𝑥 − 2𝑛 , тобто видаляємо найстар-

ший біт числа x, який завжди дорівнює 1. 

2) Якщо x=0, до рядка xn–1…x0, який 

містить лише нулі або порожній, дописуємо 

справа послідовність 1…10 з m1 одиницями. 

Шукане кодове слово має вигляд xn–1…x01…10. 

Кінець алгоритму. 

3) Якщо двійкове подання x набуває 

вигляду рядка 1…10 або 0…01…10 із m2 або… 

або mt одиницями, це і є шукане кодове слово. 

Кінець алгоритму. 

4) Розглядаємо кожну бітову послідовність 

вигляду 01…10, що не є розташованою в кінці 

слова послідовністю із  m2 або … або mt 

одиницями. Якщо в цій послідовності d 

одиниць, замінюємо її подібною послідовністю 

01…10, що містить jd одиниць. 

5) Якщо слово починається з послідовності 

1…10, закінчується послідовністю 01…1, або 

цілком складається з послідовності вигляду 

1…1, замінюємо кількість одиниць у цих 

послідовностях із d на 𝑗𝑑 . 

6) Якщо слово закінчується послідовністю 

01…10, яка містить m2 або … або mt одиниць, 

це шукане слово. Кінець алгоритму. 

7) Дописуємо до слова справа рядок 

01…10, що містить m1 одиниць. 

Згідно з цим алгоритмом, якщо 𝑥 − 2𝑛 ≠ 0, 

роздільник 01…10 із m1 одиницями дописується 

штучно і тому має бути видалений під час 

декодування, а роздільники вигляду 01…10 із 

m2 або … або mt одиницями є інформативними 

частинами кодових слів і тому під час 

декодування повинні оброблятися. Якщо ж 

𝑥 − 2𝑛 = 0, останні m1+1 бітів вигляду 1…10 

мають бути видалені. 

Далі описано стандартний алгоритм 

декодування, на вхід якого подається кодове 

слово, а на виході отримуємо число. 
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1) Якщо кодове число має вигляд 

0…01…10 або 1…10 і містить m1 одиниць, 

видаляємо останні m1+1 бітів і переходимо на 

крок 5. 

2) Якщо число закінчується послідовністю 

01…10, яка містить m1 одиниць, видаляємо 

останні m1+2 бітів. 

3) Замінюємо кожну послідовність вигляду 

01…10 із 𝑗𝑑 ∈ 𝐽 одиницями, кінець якої не 

збігається з кінцем кодового слова, 

послідовністю подібного вигляду 01…10, що 

містить d одиниць. 

4) Якщо слово починається з рядка 1…10 

із 𝑗𝑑 ∈ 𝐽 одиницями, замінюємо його подібним 

рядком 1…10, що містить d одиниць. 

5) Дописуємо символ “1” до початку числа. 

Повнота (,k)-кодів 

Із самого факту існування наведеної вище 

декодувальної процедури випливає, що (,k)-

коди є роздільними, однак це можна також 

довести, перевіривши виконання нерівності 

Крафта-Макмілана:  2− с 
с∈С ≤ 1, де C – 

певний код. Крім того, усі (,k)-коди мають ще 

одну важливу властивість: вони повні. Це озна-

чає, що до будь-якого коду з цього сімейства 

неможливо додати жодного слова так, щоб 

властивість роздільності не втратилася. Усі ці 

властивості доведено в теоремі 2. 

Теорема 2. Будь-який (,k)-код 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 є 

роздільним і повним. 

Доведення. Необхідною та достатньою 

умовою роздільності та повноти деякого коду C 

є виконання нерівності Крафта-Макмілана як 

рівності:  2− с = 1с∈𝐶 . Якщо fn – кількість 

кодових слів довжини n, то цю рівність можна 

переписати у вигляді  

 2−𝑛𝑓𝑛
∞
𝑛=1 = 1    (1) 

Розглянемо (,k)-код 𝐶𝑚1 ,…,𝑚 𝑡
. Для будь-

якого n ≥ 2 існує дві (,k)-групи довжини n: 

1…10 і 01…10, що містять n–1 та n–2 одиниць 

відповідно. Серед усіх (,k)-груп ті, що містять 

m1, m2 або … або mt одиниць, є термінальними, 

тобто такими, що можуть трапитися лише в 

кінці кодового слова. Отже, для коду 𝐶𝑚1 ,…,𝑚 𝑡
 

існує 2t термінальних груп, довжини яких – 

m1+1, m1+2,…, mt+1, mt+2. Позначимо кількість 

термінальних груп довжини n через Tn. 

Очевидно, Tn дорівнює кількості входжень 

числа n в набір {m1+1, m1+2,…, mt+1, mt+2} (ця 

кількість становить 0, 1 або 2), а кількість 

нетермінальних груп довжини n дорівнює 2–Tn. 

Розглянемо кодові слова довжини n, що 

містять принаймні дві (,k)-групи. Кожне таке 

слово можна отримати додаванням зліва його 

першої нетермінальної (,k)-групи до 

коротшого кодового слова. З іншого боку, 

додавання до будь-якого кодового слова зліва 

довільної нетермінальної групи утворює довше 

кодове слово. Якщо ж кодове слово містить 

тільки одну групу, то ця група є термінальною. 

Отже, врахувавши, що довжина найкоротшої 

(,k)-групи становить 2, отримуємо таку 

рекурентну формулу для обчислення кількості 

кодових слів довжини n: 

𝑓𝑛 = 𝑇𝑛 +   2 − 𝑇𝑘 𝑓𝑘 =𝑛−2
𝑘=0   

= 𝑇𝑛 + 2 𝑓𝑛−2 + 𝑓𝑛−3 + ⋯ − 

𝑓𝑛−(𝑚1+1) −⋯− 𝑓𝑛−(𝑚 𝑡+1) − 

𝑓𝑛−(𝑚1+2) −⋯− 𝑓𝑛−(𝑚𝑡+2)   (2) 

Застосуємо цю формулу для обчислення fn–1: 

𝑓𝑛−1 = 𝑇𝑛−1 +   2 − 𝑇𝑘 𝑓𝑘 =𝑛−3
𝑘=0   

= 𝑇𝑛−1 + 2 𝑓𝑛−3 + 𝑓𝑛−4 + ⋯ − 

𝑓𝑛−(𝑚1+2) −⋯− 𝑓𝑛−(𝑚 𝑡+2) − 

𝑓𝑛−(𝑚1+3) −⋯− 𝑓𝑛−(𝑚𝑡+3)   (3) 

Знайдемо праву частину (3) в (2) і замінимо 

її на fn–1: 

𝑓𝑛 = 𝑇𝑛 − 𝑇𝑛−1 + 2𝑓𝑛−2 + 𝑓𝑛−1 −  

𝑓𝑛−𝑚1−1 −⋯− 𝑓𝑛−𝑚𝑡−1 +  

𝑓𝑛−𝑚1−3 + ⋯+ 𝑓𝑛−𝑚 𝑡−3   (4) 

Позначивши ліву частину (1) через s та 

врахувавши, що 𝑓0 = 𝑓−1 = ⋯ = 0, для будь-

якого p>0 матимемо такі рівності: 

 2−𝑛𝑓𝑛−𝑝
∞
𝑛=1 = 2−𝑝  2−(𝑛−𝑝)𝑓𝑛−𝑝

∞
𝑛=1 = 𝑠2−𝑝 . 

Враховуючи їх та підставляючи вираз (4) в (1), 

отримаємо: 

𝑠 =  2−𝑛𝑓𝑛
∞
𝑛=1 =  2−𝑛(𝑇𝑛 − 𝑇𝑛−1 +∞

𝑛=1    

𝑓𝑛−1 + 2𝑓𝑛–2 − 𝑓𝑛−(m1+1) −⋯− 𝑓𝑛−(𝑚 𝑡+1) + 

𝑓𝑛−(𝑚1+3) + ⋯+ 𝑓𝑛−(𝑚𝑡+3)) =  

 2−𝑛𝑇𝑛
∞
𝑛=1 −

1

2
 2−(𝑛−1)𝑇𝑛−1
∞
𝑛=1 + 

𝑠(
1

2
+

1

2
− 2−𝑚1−1 −⋯− 2−𝑚𝑡−1 +  

2−𝑚1−3 + ⋯+ 2−𝑚𝑡−3)    (5) 

Взявши до уваги, що 2−𝑚 𝑖−3 − 2−𝑚 𝑖−1 =
−3·2−𝑚 𝑖−3 для будь-якого i,  2−𝑛𝑇𝑛

∞
𝑛=1 =

 2−(𝑛−1)𝑇𝑛−1
∞
𝑛=1  і скоротивши s в обох 

частинах (5), отримаємо таку формулу: 

3𝑠  2−𝑚 𝑖−3 =
1

2
𝑡
𝑖=1  2−𝑛𝑇𝑛

∞
𝑛=1   (6) 

Оскільки довжини термінальних (,k)-груп 

становлять 𝑚1 + 1,𝑚1 + 2,… ,𝑚𝑡 + 1,𝑚𝑡 + 2, 
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виконується рівність  2−𝑛𝑇𝑛
∞
𝑛=1 =

 (2−𝑚 𝑖−1 + 2−𝑚 𝑖−2) =
3

4
𝑡
𝑖=1  2−𝑚 𝑖𝑡

𝑖=1 . Тому 

нерівність (6) набуває вигляду 
3

8
𝑠  2−𝑚 𝑖 =𝑡

𝑖=1
3

8
 2−𝑚 𝑖𝑡
𝑖=1 , звідки випливає s = 1. ■ 

Універсальність (,k)-кодів 

Набір кодових слів із довжинами li (l1≤ l2≤…) 

називається універсальним у розумінні Еліаса 

[3], якщо існує така константа K, що для будь-

якого скінченного розподілу ймовірностей 

P=(p1,…,pn), де p1 ≥ p2 ≥… виконується 

нерівність 

 𝑙𝑖𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ≤ 𝐾·max(1, 𝐸 𝑃 ),   (7) 

де 𝐸 𝑃 = − 𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  – ентропія розподілу 

P, а K – незалежна від P константа. 

Теорема 3. Будь-який (,k)-код 𝐶𝑚1 ,…,𝑚𝑡
 є 

універсальним. 

Доведення. Оцінимо величину sn – кількість 

кодових слів, довжина яких не перевищує n. 

Для цього скористаємося рівністю (4): 

𝑠𝑛 =  𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1 =  (𝑇𝑖 − 𝑇𝑖−1)𝑛

𝑖=1 + 2 𝑓𝑖−2
𝑛
𝑖=1 + 

𝑓𝑛−1 +  𝑓𝑖−1
𝑛−1
𝑖=1 − 𝑓𝑛−𝑚1−1 −⋯− 𝑓𝑛−𝑚 𝑡−1 −  

−𝑓𝑛−𝑚1−2 −⋯− 𝑓𝑛−𝑚 𝑡−2 − 

 (𝑓𝑖−𝑚1−1 + ⋯+ 𝑓𝑖−𝑚𝑡−1)𝑛−2
𝑖=1 +  

 (𝑓𝑖−𝑚1−3 + ⋯+ 𝑓𝑖−𝑚𝑡−3)𝑛
𝑖=1    (8) 

Зауважимо, що   𝑇𝑖 − 𝑇𝑖−1 = 𝑇𝑛 − 𝑇0 =𝑛
𝑖=1  

Tn, оскільки 𝑇0 = 0;  2 𝑓𝑖−2
𝑛
𝑖=1 +  𝑓𝑖−1

𝑛−1
𝑖=1 = 

3 𝑓𝑖 + 3𝑓0 + 2𝑓−1
𝑛−2
𝑖=1 =3 𝑓𝑖

𝑛−2
𝑖=1 , оскільки 

𝑓0 = 𝑓−1 = 0; − (𝑓𝑖−𝑚1−1 + ⋯+ 𝑓𝑖−𝑚𝑡−1)𝑛−2
𝑖=1 + 

 (𝑓𝑖−𝑚1−3 + ⋯+ 𝑓𝑖−𝑚 𝑡−3)𝑛
𝑖=1 =𝑓−𝑚1−1 + ⋯+

𝑓−𝑚𝑡−1 + 𝑓−𝑚1−2 + ⋯+ 𝑓−𝑚𝑡−2 = 0, оскільки 

fi=0, якщо i < 0. Таким чином, рівність (8) 

можна перетворити так: 

𝑠𝑛 = 𝑇𝑛 + 3 𝑓𝑖 − 𝑓𝑛−𝑚1−1 −⋯−𝑛−2
𝑖=1

𝑓𝑛−𝑚𝑡−1 − 𝑓𝑛−𝑚1−2 −⋯− 𝑓𝑛−𝑚 𝑡−2 > 3𝑠𝑛−𝑚 𝑡−2. 

Безпосередньо з означення 1 випливає, що 

si > 0, якщо i ≥ m1. Тому як тільки  

n – mt –2 ≥ m1,     (9) 

виконується нерівність 𝑠𝑛 >   3
𝑚𝑡+2

 
𝑛−𝑚1

. Поз-

начивши  3
𝑚𝑡+2

 через , а 1 α𝑚1  – через , 

отримаємо нерівність 𝑠𝑛 > 𝑛 , де >1 і >0 – 

деякі константи, що залежать від m1 і mt. Таким 

чином, якщо li – це довжина i-го кодового слова 

у впорядкованому за зростанням довжин наборі 

кодових слів, то 𝑖 > 𝑠𝑙𝑖−1 > 𝑙𝑖−1. Звідси 

отримуємо 

𝑙𝑖 < log(𝑖 ) + 1 =   

= logα 2 ∙ log2 𝑖 − log  + 1             (10) 

Ця нерівність виконується, якщо li ≥ m1 + mt 

+2 (умова (9)). Тоді i ≥ 2, а отже, log2 𝑖 ≥ 1 і 

нерівність (10) можна переписати у вигляді 𝑙𝑖 < 

(logα 2 − log  + 1) log2 𝑖 = (logα (2 β) + 1)· 
log2 𝑖. Але оскільки величини pi розташовано у 

незростаючому порядку, а їх сума дорівнює 1, 

то 𝑝𝑖 ≤ 1 𝑖 , а отже, log2 𝑖 ≤ −log2 𝑝𝑖 ;  𝑙𝑖𝑝𝑖 <
−(logα(2 β) + 1)𝑝𝑖 log2 𝑝𝑖 , а отже, константою 

K в нерівності (7) може бути величина 

𝐾0 = logα (2 β) + 1 = logα 2𝛼𝑚1 + 1. Врахо-

вуючи, що  =  3
𝑚𝑡+2

 , маємо 𝐾0 =
log3 2  𝑚𝑡 + 2 + 𝑚1 + 1. Якщо ж умова (9) не 

виконується, то ентропія E(P) з нерівності (7) 

обмежена величиною log2(m1+mt+2), а тому 

нерівність (7) виконується для певної величини 

K=K1, що залежить від параметрів коду m1 і mt і 

не залежить від розподілу P. Таким чином, 

константою K з нерівності (7) може бути більша 

з величин K0, K1.■ 
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В статті розглядається поняття квантового вентиля Тоффолі та запропоновано його реалізацію 

через 1- та 2-кубітні вентилі. 
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The concepts of quantum circuit, quantum gate including Toffoli gate are considered in the article. The 

implementations of quantum gates FANOUT, NOT (negation) and AND (conjunction) with only one Toffoli 

gate are presented. Thus one of the effective ways to solve the problem of modeling classical computation on 

a quantum computer is proposed. Toffoli gate is scrutinized as an element of a set of universal quantum gates 

to which any operation possible on a quantum computer can be  reduced. The  importance  of  the 

reversibility of the Toffoli gate is explained. The concept of the complexity of quantum computation is defined. 

The implementation of the Toffoli gate by circuit containing only 1- and 2-qubit gates is presented and 

compared with other known implementation. The proposed circuit requires 5 2-qubit gates and 2 1-qubit 

gates, while known implementation requires 6 2-qubit controlled-NOT gates and 10 1-qubit operations. Thus 

the proposed circuit significantly reduces the number of elementary gates needed for the implementation of 

the Toffoli gate.  

Key Words: quantum gate, quantum circuit, Toffoli gate. 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

1. Вступ 

У схематичній моделі класичного комп’ютера 

будь-яке обчислення розглядається як дія схеми, 

побудованої з різних типів булевих логічних 

елементів (вентилів), що обробляють деякі 

бінарні вхідні дані. Кожний логічний елемент 

має входи та виходи й перетворює вхідні біти в 

один або кілька вихідних за певними формулами. 

Виходи одних вентилів ототожнюються із 

входами інших. Подібним чином можна 

змоделювати й обчислення на квантовому 

комп’ютері. Головна відмінність полягає в тому, 

що в той час як класичні логічні вентилі 

оперують класичними значеннями біта – 0 або 1, 

квантові вентилі оперують так званими кубітами, 

для яких 0 та 1 – це лише базисні стани. Загалом 

стан квантової частки – це суперпозиція 

базисних станів із певними комплексними 

коефіцієнтами, що називаються амплітудами. 

Стан системи з n квантових часток описується в 

загальному випадку вектором із 2
n
 амплітуд, а 

отже, квантові обчислення значно 

різноманітніші, ніж класичні. 

З іншого боку, квантові вентилі мають 

обмеження, не властиві класичним. Насамперед 

це оборотність. Кожному квантовому вентилю 

відповідає деяке унітарне перетворення, а такі 

перетворення завжди оборотні. Для класичних 

обчислень, навпаки, властива необоротність. 

Наприклад, логічний вентиль AND з двома 

входами й одним виходом реалізує необоротне 

обчислення, оскільки якщо вихід дорівнює 0, то 

відновити за ним значення входів неможливо. 

Тому задача реалізації довільного класичного 

обчислення на квантовому комп’ютері є 

нетривіальною. Ця задача має суттєве практичне 

значення, оскільки, яким би не був квантовий 

алгоритм, його невід’ємною складовою є 

виконання того чи іншого «класичного» 

обчислення. Наприклад, в квантовому алгоритмі 

факторизації великих чисел це піднесення до 

степеня. Один із ефективних способів 
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розв’язання задачі моделювання класичних 

обчислень на квантовому комп’ютері 

запропоновано в цій статті. 

2. Реалізації базових класичних вентилів за 

допомогою вентиля Тоффолі 

Відомо, що будь-який складний логічний 

вираз можна звести до однієї з двох стандартних 

форм: диз'юнктивної або кон'юнктивної. Крім 

того, диз’юнкція виражається через кон’юнкцію 

та заперечення. Тому якщо ми реалізуємо 

вентилі NOT та AND, то зможемо реалізувати 

будь-яку класичну схему. Крім того, в реальних 

обчисленнях використовується операція 

присвоєння, тобто вентиль копіювання значення, 

який позначимо як FANOUT. 

Виявляється, що усі вищеперераховані 

операції можуть бути реалізовані за допомогою 

оборотного вентиля Тоффолі (рис. 1). Вентиль 

Тоффолі також називають Controlled Controlled 

NOT (CCNOT), оскільки його дія полягає в тому, 

що третій біт змінює своє значення на 

протилежне тоді й тільки тоді, коли перші два 

біти дорівнюють 1. Інакше кажучи, значення 

перших двох бітів контролює значення третього 

біта.  

 Вентиль Тоффолі 

 

 FANOUT 

 

 NOT (заперечення) 

 

 AND (кон’юнкція) 

 

 Оборотність 

 

Рис. 1. Властивості вентиля Тоффолі 

Унітарна матриця, що відповідає вентилю 

Тоффолі, має такий вигляд: 

T = 

[
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

3. Реалізація вентиля Тоффолі через 1- та 2-

кубітні вентилі 

Можливість реалізувати вентиль Тоффолі за 

допомогою 1- та 2-кубітних вентилів є дуже 

важливою, оскільки фізичні властивості нині 

відомих пристроїв такі, що суперпозиція 

перетворень, які обробляють 3 і більше кубітів, 

веде до експоненційного зростання величини 

похибок. 

На даний момент існує декілька відомих 

реалізацій вентиля Тоффолі, кожна з яких 

використовує різні 1- та 2-кубітні перетворення, 

має свої переваги та недоліки, а також різну 

складність схеми. Одна з таких реалізацій 

представлена у джерелі [4] та представлена на 

рисунку 1. 

За допомогою розкладання 𝑁-кубітного 

квантового обчислення на послідовність 1- та 2-

кубітних квантових вентилів, можна 

охарактеризувати складність квантових 

обчислень як глибину мінімальної квантової 

схеми, що реалізує його. 
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Рис. 2. Реалізація вентиля Тоффолі через 1- та 2-кубітні вентилі H, CNOT, S, T, T† 

Реалізація, наведена на рисунку 2, складається 

з вентилів Адамара, CNOT, вентиля фази S та 

вентиля π/8 (в схемі символом T† позначено 

транспоноване комплексно спряжене 

перетворення до вентиля π/8, або T). Загалом її 

ємнісна складність становить 16 вентилів. 

H = 
1

√2
[
1    1
1 −1

]    CNOT = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

] 

S = [
1 0
0 𝑖

]    T =[
1 0
0 𝑒𝑖𝜋 4⁄ ] 

 
Перевага даної реалізації полягає в тому, що 

серед 2-кубітних вентилів вона використовує 

лише базове перетворення CNOT, яке легко 

реалізувати на квантовому комп’ютері. Проте 

недоліком є те, що використовується багато 1-

кубітних перетворень, які збільшують складність 

і час спрацьовування схеми. 

У цій статті пропонується квантова схема 

(рис. 3), що реалізує вентиль Тоффолі і містить 

лише 7 1- і 2-кубітових вентилів, серед яких 

відомі вентилі Адамара, CNOT, а також два 

спеціальних введених нами вентилі N та V: 

V=[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 𝑖

]    N=[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −𝑖

] 

Недоліком запропонованої схеми є те, що 

питання фізичної реалізації перетворень V та N 

залишається відкритим. 

Рис. 3. Реалізація вентиля Тоффолі через 1- та 2-кубітні вентилі H, CNOT, N, V 

Покажемо тепер, що наведена вище квантова 

схема дійсно реалізує перетворення Тоффолі. 

Для цього розглянемо перетворення всіх 

можливих 8 базисних станів трьох кубітів: 
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4. Висновок 

Запропоновано реалізацію вентиля Тоффолі 

через 1- та 2-кубітні вентилі, при цьому ємнісна 

складність квантової схеми становить 7, що 

суттєво менше за ємнісну складність відомої 

реалізації перетворення Тоффолі, наведеної в [4]. 
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Стаття присвячена дослідженню методів та засобів реалізації ідентифікації та 
аутентифікації суб’єктів автоматизованої системи . Для вирішення цієї проблеми запропонована 
реалізація системи прийняття рішень. Однією з найбільших переваг системи – є можливість її 
масштабування. Система може бути використана на практиці, наприклад для виявлення декількох 
сторінок однієї людини в соціальних мережах, форумах та порталах новин. 

Ключові слова: ідентифікація користувача, інформаційне середовище,  інформаційні потоки 
 

This article is devoted to research of methods and tools for identifying subjects of an automated system. 
This problem remains unresolved, because there is no single method for identifying a person who is using 
the computer at the moment. In conditions of modernity, while information warfare and a variety of 
cybercrime, there is a great relevant of this subject researching and development of new methods of 
identification and identify trends. A multifactor decision-making system is proposed to solve this problem. 
System can answer the question whether the owner of two accounts is the same person with a certain 
percentage of accuracy. One of the main advantages of the system - is its ability to be expanded. Factors that 
are  analyzed are fields that the user enters about himself during the registration and fields (hidden from the 
user) that the system gets from users  browser, computer, software, any behavioral factors of the user etc. 
The system can be used in practice, for example to identify duplicate user pages in social networks, forums 
or news portals. 
Key words: user identification, information environment, decision-making system, information flows
 

Статтю представив д. т. н., проф. Заславський В.А. 
 
 

Вступ 
 

Одна з основних проблем,  яка постає перед 
розробниками програмних додатків, - це 
ідентифікація користувача. Реєстрація 
користувача полегшує збір статистики і 
забезпечує цілісність даних користувача, що дає 
можливість власникам додатків вигідно для себе 

і для користувача використовувати цю 
інформацію. Ідентифікацію та аутентифікацію 
можна вважати основою програмно-технічних 
засобів безпеки, оскільки інші сервіси 
розраховані на обслуговування іменованих 
суб'єктів [1]. Ідентифікація та аутентифікація - це 
«перша лінія оборони» інформаційного простору 
організації.  
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Ідентифікація дозволяє суб'єкту 
(користувачеві,  процесу,  що діє від імені 
користувача чи іншого апаратно-програмному 
компоненту) назвати себе (повідомити своє ім'я). 
За допомогою аутентифікації друга сторона 
переконується, що суб'єкт дійсно той, за кого він 
себе видає. Як синонім слова "аутентифікація" 
іноді використовують словосполучення 
"перевірка справжності" [2]. 

Проблема ідентифікації та аунтефікації 
користувачів залишається відкритою, адже поки 
що не існує єдиного методу для виявлення 
суб’єкта, що користується системою у поточний 
момент часу [3].  Звідси випливає актуальність в 
дослідженні даної теми та розробці нових 
методів  ідентифікації.  

Позитивним результатом аутентифікації є 
авторизація користувача, тобто надання йому 
прав доступу до ресурсів. Для доступу до різних 
систем можуть застосовуватися різні методи 
аутентифікації. 

В залежності від міри довірчих стосунків,  
структури, особливостей мережі і віддаленості 
об'єкта перевірка даних наданих до системи може 
бути односторонньою або взаємною. Розрізняють 
однофакторну і строгу (двофакторну) 
аутентифікації. В однофакторних системах, 
найпоширенішими в цей час є парольні системи 
аутентифікації [2]. 

Для виявлення дублікатів акаунтів 
користувача запропонована багатофакторна 
система аналізу інформації та прийняття рішень.  

 
Основні принципи роботи багатофакторної 

СПР 
 

Основна ідея системи полягає в тому, щоб 
прийняти рішення щодо належності двох 
акаунтів одному користувачу. 

Система має багатофакторну структуру 
(поєднання одразу цілої низки методів та джерел 
оброблюваних даних) і можливість 
масштабування. Факторами, що аналізуються, є 
як поля,  що вводить користувач про себе при 
реєстрації, так і поля, що виявляються приховано 
від користувача з даних його браузера, 
комп’ютера, програмного забезпечення, 
поведінкових факторів самого користувача тощо.   

Система отримує n вхідних параметрів – поля, 
що вводить користувач при реєстрації, та 
параметри, що визначаються системою 
самостійно. Кожен з параметрів аналізується по 
всіх користувачах у системі та видається 
результат.  

Система є напівавтоматичною, тобто є 
можливість автоматичної та адміністративної 
перевірки користувачів. Автоматична перевірка 
видає приблизний список підозрюваних на 
схожість користувачів. Далі пропонується 
перевірити цих користувачів за допомогою 
адміністративної перевірки. Адміністративна 
перевірка наводить таблицю порівняння двох 
користувачів за усіма факторами, які є у системі, 
та імовірність того, що два акаунти належать 
одній людині.  

Останнє рішення, чи блокувати користувача, 
завжди залишається за людиною. Тобто система 
лише може зробити припущення та натякнути 
людині (наприклад адміністратору форуму), щоб 
він звернув увагу на підозрювані 2 акаунти. 

Однією з найважливіших переваг системи – є 
можливість її масштабування. Структура системи 
передбачає можливість додавання довільної 
кількості факторів перевірки суб’єкта системи.  

Кожному параметру присвоюється коефіцієнт 
впливу.  Зрозуміло,  що збіг деяких параметрів є 
більш важливим фактором для прийняття рішень 
ніж інший. На даний момент кожен з факторів 
має ваговий коефіцієнт, що дорівнює 1. Для того, 
щоб визначити вагу для кожного з факторів,  які 
використовуються в системі, треба побудувати 
статистику для великої кількості користувачів на 
реальному проекті.  

Демонстраційна версія системи написана 
мовою PHP [5], за допомогою фреймфорку 
CakePhp [6] та з використання JavaScript. Для 
збереження даних використовується MySql база 
даних [7]. Для демонстрації запропонована 
панель адміністратора, в якій можна додати 
користувачів та зробити перевірку акаунтів цих 
користувачів на схожість.  

 
Автоматична перевірка 

 
Автоматична перевірка надає інформацію про 

те, що один користувач схожий на іншого на 
деякий процент. Далі адміністратору 
пропонується перейти до адміністративної 
перевірки.  

Алгоритм автоматичної перевірки 
користувачів. 
Автоматична перевірка працює за алгоритмом 
ART1 [8]. Обирається перший користувач і 
робиться запит до бази даних на ті поля, що 
потрібні при перевірці. За цими полями 
будується вектор-ознак E . 

Далі виконується перевірка на схожість за 
нерівністю (1). 
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( ) ( )i

i

P
EP

d
E

+
Ç

<
+ bb ,               (1) 

де iP  - вектор-прототип, b  - параметр,  який 
обирає прототипи, в яких більше значень 1, за 
умови, що усі значення 1 в векторі-прототипі 
також наявні у векторі-ознак, що тестується, d - 

розмір вектора (його довжина). u  - значимість 
вектора u . 

На першому етапі відсутній вектор-прототип. 
Тобто першим вектором-прототипом є вектор-
ознак (2) 

    EP =0                             (2) 
 

Якщо тест на схожість пройшов успішно, 
виконується порівняння вектора ознак і вектор-
прототипу з параметром уважності (нерівність 
(3)).  

r<
Ç
E

EPi

.                       (3) 
 

Завданням даного параметра є визначення 
розміру класу. Якщо значення параметра велике, 
утворюються більші класи (кластер з великою 
кількістю даних). При зменшенні значення 
створюються кластери з меншою кількістю 
даних. Якщо параметр уважності заданий досить 
низьким (<0,1), для допуску вектори ознак 
повинні збігатися з вектором-прототипом. 
Параметр для даної задачі був обраний 

експериментально: 7.0=r . 
Якщо пройдений тест на уважність, поточний 

вектор ознак додається в поточний вектор-
прототип (рівняння (4)). 

 
EPP ii Ç= .                            (4) 

В результаті кожен користувач належить 
певному кластеру за схожістю векторів ознак. 
Система надає ці результати адміністратору та 
пропонує виконати адміністративну перевірку.  

 
Адміністративна перевірка 

 
Адміністративна перевірка надає можливість 

адміністратору обрати два акаунти на перевірку і 
подивитися результати перевірки самостійно. 
Адміністративна перевірка представляє собою 
таблицю, яка складається з таких стовпчиків: 
номер критерію,  критерій (поле,  за яким іде 

перевірка), перший користувач, другий 
користувач (тобто значення полів з попереднього 
стовпчика у кожного акаунта) та результат 
перевірки (+\-).  

Алгоритм перевірки схожий на автоматичний, 
але тут перевіряється тільки 2 користувачі, 
значення яких передаються POST-запитом з 
форми вибору користувачів для перевірки.  

Алгоритм ручної перевірки користувачів. 
1. Обираються два довільні користувачі з 

бази даних. 
2. Робиться запит до бази даних на ті поля, 

що нам потрібні при перевірці першого 
користувача. 

3. Виконується перевірка по кожному полю 
(фактору),  що надає нам інформацію про 
користувача, з іншими аналогічними 
полями у іншого користувача.  

4. Якщо дані збігаються,  то виводимо знак 
«+», в іншому випадку – «-». 

5. Обчислюється і виводиться відповідь – 
ймовірність     того, що акаунти належать 
одній людині. 

Імовірність система обчислює наступним чином. 
Відомо, що сума ваг усіх параметрів дорівнює S . 
Якщо при перевірці за параметром a значення в 
обох користувачів збігаються, то до лічильника 
додається вага цього параметра. В результаті, 
після перевірки за всіма параметрами, отримуємо 
значення 1S .   Імовірність P  обчислюється за 
формулою (5): 

S
SP %1001 ×= .                            (5) 

 
Параметри перевірки 

 
Ручна перевірка виконується за полями, які 

вводить користувач, а також за параметрами, які 
система дізнається з браузера користувача 
самостійно. На базі результатів порівняння 
параметрів можна вирішити з певною точністю, 
маємо ми справу з однією людною чи з різними. 

За допомогою JavaScript [9] можна отримати 
повну інформацію про браузер користувача та 
його операційну систему. Авжеж, ця інформація 
не буде його ідентифікувати на 100%, але як 
компонент так званого fingerprint, стане дуже 
корисною. 

Параметри, значення яких визначає система: 
§ операційна система; 
§ браузер, що наразі використовується; 
§ IP адреса; 
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§ ширина та висота дисплею, глибина 

кольору; 
§ платформа браузера; 
§ дата та часовий пояс; 
§ плагіни, що встановлені у браузері; 
§ системні шрифти. 
З параметрів, що вводить користувач аналізує 

наступні: пароль, пошту, державу, адресу тощо. 
Порівняння за цими параметрами дає змогу з 

певною точністю визначити, чи одна людина є 
власником двох різних акаунтів При більшій 
кількості користувачів є можливість побудувати 
статистику частоти збіжності кожного з 
параметрів і присвоїти їм вагові коефіцієнт. 
Якщо параметр a  зустрічається  в  n  

відсотках випадків, то йому присвоюється 
коефіцієнт k  (формула (6)) 

 
100

1 nk -= .                          (6) 

 
Приклад роботи СПР 

 
Розглянемо результат роботи системи на 

прикладі. Автоматична перевірка видає 
підозрювані акаунти, по яких надаються данні, 
наведені в табл.  1   (в таблиці наведена 
лише частинна). Для маскування від системи 
користувач намагався зареєструватися з 
мобільного пристрою.

 
Таблиця 1. 

 
Результат роботи системи 
 

Заголовок поля Fiona Iphone +/- 
Ім'я Фіона Марківна Телефон Фіони - 

Пароль 29bb6b6ec346e0291c9de68680feda31
098d87f3 

29bb6b6ec346e0291c9de68680fe
da31098d87f3 + 

Телефон 933421212 505252411 - 
Пошта kiss@mail.ru kiss@mail.ru + 

Держава Україна Росія - 
Місто Київ Москва - 

Адреса Вул. Хрещатик Червона площа - 
ОС Safari iPhone - 

Браузер Safari 7.0 Safari 7.0 + 
Останній IP 212.90.37.69 212.90.37.69 + 

Ширина дисплею (px) 1440 320 - 
Висота дисплею (px) 900 480 - 

Глубина кольору 
дисплею (в бітах) 24 32 - 

Платформа браузера MacIntel iPhone - 

За даними таблиці 1 ми можемо бачити, що в цих 
акаунтах було введено однакові паролі, що часто 
роблять особи, не здогадуючись, що їх паролі 
можна перевірити (паролі шифруються за 
однаковим алгоритмом, тому ми без порушення 
приватності можемо порівняти їх). 

Також введено однакові електронні пошти, що 
вже надає нам велику імовірність того,  що 
власниками цих акаунтів є одна особа. Однакова 
IP адреса мережі підтверджує наше припущення, 
щодо того,  що це та сама людина,  що 
зареєструвала акаунт спочатку зі свого 

комп'ютера, а потім зі смартфона, під’єднаних до 
однієї мережі.  Збіг браузера тут має лише 
випадковий характер. В даному випадку свою 
роль зіграє вагомість коефіцієнтів кожного поля 
інформації. 

 
Основні висновки 

 
В даній статті було продемонстровано 
багатофакторну систему прийняття рішень для 
виявлення декількох акаунтів одного і того 
самого користувача, для подальшого його 
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видалення. Запропонована система дає змогу  
адміністратору сайту визначити з певною мірою 
точності, чи відповідають 2 акаунти одному 
користувачу.  

Аналізатор системи представлений 
автоматичною та адміністративною перевірками. 
Прийняття рішення залишатиметься за людиною 
–  система лише робитиме натяк на схожість 2-х 
акаунтів в системі.  

Система має багатофакторну структуру. 
Фактори,  що аналізуються –  це як поля,  що 
вводить користувач про себе при реєстрації, так і 
поля, що визначаються приховано від 
користувача з даних його браузера, комп’ютера, 

програмного забезпечення, якихось поведінкових 
факторів самого користувача тощо. 

Один з найголовніших плюсів розробленої 
системи – є можливість розширення. Чим більше 
факторів перевірки буде задіяні в системі, тим 
точніше буде результат перевірки.  Також є 
можливість для надання ваги кожному з 
факторів, що підвищить точність оцінки. 

Розроблену систему можна широко 
використовувати на практиці, наприклад для 
виявлення дублікатів сторінок користувачів в 
соціальних мережах чи форумах. 
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В статті запропоновано протокол багатоточкового потоку. Визначено вимоги до такого 

потоку та запропоновано схему функціонування протоколу. В якості прикладу застосування 
багатоточкового протоколу розглянуто реалізацію механізмів розпаралелювача та аналізатора 
подій в системі інтерактивного жестового інтерфейсу комунікації людина-комп’ютер.  

Ключові слова: протокол багатоточкового потоку, інтерфейс жестової мови. 
 
Requirements for protocol to develop parallelizer and events analyzer mechanisms in gestures interface 

system are discussed in the article. A multipoint stream protocol is proposed. The complete set and 
semantics of protocol methods were proposed. Security key usage and strategy for next key selection 
proposed. Also additional techniques for security strengthening proposed such as using of key shift field and 
fields shift field. The next security improvement is the usage of cover fields. The complete scheme of state of 
one point that used the multipoint protocol presented. A different ways of using multipoint stream protocol 
were demonstrated on examples of realising a parallelizer mechanism and events analyzer mechanism of 
sign language human-computer interface system. A problem for commands set of parallelizer and events 
analyzer mechanisms was discussed and the solution proposed. The advantage of multistreaming of 
multipoint stream protocol for command and result stream was also demonstrated. 

Key Words multipoint stream protocol, sign language interface. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 
 

1. Вступ та постановка задачі  
Схема інтерфейсу комунікації людина-

комп’ютер на базі жестової мови та жестів, 
запропонована в (1), містить елемент 
розпаралелювач, призначенням якого є 
забезпечення одночасної передачі значень на 
обробку декільком процесам. Ці процеси є 
складовими віртуального процесу відповідно 
до (2) та керуються аналізатором подій, що 
також є складовим процесом. Серед сучасних 
технічних систем можливість одночасної 
передачі значень мають комп’ютерні мережі, 
побудовані за технологією broadcast. На 
сьогодні найбільш уживаною мережевою 
технологією є TCP/IP (3). Проте серед 
сучасних протоколів, реалізованих для мереж 

у межах цієї технології, немає протоколу, для 
якого виконується такий набір вимог:  

1. одночасна передача на декілька 
(можливо, сусідніх) комп’ютерів; 

2. значення передаються потоком; 
3. у потоці передаються окремі 

повідомлення; 
4. є можливість приєднатися до 

потоку; 
5. відсутність контролю отримування; 
6. наявність системи захисту. 

Вимоги 1, 2 та 3 відповідають задачі 
обробки жестової інформації. 

Вимога 4 викликана потребою створення 
потоку на декілька отримувачів. 

Вимога 5, традиційна для протоколу UDP, 
вважається недоречною для передачі потоку. 

© Ю.В.  Коваль, 2015 
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Причина полягає в неможливості передати 
потік значень без втрат та/або помилок 
навіть для невеликих за розміром потоків.  
Розбиття потоку на окремі повідомлення 
дозволяє передати їх безпомилково в 
більшості ситуацій, а у випадках помилок 
зберігати структуру потоку й правильно 
продовжувати його передачу. У випадку 
втрати отримувачем потоку відновлення його 
роботи відбувається завдяки виконанню 
вимоги 4. Такий підхід дозволяє відмовитися 
від технології TCP, що дуже доречно за умов, 
коли відновлений потік вже не буде 
актуальним із міркувань часу. 

Вимога 6 необхідна для реалізації 
можливості роботи з незахищеними 
віддаленими мережами. 

З вищесказаного випливає така постановка 
задачі:  в межах технології TCP/IP  розробити 
мережевий протокол, що відповідає вказаним 
вимогам. На базі запропонованого протоколу 
розробити механізми розпаралелювача та 
аналізатора подій в системі жестового 
інтерфейсу. В цій статті пропонується 
необхідний протокол та вказуються методи 
його реалізації. 

2. Протокол багатоточкового потоку 
Під потоком у цій статті будемо розуміти 

структуровану послідовність значень. Це 
означає: значення, що утворюють потік, 
об’єднані в блоки, що мають внутрішню 
структуру й об’єднані в послідовності. 
Передбачається, що блоки можуть бути 
різних розмірів, тому будемо називати їх 
повідомленнями. Послідовність повідомлень 
може утворювати складовий підпотік. В 
потоці завжди існує головний підпотік, в 
якому передаються команди на створення та 
знищення підпотоків. Головний підпотік 
також може використовуватися для передачі 
повідомлень. Обмін інформацією для 
програм організується з використанням 
вказаних структурних одиниць. 

Одне повідомлення потоку при передачі в 
мережі розділяється на пакети, що 
передаються на нижчому мережевому рівні. 
Кожен такий пакет містить традиційні для 
протоколів сімейства TCP/IP поля – IP-
адреси відправника та отримувача, числовий 
номер протоколу та розміру пакету. В якості 

адреси отримувача можливе використання 
broadcast-адреси IP-підмережі. Це забезпечує 
одночасне отримування пакета кількома 
комп’ютерами. Використання адреси 
конкретного комп’ютера означає, що 
процеси-отримувачі виконуються в межах 
цього комп’ютера або на комп’ютерах після 
нього в розумінні топології мережі та 
маршруту передачі. 

На відміну від протоколів TCP  та UDP,  в 
яких вказуються порти відправника та 
отримувача (3), у протоколі багатоточкового 
потоку вказується номер порту потоку. 
Використання одного й того самого номеру 
порту для всіх точок, під’єднаних до потоку, 
необхідне для забезпечення одночасної 
багатоцільової передачі значень. 

Для забезпечення захисту інформації в 
кожен пакет додаються поля упаковки, 
нового ключа, тасування ключа та тасування 
полів.  

Поле з контрольною сумою пакета 
присутнє та використовуються як зазвичай. 

Для узгодженості з блочною структурою 
інформації додаються поля з номерами та 
розмірами повідомлення та пакету в ньому. 

Поле з числовим ідентифікатором 
підпотоку вказує відповідний ідентифікатор. 
Для запобігання колізії на створення 
підпотоків вважається, що у випадку 
створення існуючого підпотоку точка 
приєднується до нього. 

Повна структура пакета така: 
1. IP-адреса відправника; 
2. IP-адреса отримувача; 
3. числовий ідентифікатор 

протоколу; 
4. розмір пакету; 
5. порт потоку. 

Подальші поля закриваються ключем: 
6. упаковка; 
7. тасування ключа; 
8. тасування полів; 
9. новий ключ; 
10. контрольна сума; 
11. числовий ідентифікатор підпотоку; 
12. номер повідомлення; 
13. розмір повідомлення; 
14. номер пакету повідомлення; 
15. розмір пакету повідомлення; 
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16. пакет повідомлення; 
17. упаковка. 

Під з’єднанням в описуваному протоколі 
розуміється сукупність точок, під’єднаних до 
потоку інформації, що формується 
процесами, які назвемо учасниками потоку. 
Кожен учасник потоку може передавати та 
приймати інформацію, використовуючи 
потік. Захист від одночасної передачі 
забезпечується технологією опорної мережі. 
Наприклад, для мережі Ethernet це є 
детектування колізії. 

Кожен учасник потоку передає новий 
ключ, що може бути використаний у потоці. 
Пропонуються такі стратегії вибору ключа: 

1. ключ від точки з найменшою IP-
адресою; 

2. ключ від точки з найбільшою IP-
адресою; 

3. ключ від точки з найбільшим 
об’ємом переданої інформації. 

Вибір стратегії покладається на 
програміста при вказуванні параметрів 
з’єднання. Під’єднання точки до потоку 
можливе лише за умови правильно вказаної 
стратегії вибору наступного ключа. 

Як вже вказувалося, рішення щодо 
відсутності механізму відновлення цілісності 
потоку прийнято з огляду на жорсткі часові 
вимоги. Незручності цього підходу мають 
компенсуватися як зовнішніми чинниками на 
кшталт надійності мережі в розумінні 
мінімальних втрат пакетів, що передаються, 
так і внутрішніми,  як наприклад,  обробка 
лише частини повідомлень для отримання 
результату. У випадку втрати з’єднання 
точка або заново під’єднується до потоку, 
або переходить до виконання інших дій. 

Передбачено такі інтерфейсні функції для 
реалізації протоколу: 

1. create – створення точки; 
2. listen – очікувати на утворення 

потоку; 
3. connect – об’єднання точок в потік; 
4. join – приєднати точку до потоку; 
5. close – закрити потік; 
6. disconnect – від’єднати точку від 

потоку; 
7. read – читати повідомлення; 
8. write – надіслати повідомлення; 

9. keepalive – підтримка потоку; 
10. new – створити новий підпотік; 
11. delete – закрити підпотік. 

Схему станів роботи точки потоку 
зображено на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема станів точки потоку 

В наведеній схемі використані такі 
позначення: 

S – початковий стан, 
L – стан очікування з’єднання, 
R/T – робочий стан потоку, 
create, listen, close, join, new, delete, read, 

write, keepalive – відповідні дії точки, описані 
вище, 

connect A – активне формування спільного 
потоку з окремих точок,  

connect B – пасивне приєднання до потоку 
зі стану очікування. 

3. Механізми розпаралелювача та 
аналізатора подій 

Механізм розпаралелювача має з’єднувати 
вхідний потік, що передає інформацію, та 
вузли модулів, що отримують інформацію(1). 
Оскільки вхідні потоки можуть бути різними 
й наперед зреалізованими та з визначеними 
інтерфейсами, то модуль розпаралелювача 
з’єднується з вхідним потоком за 
традиційними протоколами. Зазвичай це 
TCP-сесія. Модулі, що здійснюють обробку, 
та сам модуль розпаралелювача утворюють 
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L 
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listen close 

connect B 
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disconnect join, 
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new, delete 
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багатоточковий потік. Для формування 
потоку модулі обробки утворюють точки та 
очікують доти, доки розпаралелювач не 
з’єднає ці точки в єдиний потік. 

Аналізатор подій виконує роль менеджера 
віртуального процесу для модулів 
функціональної обробки (2). На підставі 
рішень аналізатора подій запускаються або 
зупиняються окремі модулі. Для реалізації 
такого керування множиною підпроцесів 
запропоновано утворити багатоточковий 
потік, що створюється аналізатором подій, 
після чого до нього під’єднуються 
підпроцеси окремих модулів. В утвореному 
потоці передаються команди керування 
модулями та результати роботи модулів. Для 
розмежування цих інформаційних потоків в 
межах багатоточкового потоку створюються 
підпотоки.  

Описана реалізація накладає певні вимоги 
на синтаксис команд, що використовуються 
для керування модулями. Синтаксично 
однакові команди повинні виконуватися в 
модулях одночасно. Прикладом такої 
команди є команда «перейти до обробки 

наступного повідомлення». Що стосується 
різних команд, то вони мають бути 
синтаксично різними. Модулі, що не мають 
таких команд, повинні сприймати ці команди 
як такі, що не викликають ніяких дій. 
Прикладами таких команд є команди 
встановлення параметрів окремих модулів.  

4. Висновки та подальші напрямки 
роботи 

В результаті проведених досліджень було 
запропоновано протокол багатоточкового 
потоку, за допомогою якого реалізуються 
механізми розпаралелювача та аналізатора 
подій в системі інтерфейсу людина-
комп’ютер на базі жестової мови та жестів.  

Подальші дослідження будуть спрямовані 
на те, щоб реалізувати запропонований 
протокол, реалізувати на його основі модулі 
розпаралелювача та аналізатора подій, 
узгодити зовнішні функціональні модулі, 
створити загальну систему розпізнавання 
жестів та жестової мови та дослідити її 
роботу. 
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у форматі соціальної мережі з обмеженою реєстрацією.  Описуються мотиваційні механізми для 

студентів, переваги зворотного зв’язку для викладачів, використання мобільних пристроїв у 

навчальному процесі та інформуванні студентів і викладачів, система швидкої оцінки знань, що є 

частинами проекту та перспективи його розвитку.    

Ключові слова: електронне навчання, соціальні мережі, адаптивні моделі, ігрофікація, мобільні 

пристрої. 

 

Main subject of current article is an internal e-learning system that allows users to be aware of any urgent 

updates, useful information, and changes to schedule regarding ongoing learning activity in university and also 

maintain this information changes. E-learning situation in Kiev National University of Ukraine compared to 

world tendencies is briefly described in this article. Possibility of social network for distant or partly distant 

students learning service implementation as a social network with strict registration is reviewed. Motivational 

mechanisms in a gamification framework form, feedback advantages for teachers in a non-anonymous way, 

examples of mobile devices usage in educational process for immediate updates, system for fast assessment with 

adaptive evaluation as parts of the project oriented for education enhancement and its perspectives are 

described. Possibility of MOOC with video lectures that available for everyone on this platform is also 

mentioned and particular formulas, methodologies and situations are shown. 

Keywords: e-learning, social networks, the adaptive model, gamification, mobile devices. 

 

Статтю представив д.т.н. проф. Волошин О.Ф. 

Вступ. Електронна освіта у двадцять 

першому столітті стала майже обов’язковим 

атрибутом будь-якого навчання. Реалізацію 

системи електронної освіти було втілено у 

методичній тестуюче-оцінюючій системі 

SMPR[1], що є додатком до курсу «Теорія 

прийняття рішень»[2]. Розробка цієї системи 

проходила протягом декількох років при 

залученні студентів третього курсу факультету 

кібернетики. У 2014 році було створено веб 

версію тестуючої системи, що успішно була 

застосована при екзаменаційному оцінюванні. 

Наступним кроком розвитку стала розробка 

специфікованого онлайн сервісу для комунікації 

між викладачами та студентами в контексті 

навчання. 

Актуальність. Більшість західних 

університетів мають свої власні внутрішні 

системи, що дозволяють проводити деякі або 

навіть більшість навчальних процесів через 

глобальну мережу інтернет. Це допомагає 

студентам і викладачам зберігати їхній час і 

надає можливість зосередитися саме на 

навчанні. Українські вищі навчальні заклади не 

мають централізованого сервісу з необхідними 

функціями, і, на думку авторів, його 

запровадження призведе до покращення якості 

та швидкості навчання.  

© Д.І. Ковальов, 2015 
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Соціальна мережа. Основною частиною 

сервісу є соціальна мережа для студентів та 

викладачів. Реєстрація у мережі можлива лише 

за наявності студентського квитка або 

спеціального індивідуального коду викладача. 

Подібний підхід до реєстрації забезпечує 

неможливість комерційного використання 

мережі. 

За тиждень до початку занять староста  

новосформованої групи отримує від 

адміністратора мережі доступ до редагування 

профіля групи та її складу. Староста власноруч 

заносить до соціальної мережі ПІБ та номер 

студентського квитка кожного студента його 

групи та заповнює розклад занять відповідно до 

офіційного розкладу. Назви предметів староста 

вибирає зі списку доступних для його курсу. 

Сторінка групи у мережі має наступний 

функціонал: 

- загальна стрічка повідомлень, що 

стосуються всіх членів групи; 

- інтерактивний розклад занять 

(детальніше згодом); 

- панель з документами, що стосуються 

групи; 

Інтерактивний розклад має багато додаткових 

функцій: 

- створення та редагування викладачами 

додаткових занять, контрольних робіт, 

консультацій  для всіх слухачів або 

певних груп; 

- створення та редагування студентами 

подій для групи, старостами – для потоку; 

- можливість прикріплення документів до 

подій; 

- створення та редагування викладачами 

подій та занять, що є обов’язковими для 

всіх студентів, з посланням на сторінки 

відповідних дисциплін.  

Сторінки дисциплін надають можливість 

викладачам завантажувати та зберігати 

документи або відеозаписи, пов’язані з 

лекційними та практичними завданнями на 

огляд студентів певної групи або всіх 

відвідувачів сторінки. Студенти мають 

можливість задавати питання до певних лекцій 

чи документів, а також залишати коментарі та 

побажання до всього курсу загалом після його 

завершення.  

Також на сторінках дисциплін та у розкладі 

можуть бути додані посилання на онлайн 

тестування, що може бути використано 

викладачами для проведення швидких 

опитувань чи контрольних робіт. 

Безпека мережі. Оскільки звичайна 

соціальна мережа є джерелом рекламних, а іноді 

й провокаційних інформаційних впливів, є 

потреба в ізолюванні навчальної соціальної 

мережі від анонімних та не авторизованих 

користувачів. Це можливо реалізувати шляхом 

попередньої реєстрації користувача в системі 

адміністратором чи іншим довіреним 

користувачем за короткими даними – ПІБ та 

номером студентського квитка. Заключні етапи 

реєстрації користувач проходить самостійно: 

- підтвердження особи шляхом внесення  

номера студентського квитка; 

- заповнення необхідної інформації   

- підтвердження відповідності поштової 

скриньки шляхом переходу за 

посиланням, що на неї надіслано. 

Авторизація на сайті здійснюється за 

допомогою логіну, що є номером студентського 

квитка та паролю обраного користувачем. 

Цей метод задовольняє декілька потреб: 

дозволяє вести актуальну статистичну 

інформацію по справжніх студентах та 

викладачах вищих навчальних закладів в 

цифровому вигляді (роки навчання, прослухані 

курси, бали, активність у групі тощо); захищає 

систему від несанкціонованого доступу людей, 

що мають на меті продаж, агітацію чи інші не 

пов’язані з навчанням цілі. 

Відеолекції. Викладачі зможуть записувати 

свої лекції та редагувати їх перед публікацією 

безпосередньо на сайті. Це надає можливість 

вести лекції для студентів, що хворіють, або не 

мають можливості бути присутніми з інших 

причин а також брати участь у процесі 

прослуховування лекції тим студентам, що 

живуть в інших країнах. Аналогами подібних 

сервісів існують давно, але в контексті допомоги 

при очному навчанні вони використовуються не 

часто. 

Мобільні пристрої. Цікавим та 

перспективним напрямком використання цього 

сервісу є застосування мобільного додатку. 

Для викладачів це можливість відмічати 

присутніх натисканням однієї кнопки на екрані 

свого смартфону. При відповідних 

налаштуваннях географічна позиція пристрою 
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може бути вирахувана з точністю, достатньою 

для визначення присутності студента на парі. 

Аналогічним шляхом можливе ведення 

журналу через мобільний додаток. Достатньо 

лише вибрати прізвище студента зі списку 

присутніх і виставити йому оцінку. 

Також у випадку затримок викладача, відміни 

занять, швидких контрольних робіт чи інших 

термінових подій викладач може надсилати 

повідомлення у групу студентів, яке вони 

отримають через додаток на мобільному 

пристрої, навіть перебуваючи далеко від 

монітору комп’ютера. 

Також через мобільний додаток студенти 

можуть проходити тестування, а викладач 

отримувати результати студентів та автоматично 

обчислені оцінки. 

Система тестування. Як частина мережі на 

сторінках предметів є окрема частина 

присвячена тестам з адаптивною оцінкою[3]. 

Викладачі можуть створювати тести та 

асоціювати їх з лекціями та практичними 

завданнями так само, як і звичайні файли. 

Відповідно, студенти можуть їх коментувати або 

задавати питання. Система тестування звільняє 

викладача від необхідності перевіряти 

власноруч відповіді студентів, позбавляє його 

можливості помилитись. Також у випадку, коли 

питання має нові або не передбачені викладачем 

відповіді, оцінка може бути перерахована для 

всіх студентів автоматично.  

Крім цього, система дозволяє встановлювати 

чіткі часові межі проведення оцінювання. 

Система тестування має можливість 

працювати з різними видами питань: 

- питання з бінарними відповідями («так» чи 

«ні»); 

- питання, де правильна відповідь 

вибирається з декількох, а правильність 

кожного варіанту відповіді оцінюється 

балом;  

- питання, де декілька правильних відповідей 

вибираються із багатьох варіантів; 

- питання, де відповідь це число. У цьому 

випадку до бази даних необхідно додати 

інформацію щодо правильної відповіді та 

діапазону можливих розбіжностей, на якому 

може знаходитись відповідь студента; 

- питання, де відповіддю є інтервал; 

- питання, відповіддю на які є нечіткі 

величини, що визначаються функцією 

належності, що зводить їх до питань 

четвертого типу (відповідь це число); 

- питання, відповіддю на які є слово або 

словосполучення. Через те, що відповідь 

може бути сформульована студентом 

правильно, але використовуючи 

термінологію, відмінну від термінології 

викладача, можливе виникнення 

неузгодженності. Для обробки такого типу 

питань необхідно використовувати 

словники з синонімічними рядами та 

алгоритми пошуку спорідненості текстів; 

Після проведення тестування система 

перераховує вартість питань і записує нові 

значення у базу. Якщо в оцінці знань брало 

участь 𝑛 студентів і було 𝑚 питань, то корекція 

складності буде розрахована за формулою: 

pi
j

= pi
j-1

+ fi(pi
0, m, dj-1, Z), 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, , 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

де 𝑝𝑖
𝑗
- складність 𝑖-го завдання при проходженні 

𝑗-го студента; 𝑓𝑖 - функція згідно до якої 

відбувається корегування оцінки; 𝑑𝑗−1 сумарна 

оцінка 𝑗 − 1 студента; 𝑍 – деяка величина, що 

залежить від відхилення даної відповіді від 

правильної[4]. 

Оскільки під час роботи зі студентами 

можливі випадки «саботування» системи для 

отримання кращих результатів, система має 

реєструвати всі можливі зміни перед їх 

застосуванням та порівнювати з попередніми. У 

випадку надходження викладачу сповіщення 

про значну відмінність результатів попередніх 

проходжень тестового блоку та поточного, 

викладач має провести експертний аналіз 

результатів та підтвердити або відхилити 

внесення змін. 

Мотиваційна система. На сьогоднішній 

день питання мотивації школярів, студентів та 

робітників має велике значення. Безумовно є 

самомотивовані індивіди, що рухаються до мети 

без сторонньої допомоги. Але, нажаль, кількість 

таких людей невелика, через що так звана 

ігрофікація зазнає великого попиту. 

У примітивній формі вона зустрічається у 

вигляді оцінок та балів звичної нам системи 

навчання. Але така система виключає 

індивідуальні досягнення кожного, як такі, що 

просто не можуть бути враховані через 

розподіленість балів між фіксованої кількості 

контрольних та самостійних робіт. Також звична 

система оцінювання має лише епізодичний 
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характер, і не дає змогу студентові бачити свій 

постійний ріст чи його відсутність на фоні 

інших. Це призводить до того, що лише на 

передодні екзамену студент розуміє своє 

становище. 

Система ігрофікації дасть викладачам 

додатковий інструмент, що дозволяє відмічати 

досягнення певних студентів за допомогою 

існуючих, або створених унікальних графічних 

відміток чи спеціальних завдань. Прикладом 

може бути відмітка «Всі пари відвідано», яка 

може буде надана студенту, що не пропустив 

жодної пари. 

Крім цього, система в автоматичному режимі 

буде нараховувати умовні бали за відвідання 

лекцій, вчасність виконання лабораторних та 

домашніх робіт, активність (запитання 

викладачу, проведення заходів) тощо. Таким 

чином, у кожного студента буде свій унікальний 

рівень залученості в навчальний процес, згідно 

якого з’явиться можливість оцінити статус 

студента та рівень його знань. 

Технології. Для створення цієї системи 

викристано платформу .NET та мови C#, 

JavaScript[5]. Ці технології були вибрані через їх 

розповсюдженність та легкість використання у 

будь якому середовищі. Для організації 

процессу розробки використовувалась 

методологія Scrum[6], що основується на 

періодичному підсумку результатів та створенні 

нових актуальних завдань. 

Висновок. У цій статті розглянуто основний 

функціонал нового сервісу подібного до 

соціальної мережі, що спрямований на 

інформатизацію, оптимізацію та збільшення 

мотивації у навчальному процесі для студентів 

та викладачів. Система у багатоетапному режимі 

інтегрується для роботи на факультеті 

Інформаційних технологій як тестовому 

майданчику. За умови позитивних відгуків та 

доцільності використання системи, планується 

впровадження та розширення системи в 

масштабах інших факультетів та вищих 

навчальних закладів. 
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В роботі представлено метод перетворення векторів семантико-синтаксичної валентності 

синсетів WordNet у форму явних семантичних зв’язків-відношень між концептуальними вузлами 

онтологічної ієрархічної мережі. Вектори семантико-синтаксичної валентності синсетів, які є 

лише неявним представленням семантичних зв’язків між поняттями, методом «повторного 

читання» текстів навчального корпусу трансформуються у ребра семантичних відношень в графі 

онтології. 

Ключові слова: штучний інтелект, комп’ютерна лінгвістика, семантика, здобування знань. 

 

The work describes an algorithm for automatic detection of semantic relations between ontological 

knowledge base nodes by analyzing matrices of semantic-syntactic words valences. These matrices are 

obtained by means of non-negative factorization of syntactic words combinability tensor. The tensor has 

been generated in the course of frequency analysis of syntactic structures obtained from the large text 

corpora sentences taken from English Wikipedia and Simple English Wikipedia articles. 

The vectors of semantic-syntactic synsets valences implicitly describe semantic relations between concept 

nodes in WordNet. The main purpose of the paper is developing of a method for transformation the implicit 

form of semantic-syntactic relations between concepts in ontology to explicit form of semantic relations 

structure. Presented method pretends to become a good basis for developing new effective tools for 

automating the process of building ontological linguistic knowledge bases. This perspective proves 

theoretical and practical value of the proposed algorithm. 

Keywords: artificial intelligence, computational linguistics, semantics, knowledge extraction. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов А.В. 

 

У статті [1] описується метод автоматичного 

визначення семантичних відношень між 

концептами онтології. Дані зв’язки описуються 

так званими векторами семантико-синтаксичних 

валентностей концептів. В отриманій моделі 

можна легко перевірити наявність лінійного 

предикативного α-β-зв'язку між конкретними 

трьома концептами-вузлами WordNet [2] - a, b і c 

або кільцевого синтагматичного α-β-зв'язку між 

концептами a і b, що є достатнім для вирішення 

ряду задач в аналізі текстів природної мови. З 

іншого боку алгоритми, що використовують 

пошук найкоротших шляхів-ланцюжків між 

вузлами онтологій, не можуть безпосередньо 

використовувати дану модель без явного опису 

відношень між концептами-вузлами у вигляді 

інцидентних ребер. Крім того, складно 

розглядати поповнення семантичної мережі 

новими відношеннями як процес збагачення 

онтологій без генерації явного опису 

семантичних зв'язків між понятійними вузлами.  

З цього випливає необхідність побудови 

методів автоматичного виділення явних 

семантичних зв'язків з векторів семантико-

синтаксичної валентності концептів онтології. 

Ідея методу виділення явних семантичних 

зв'язків предикативно-аргументного або 

кільцевого синтагматичною типу з векторної 

© О. О. Марченко, 2015  
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моделі представлення відношень між вузлами-

концептами онтології полягає в повторному 

«читанні» оброблених текстів корпусу за 

допомогою процедури синтаксичного аналізу, 

реалізованого на основі алгоритму Кока-Янгера-

Касамі[3] на базі векторів семантико-

синтаксичної валентності концептів, прив'язаних 

до синсетів WordNet.  

Схематично можна представити цей процес 

наступним чином: 

Алгоритм послідовно аналізує речення 

текстів вхідного корпусу і будує керуючі 

простори синтаксичних структур речень текстів. 

Коли алгоритму потрібно визначити, чи 

можлива побудова кільцевого синтагматичного 

зв'язку між словами a та b, – переходимо до 

синсет-вузлів WordNet  {Аі}, на які посилається 

слово a, і до синсет-вузлів {Ві}, на які 

посилається слово b. 

Обчислюємо значення (Wa’, H
Т

b '  ), для слів  a’ 

{Аі}, b’{Ві}: якщо існують такі a’’ {Аі}і 

b’’{Ві}, що (Wa’’, H
Т

b ''  )>T1 (де Т1 – пороговий 

рівень, що визначається емпірично; початково 

було прийнято Т1 1), тоді кільцевий 

синтагматичний зв’язок утворюється та 

встановлюється семантичне відношення типу 

«об’єкт - атрибут» між концептом-синсетом Ak: 

(a” Ak), та концептом-синсетом Bj:(b”   Bj) в 

мережі онтології. 

Існування хоча б однієї такої пари (a” Ak, 

b”   Bj) гарантує той факт, що дані для матриці 

D були отримані з тих же текстів та речень, які 

обробляються в даний момент. Відповідне 

синтаксичне відношення між словами a і b було 

занесено в матрицю D і потрапило в вектори її 

факторизованих матриць W і H. Під час 

розщеплення цих векторів семантико-

синтаксичних валентностей відповідні значення 

були прив'язані до деяких двох сінсетів, які й 

будуть знайдені цим алгоритмом, - між ними і 

встановиться дане відношення у явному вигляді. 

Алгоритм гарантовано коректно знаходить і 

прописує семантичне відношення між сінсетамі 

онтології при виконанні двох наступних умов: 

 
1. При навчанні відповідний синтаксичний 

зв'язок був коректно прописаний в дерево 

підпорядкування і дерево виведення речення 

Стенфордським парсером. Тоді відповідні 

керуючі простори, на яких навчалася 

система, були складені коректно, і даний 

зв'язок був правильно прописаний в матриці 

D і, отже, гарантовано присутній у векторах 

факторизованих матриць W і H. 

 

2. Алгоритм розщеплення векторів семантико-

синтаксичної валентності правильно 

розщепив відповідні даному зв'язку вектори 

з W і H і коректно виконав прив'язку до 

вірно встановлених вузлів - синсетів 

WordNet. 
 

Проведені експерименти свідчать про високу 

точність роботи використовуваних алгоритмів, 

тому можна говорити про високу надійність 

даного методу прописування семантичних 

зв’язків між синсетамі WordNet. 

Для збільшення ступеня надійності 

алгоритму можна ввести додаткову перевірку на 

наявність подібних зв'язків у синів і/або батьків 

даних синсетів Ak та Bj. Якщо ці зв’язки існують, 

тобто   A’k – батьківський/синівський синсет Ak 

та B’j – батьківський/синівський синсет Bj:  a’ 

  A’k  та  b’  B’j  такі, що (Wa’, H
Т

b '  )>T1 , то 

імовірність побудови коректного семантичного 

зв’язку між синсетами Ak и Bj значно зростає.  

Необхідно відзначити, що зв'язок між 

синсетамі Ak та Bj буде знайдено безпосередньо 

відразу, якщо умови 1 і 2 виконуються. Якщо при 

навчанні зв'язок не був знайдений, або був 

знайдений, але неправильно прописаний до 

некоректної пари синсетів, то додаткові 

перевірки можуть збільшити надійність роботи 

методу визначення семантичних відношень між 

синсетамі. 

По-суті для «повторного читання» текстів 

корпусу використовується парсер-генератор 

керуючих просторів, описаний в роботі[4], з тією 

лише різницею, що там для визначення наявності 

зв'язків між словами використовувалися вектори 

семантико-синтаксичної валентності слів, 

отримані після факторизації матриці 

синтагматичних зв’язків D та тензору 

предикативних звязків F , а в даному випадку нам 

потрібно перейти від слів до їх значень - синсетів 

WordNet, так як в даній моделі вектори 

семантико-синтаксичної валентності прив'язані 

виключно до концептів-синсетів. Таким чином, 

парсер «вимушено» переходить від слів і 

словосполучень до їх семантичних значень, і 

дана фаза семантичного аналізу здійснюється 

паралельно з синтаксичним аналізом. 

Окремого розгляду вимагає випадок, коли 

алгоритм виявляє більш ніж одну пару синсетів 

Ak і Bj (a” Ak, b”   Bj): (Wa’’, H
Т

b ''  )>T1. 
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Сам алгоритм Кока-Янгера-Касамі являє 

собою процес динамічного збирання всіх 

можливих варіантів синтаксичної структури 

речення. На кожному рівні процесу побудови 

керуючого простору синтаксичної структури 

відбувається злиття двох структур (двох точок 

керуючих просторів) в одну більш велику 

структуру - точку, яка успадковує тим чи іншим 

чином своє лексичне значення у точок, які її 

утворюють. Подальше приєднання на більш 

високому структурному рівні відбуватиметься 

згідно векторів семантико-синтаксичної 

валентності тих синсетів, на які будуть 

посилатися нові лексичні значення утворених 

структур-точок керуючого простору. Потрібно 

зберігати в клітинках таблиці об'єднання всіх 

можливих пар Ak та Bj (a” Ak, b”   Bj): (Wa’’, 

H
Т

b ''  )>T1.  

У процесі генерації структури 

алгоритмом Кока-Янгера-Касамі невірні варіанти 

відпадають внаслідок неможливості 

встановлення семантико-синтаксичного зв'язку 

на верхніх рівнях таблиці і неможливість 

побудови цілісної структури. У разі успіху 

повністю побудована структура керуючого 

простору в точках міститиме об'єднання 

відповідних коректних синсетів Wordnet з 

використанням правильних семантико-

синтаксичних відношень-зв’язків між ними. 

Отже, можна внести ці відношення в семантичну 

базу WordNet шляхом додавання відповідних 

семантичних зв'язків між синсетамі вже після 

закінчення побудови повної і цілісної структури 

керуючого простору для даного речення. 

 

Розглянемо більш формально опис 

алгоритму  

 

Bxід. WordNet з векторами семантико-

синтаксичної валентності, прив'язаними до їх 

синсетів -вузлів, та  вхідний ланцюжок речення 

=a1a2…an
+
 

 

Вихід. Таблиця семантико-синтаксичного 

аналізу T, що описує керуючий простір 

синтаксичної структури вхідного речення. 

Побудований КП містить у своїх точках значення 

слів - синсети WordNet, з'єднані у просторі 

семантичними α-β-відношеннями. 

 

 

 

Алгоритм 

 

1. Покладемо ti1={{Ai}|{Ai} – синсети, на 

які посилаються ai  i=1..n}.  

Якщо таких немає(наприклад для 

прийменників, сполучників і т.д.) – то замість 

синсетів  ti1 містить  просто лексеми, які також 

мають свої власні вектори семантико-

синтаксичної валентності, завдяки яким вони 

на наступному етапі вступають у зв’язок з 

семантично значущими лексемами. 

 

2. Припустимо, що вже обчислені tij для 

всіх 1 i n і всіх 1 j’ <j.  

Покладемо  tij ={{Ai} для деякого 1<kj , 

{Bi}tik та  {Ci}ti+k,j-k, ξ(Bi,Ci)= Ai }. Оскільки 

1<kj, то k та j-k менші за j. Таким чином, tik і 

ti+k,j-k обчислюються раніше, ніж  

Ai +aiai+1…ai+j-1. Після цього кроку з Aitij 

 слідує Ai(Bi,Ci)+(ai…ai+k-1,C)+            

+  ai…ai+k-1 ai+k…ai+j-1. 

 

3. Повторюємо крок (2) до тих пір, поки не 

стануть відомі tij для всіх 1 i n та 1 j n-

i+1.  

 

Розглянемо роботу функції ξ(B,C). Вона 

перевіряє точки В і С, чи можливо встановити 

між ними деякий зв'язок - кільцевий 

синтагматичний α-β-зв'язок, α-зв'язок лінійного 

предикативного відношення або β-зв'язок 

лінійного предикативного відношення. 

Для визначення можливості встановлення 

кільцевого синтагматичного α-β-зв’язку між 

точками В та С перевірка здійснюється 

обчисленням операції скалярного добутку (WB, 

H
Т

С ) (WB – вектор концепту–синсету, який є 

семантичним значенням точки В, H С -вектор 

концепту–синсету, який є семантичним 

значенням точки С): якщо (WB, H
Т

С  ) Тαβ, то 

функція ξ встановлює даний кільцевий 

синтагматичний зв’язок, розміщує його в новій 

точці А, та обчислює її нове лексико-семантичне 

значення. Воно або успадковується з точки В, як 

головної точки пари, або в результаті об'єднання 

утворюється новий смисл(«Теза» + «Чьорча» = 

«Теза Чьорча»). Точка А отримує знайдене 

функцією ξ лексичне значення і відповідний 

синсет (або набір синсетів у разі 
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неоднозначності) як семантичне значення. До 

синсету (або до синсетів) прив'язані його (їх) 

вектори семантико-синтаксичної валентності з 

різних матриць тензорної моделі мови. 

Для визначення можливості встановлення β-

зв’язку лінійного предикативного відношення 

між точками В та С перевірка здійснюється 

обчисленням операції скалярного добутку        

(YB, Z С ) (YB – вектор Y  концепту–синсету, який 

є семантичним значенням точки В, Z С  – вектор Z  

концепту–синсету, який є семантичним 

значенням точки С): якщо (YB, Z С  ) Тβ, то 

функція ξ встановлює даний β-зв’язок лінійного 

предикативного відношення, розміщує його в 

новій точці А1, та обчислює її лексико-

семантичне значення. У А1, як правило, 

успадковуються обидва лексичних і обидва 

семантичних значення з точок В і С. 

Для визначення можливості встановлення 

α-зв'язку лінійного предикативного відношення 

між точками D і А1 перевірка виконується 

обчисленням операції ][][][
1

iZiYiX C

k

i

BD 


  

(XD – вектор концепту-синсету, що є значенням 

точки D, YB-вектор концепту-синсету, що є 

значенням точки B з А1, ZС – вектор концепту-

синсету, що є значенням точки C з А1): якщо 

][][][
1

iZiYiX C

k

i

BD 


ТP , то функція ξ 

встановлює α-зв’язок лінійного предикативного 

відношення та завершує, таким чином, повну 

лінійну предикативну послідовність α-β-зв’язків 

керуючого простору даного речення. 

 Після того, як алгоритм успішно завершує 

збірку цілісного керуючого простору речення, 

повністю побудована структура КП в точках 

містить об'єднання відповідних коректних 

синсетів Wordnet з використанням правильних 

семантико-синтаксичних відношень між ними. 

Далі йде етап обходу побудованої структури 

КП речення з перенесенням знайдених між 

синсетамі семантичних зв'язків у базу даних 

WordNet у вигляді відповідних семантичних 

відношень між вузлами-концептами онтології. 

Якщо між двома точками КП, що містять 

синсети А і В в якості їх семантичних значень, 

встановлений кільцевий синтагматичний α-β-

зв'язок, то між А і В у WordNet прописується 

явне відношення типу «об'єкт-атрибут» або «дія-

атрибут». 

Якщо між точками КП, що містять синсети А 

і В в якості їх семантичних значень, 

встановлений лінійний предикативний α-зв'язок, 

то між А і В у WordNet прописується явне 

відношення «суб'єкт-дія» або «актант-дія». 

Якщо між точками КП, що містять синсети В 

і С в якості їх семантичних значень, 

встановлений лінійний предикативний β-зв'язок, 

то між В та С в WordNet прописується явне 

відношення «дія-об'єкт», або «дія-реципієнт», або 

«дія-інструмент» і т.д. - залежно від 

використання того чи іншого синтаксичного 

шаблону в реченні для вираження даного β-

зв'язку. Семантичні рольові відмінки Філмора-

Грубера [5,6], які можуть ефективно 

використовуватися в даному випадку, описують 

відповідність синтаксичних шаблонів типам 

семантичних відношень. 

Одночасно з додаванням в онтологію набору 

семантичних зв'язків з одного речення 

фіксуються мітки про їх сумісне використання в 

рамках однієї функціональної аргументно-

предикатної схеми відповідного концепту-

дієслова. 

Таким чином, після повторної обробки 

текстових корпусів всі неявні семантичні зв'язки 

синсетів, виражені векторами семантико-

синтаксичних валентностей, прописуються в 

WordNet явним чином додаванням відповідних 

ребер семантичних відношень в граф онтології. 

 

Висновки 

 

У роботі був запропонований метод 

трансформації векторів семантико-синтаксичної 

валентності синсетів WordNet, які є неявною 

формою представлення семантичних зв’язків-

відношень між концептуальними вузлами 

онтологічної ієрархічної мережі, у явну форму 

представлення в якості ребер семантичних 

відношень в онтологічному графі. Метод полягає 

у повторній обробці текстів навчального корпусу 

і з занесенням знайдених семантико-

синтаксичних відношень «предикатно-

аргументного» типу до бази даних онтології. В 

результаті відбувається поповнення ієрархічної 

мережі онтології семантичними зв’язками 

«горизонтального» типу, що становить 

теоретичну і практичну цінність даного методу. 
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Розглядається кооперативна гра в характеристичній формі з нечіткою множиною допустимих 

коаліцій. Показано, що С-ядро цієї гри буде нечіткою множиною типу 2 (нечітка множина, функція 
належності якої приймає нечіткі значення), побудована її функція належності. Запропонована 
трьох-критеріальна задача пошуку раціонального розв’язку. Розглянутий підхід до отримання 
наближеного розв’язку цієї задачі.  

Ключові слова: кооперативна гра, функція належності, нечітка множина типу 2, ядро гри. 
 

The problem of the choice of an equitable distribution of profits among the players, if they agree to 
cooperation, but not clearly understand what the coalition may be admissible. This is due to the fact that in 
many real-life situations, not every group of players has the ability to cooperate and therefore all the 
coalition can not be formed. The well-known concept of C-core cooperative games generalized to the case of 
fuzzy sets of admissible coalition players. In this case, it can be described as the intersection of fuzzy set of  
crisp sets of distributions which satisfy to principle of separation. It is the fuzzy set of type 2 (a fuzzy set, 
membership function which takes a fuzzy values). This membership function is build. A three-criteria 
optimization problem of finding a rational solution is proposed. The approach to obtain an approximate 
solution of this problem is considered. The proposed approach extends the scope of the theory of fuzzy sets in 
case of cooperative games with fuzzy set of permissible coalitions and may provide a new approach to 
solving other problems of game theory. 

Keywords: cooperative game, membership function, fuzzy set of type 2, core of game. 

 
Статтю представив д. т. н., проф. Гаращенко Ф.Г. 

 
Вступ. Кооперативна теорія ігор розв’язує 

задачу «справедливого» розподілу прибутку між 
гравцями у випадку їхньої співпраці. Тим не 
менш, у багатьох реальних життєвих ситуаціях, 
не кожна група гравців має можливість 
співпрацювати і тому всі коаліції не можуть 
утворюватися. В цьому випадку виникає 
кооперативна гра з обмеженою кооперацією. 
Причини обмежень на створення можливих 
коаліцій можуть бути різними, наприклад 
обмеження, які викликані правами; обмеження на 
максимальну кількість гравців, яким дозволена 
співпраця; обмеження, які пов’язані з відсутністю 
зв'язку між гравцями, або обмеження, які 
викликані потребою у згоді начальників гравців 
на формуванні коаліції з іншими. 

Класична кооперативна гра у 
характеристичній формі ,N v  задається 

набором гравців {1,..., }N n= , 2n ≥ , і 

характеристичною функцією 1: 2Nv R→ , яка для 
кожної коаліції гравців дорівнює її 
гарантованому виграшу, причому ( ) 0v ∅ = , 

( ) ( ) ( )v S T v S v T≥ +U  для ,S T N∀ ⊂ , S T = ∅I . 
У більш загальному випадку, коли деякі 

коаліції можуть бути забороненими, 
кооперативна гра може бути описана трійкою 

, ,N v Ω , де 2 \N NΩ ⊆  – набір можливих 

коаліцій (в яких гравці можуть співпрацювати 
разом), і називається грою з обмеженою 
кооперацією. Знаходження справедливого 

© С.О.Мащенко, В.І.Моренець, 2015  
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розподілу виграшу всієї спільноти гравців для 
гри з обмеженою кооперацією представляє собою 
більш загальну проблему, ніж для звичайної 
кооперативної гри. Через це будь-який розв’язок 
гри з обмеженою кооперацією є узагальненням 
деякого розв’язку класичної кооперативної гри. 
Узагальнення вектора Шеплі для ігор з 
обмеженою кооперацією розглядалися R. 
Myerson [1], пізніше їх аналізували G. Owen [2] і 
P. Borm, G. Owen і S.Tijs [3]. E.Algaba, J.Bilbao, 
P.Borm і J.Lopez [4, 5] вважають, що часткова 
модель співпраці на основі так званих союзних 
стійких систем є узагальненням ситуації 
спілкування. 
В деяких випадках буває складно чітко 

вказати заборонені коаліції. В цій роботі 
розглядається C-ядро кооперативної гри з 
нечіткою множиною дозволених коаліцій. 

C-ядро кооперативної гри. Спочатку 
розглянемо класичну кооперативну гру у 
характеристичній формі ,N v . Одним із методів 

розподілу виграшу ( )v N  всієї спільноти гравців є 
C-ядро, яке складається з поділів (векторів 

1( ,..., )nx x x=  таких, що ( )i
i N

x v N
∈

=∑  та 

({ })ix v i≥  для i N∀ ∈ ), які задовольняють 

умовам ( )i
i S

x v S
∈

≥∑  для S N∀ ⊂ . Як правило C-

ядро містить більше одного елемента, тому 
виникає проблема вибору. Ця проблема може 
розв’язуватися різними методами, але всі вони 
зводяться до знаходження у певному сенсі 
«центра» C-ядра. Для цього розв’язується задача 
математичного програмування: 

 ( ) ming x → , 

 ( )i
i S

x v S
∈

≥∑ , 2 \NS N∈ , 

 ( )i
i N

x v N
∈

=∑ , 

де ( )g x  – деяка функція, за допомогою якої 
вибирають конкретний поділ з C-ядра. Вигляд 
цієї функції залежить від предметної області та 
домовленості між гравцями. 

C-ядро кооперативної гри з нечіткою 
множиною  дозволених коаліцій. Припустимо, 
що гравці не можуть чітко сказати, які коаліції з 
множини 2 \N NΩ =  усіх можливих, можуть 
бути дозволеними, а їм відома лише функція 
належності ( )Sµ , S∈Ω , нечіткої множини 

Ω ⊆ Ω%  дозволених коаліцій. Тоді виникає 
кооперативна гра з нечіткою множиною  

дозволених коаліцій, яка задається трійкою 

, ,N v Ω% . Якщо узагальнити на цей випадок 

метод розподілу виграшу всієї спільноти гравців 
згідно до концепції C-ядра, то ми одержимо 
задачу, яку можна сформулювати у так: 

 ( ) ming x → , (1) 

 ( )i
i S

x v S
∈

≥∑ , S∈Ω% , (2) 

 ( )i
i N

x v N
∈

=∑ , (3) 

де запис (2) слід розуміти таким чином. Нехай 

1{ ( ,..., ) ( ),  ( )}S n i i
i N i S

F x x x x v N x v S
∈ ∈

= = = ≥∑ ∑  – 

множина векторів x , які задовольняють умові (2) 
для коаліції S∈Ω  та умові (3). Тоді запис 
вигляду  (2) означає, що множина допустимих 
розв’язків системи (2), (3) повинна задаватися 

множиною S
S

F F
∈Ω

=
%

%% I , де згідно [7]  S
S

F
∈Ω%
%I  – 

перетин нечіткої множини M%  чітких множин 

SF , який представляє собою нечітку множину 
типу 2. 
Перетин нечіткої множини чітких множин. 

Визначимо це поняття відповідно до підходу, 
який був запропонований в [7]. 
В просторі nR  визначимо функцію належності 

(характеристичну функцію) чіткої множини SF , 

S∈Ω , яку позначимо 

  

1, ( ),  

( )
0, ( ).

i
i S

S

i
i S

x v S

x
x v S

φ ∈

∈

 ≥
=  <


∑

∑
 

Для довільного nx R∈  введемо відношення 
домінування на множині коаліцій Ω . 
Говоритимемо, що коаліція S∈Ω  домінує 

коаліцію T ∈Ω  для nx R∈  і позначати це 
x

S Tf , 
якщо справедливі такі нерівності: ( ) ( )S Tx xφ φ≤ , 

( ) ( )S Tµ µ≥  і хоча б одна з них строга. 
Позначимо  

 { ( ),    ( ),( , )
0,         ( ),

S S PO xx S
S PO x

µµ ∈= ∉%  

де ( ) { | ,  }
x

PO x S T S T= ∈Ω ∀ ∈Ω/f .   

Перетином нечіткої множини Ω%  чітких 
множин SF , S∈Ω , називається [7] S

S
F F

∈Ω
=

%

% I  - 

нечітка множина типу 2, яка задається трійками 
( , ( , ))x x yψ , де  
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: {0,1}nR Yψ × →  – функція належності 

нечіткого відображення Φ% , що виконує роль 
нечіткої функції належності, яка визначена таким 
чином: 

 ( , ) max{ ( , ) | ( ) }S
S

x y x S x yψ µ ϕ
∈Ω

= = ,  

якщо   ( )SS x yϕ∃ ∈Ω = ; 

 ( , ) 0x yψ = , 

якщо   ( )SS x yϕ∀ ∈Ω ≠ ;  

x  – елемент простору nR ; 
y  – елемент універсальної множини {0,1}Y =  

значень функції належності ( , )x yψ  нечіткої 

множини F%  типу 2. 
Значення 0( ,1)xψ  можна розуміти як ступінь 

належності вектора 0 nx R∈  множині F% . 
Відповідно значення 0( ,0)xψ  має сенс ступеню 

відсутності належності 0 nx R∈  множині F% . 
Оскільки функція приналежності ( , )x yφ  

однозначно визначає нечітке відображення Φ% , 
яке, у свою чергу, однозначно визначає нечітку 
множину F%  типу 2, то надалі називатимемо 

( , )x yφ  функцією належності нечіткої множини 

F%  типу 2, а її значення – достовірністю ступеня 
належності [0,1]y Y∈ =  елемента простору nR  

нечіткій множині F%  типу 2. 
Позначимо * max ( )

T
S Arg Tµ

∈Ω
=  – множину 

коаліцій з максимальним ступенем належності до 
нечіткої множини допустимих коаліцій. 
Спростити побудову функції належності 

( , )x yψ  дозволяє наступна теорема [7].  

Теорема. Нехай SF , S∈Ω , – чіткі множини, 

які задані в просторі nR  відповідними 
характеристичними функціями ( )S xφ , nx R∈ , 
S∈Ω ; ( )Sµ , S∈Ω , – функція належності 

нечіткої  множини коаліцій Ω% . Для того, щоб  
нечітка множина F%  типу 2, яке задана функцією 
належності ( , )x yψ , nx R∈ , {0,1}y∈ , була 

перетином нечіткої множини Ω%  чітких множин 

SF , S∈Ω , тобто S
S

F F
∈Ω

=
%

%% I  необхідно и 

достатньо, що б для nx R∈ : 

( ) 0
max ( ),   ( ) 0,

( ,0)
0,    ( ) 1,

S
S

x

S

S S x
x

S x

φ
µ φ

ψ
φ

=
∃ ∈Ω == 
∀ ∈Ω =

 

max ( ), *   ( ) 1,
( ,1)

0, *   ( ) 0.

S
S

S

S S S x
x

S S x

µ φ
ψ

φ
∈Ω

∀ ∈ == 
∃ ∈ =

 

 З викладених вище міркувань стає зрозуміло, 
що множина F%  є нечіткою множиною типу 2, 
яка задається функцією належності ( , )x yψ , 

nx R∈ , {0,1}y∈ , де 

( ) 0
max ( ),   ( ),

( ,0)
0,    ( ),

S
i

x
i S

i
i S

S S x v S

x
S x v S

φ
µ

ψ
= ∈

∈

 ∃ ∈Ω <
=  ∀ ∈Ω ≥


∑

∑
 (4) 

- достовірність недопустимості nx R∈ ; 

max ( ), *   ( ),
( ,1)

0, *   ( ),

i
S

i S

i
i S

S S S x v S

x
S S x v S

µ
ψ

∈Ω ∈

∈

 ∀ ∈ ≥
=  ∃ ∈ <


∑

∑
 (5) 

- достовірність допустимості вектора nx R∈ . 
Пошук раціональних поділів. В реальній 

ігровій ситуації гравці прагнутимуть 
мінімізувати окрім цільової функції ( )g x  ще й 
достовірність ( ,0)xψ  недопустимості поділу, а 
також  максимізувати достовірність ( ,1)xψ  його 
допустимості. Таким чином, перед гравцями 
постає наступна трьохкритеріальна задача: 

 

( ) min,  

( ,0) min,  

( ,1) max,  .n

g x

x

x x R

ψ
ψ

→
→
→ ∈

 (6) 

Позначимо SO – множину оптимальних за 
Слейтером (слабо оптимальних за Парето) 
розв’язків цієї задачі. Нагадаємо, що розв’язок 
x∗  називається оптимальним за Слейтером для 
задачі вигляду (6) якщо x X∃ ∈/ , для якого мають 
місце нерівності: ( ) ( )g x g x∗ > ,  ( ,1) ( ,1)x xψ ψ∗ < , 

( ,0) ( ,0)x xψ ψ∗ > . 
Загальним раціональним розв’язком задачі (1) 

– (3) знаходження розподілу виграшу всієї 

спільноти гравців в кооперативній грі , ,N v Ω%  з 

нечіткою множиною дозволених коаліцій 
називається нечітка множина X%  типу 2 з 
функцією належності 

( , ), ,
( , )

0, ,X

x y x SO
x y

x SO

ψ
ψ

∈
=  ∉

%  

де {0,1}y Y∈ = . 
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У разі, коли гравців цікавить конкретний 

раціональний розв’язок задачі (1) – (3), то його 
можна вибрати з множини SO за допомогою 
того або іншого методу багатокритеріальної 
оптимізації, вирішивши задачу (6).  
Легко перевірити, що оптимальний розв’язок 

*x  «чіткого аналога» (1) – (3) належатиме 
множині SO із значенням достовірності його 
недопустимості ( *,0) 0xψ = . Назвемо цей 
розв’язок тривіальним розв’язком задачі (1) – (3). 
Нас, в першу чергу, цікавитимуть нетривіальні 
розв’язки задачі (1) – (3), які мають строго 
додатну достовірність недопустимості. 
Оптимальний за Слейтером нетривіальний 

розв’язок *x  задачі (6) будемо називати 
раціональним розв’язком задачі (1) – (3) з 
достовірностями ( *,1)xψ  і ( *,0)xψ  відповідно 
його допустимості і недопустимості. 
Позначимо { ( ) }S Sξ µ ξΩ = ∈Ω ≤  множину 

коаліцій, які мають ступені належності нечіткій 
множині дозволених коаліцій Ω%  не більше за 

(0,1)ξ ∈ . Спробуємо спростити задачу (6). 
Твердження 1. Нехай (0,1)ξ ∈  – задане 

значення параметра, тоді якщо задача: 

 ( ) min
nx R

g x
∈

→ , (7) 

 0 ( ,0)xψ ξ< ≤ , ( )i
i N

x v N
∈

=∑ , (8) 

 ( ),   \i
i S

x v S S ξ

∈

≥ ∈Ω Ω∑ . (9) 

має оптимальний розв’язок, то він буде 
раціональним розв’язком задачі (1) – (3) з 
достовірністю допустимості max max ( )

S
Sµ µ

∈Ω
=  і з 

достовірністю недопустимості не більше за ξ . 
Доведення. Припустимо супротивне, що 

x SO∗ ∉ . Тоді x̂∃ , який задовольняє умовам (8) і 
(9), для якого мають місце нерівності:  

ˆ( ) ( )g x g x∗< , ˆ( ,1) ( ,1)x xψ ψ ∗> , ˆ( ,0) ( ,0)x xψ ψ ∗< . 

Оскільки x∗  – допустимий розв’язок задачі (7) 
– (9), то з (5) випливає, що 

max( ,1) max ( )
S

x Sψ µ µ∗

∈Ω
= = . Тоді з записаних вище 

нерівностей виходить, що ˆ( ,0) ( ,0)x xψ ψ ξ∗< ≤  і 
maxˆ( ,1) ( ,1)x xψ ψ µ∗> ≥ . Оскільки, згідно (5) 

maxˆ( ,1)xψ µ≤ , то отримали суперечність.  
Твердження доведене.  
Спробуємо далі спростити задачу (6). 
Твердження 2. Нехай (0,1)ξ ∈  – задане 

значення параметра, тоді якщо задача: 

 min min ( )
nT x R
g x

ξ∈Ω ∈
; (10) 

 ( )i
i T

x v T
∈

<∑ ; ( )i
i N

x v N
∈

=∑ ; (11) 

 ( ),   \i
i S

x v S S ξ

∈

≥ ∈Ω Ω∑ . (12) 

має оптимальний розв’язок, то він буде 
раціональним розв’язком задачі (1) – (3) з 
достовірністю допустимості max max ( )

S
Sµ µ

∈Ω
=  і з 

достовірністю недопустимості не більше за ξ . 
Доведення. Нехай (0,1)ξ ∈ . Позначимо Q  – 

множину допустимих розв’язків задачі (7) – (9), а 
TP  – множину допустимих розв’язків – (10) – 

(12). Спочатку покажемо, що 

 T

T
P Q

ξ∈Ω
=U . (13) 

Покажемо включення T

T
P Q

ξ∈Ω
⊆U . Якщо 

T

T
P

ξ∈Ω
= ∅U , то воно є очевидним. Нехай 

* T

T
x P

ξ∈Ω
∈ ≠ ∅U . Припустимо супротивне, що 

*x Q∉ . Тоді можливі два випадки. В першому 
випадку не виконується умова (8), тобто 

( *,0)xψ ξ> . Звідси з формули (4) отримаємо 

( *,0) max{ ( ) ( )}i
S

i S

x S x v Sψ µ ξ
∈Ω ∈

= < >∑ . Тоді 

\S ξ∃ ∈Ω Ω , для якого ( )i
i S

x v S∗

∈

<∑ , що 

суперечить умові (12). В другому випадку не 
виконується умова (9), тобто \S ξ∃ ∈Ω Ω , для  
якого ( )i

i S

x v S∗

∈

<∑ . Тоді не виконується 

відповідна умова (12) і тому *  Tx P T ξ∉ ∀ ∈Ω  і як 
наслідок * T

T
x P

ξ∈Ω
∉ U . Отримали суперечність. 

Таким чином, *x Q∈  і тому T

T
P Q

ξ∈Ω
⊆U . 

Покажемо включення T

T
Q P

ξ∈Ω
⊆ U . Якщо 

Q = ∅ , то воно очевидне. Нехай *x Q∈ ≠ ∅ . 

Припустимо супротивне, що * T

T
x P

ξ∈Ω
∉ U . Тоді 

*  Tx P T ξ∉ ∀ ∈Ω . Оскільки умови (9) і (12) 
співпадають, то ( ) i

i S

x v S S ξ∗

∈

≥ ∀ ∈Ω∑ . Оскільки 

{ ( ) }S Sξ µ ξΩ = ∈Ω ≤ , то з формул (4) випливає 

або ( *,0) max{ ( ) ( )}i
S

i S

x S x v Sψ µ ξ∗

∈Ω ∈

= < >∑ , або 

( *,0) 0xψ = . В обох випадках одержуємо 
суперечність з умовою (8). Таким чином, 
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* T

T
x P

ξ∈Ω
∉ U , звідси випливає T

T
Q P

ξ∈Ω
⊆ U  і 

справедлива рівність (13). 
Завершимо доведення твердження. З рівності 

(13) очевидно випливає еквівалентність задач (7) 
– (9) і (10) – (12), чого достатньо на підставі 
твердження 1 для доведення. 
Твердження доведене. 
Таким чином, згідно до запропонованого 

підходу для знаходження раціонального 
розв’язку задачі (1) – (3) достатньо зробити 
наступне: 

- вибрати число (0,1)ξ ∈ , яке згідно 
твердженню 2 характеризує максимальну для 
гравців достовірність недопустимості розв’язку; 

- побудувати множину коаліцій 
{ ( ) }S Sξ µ ξΩ = ∈Ω ≤ , які мають ступінь 

належності до допустимих не більше заданого 
числа (0,1)ξ ∈ ;  

- для кожної коаліції T ξ∈Ω  розв’язати 
задачу: 

 min ( )
nx R
g x

∈
; 

 ( )i
i T

x v T
∈

<∑ ; ( )i
i N

x v N
∈

=∑ ;  

 ( ),   \i
i S

x v S S ξ

∈

≥ ∈Ω Ω∑ . 

якщо вона має розв’язок, то позначимо його ( )Tx , 
в протилежному випадку вибираємо наступну 
коаліцію T ξ∈Ω ; 

- з отриманих розв’язків ( )Tx , T ξ∈Ω , 
вибираємо рекордне x̂   за значенням цільової 
функції, тобто ( )ˆ( ) argmin ( )T

T
g x g x

ξ∈Ω
= . 

 Висновок. На закінчення слід зазначити, що 
запропонований підхід розширює область 
застосування теорії нечітких множин на випадок 
кооперативних ігор з нечіткою множиною 
допустимих коаліцій і може дати новий підхід до 
розв’язання інших постановок ігрових задач з 
нечіткою структурою. 
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В роботі описано алгоритми невід’ємної факторизації розріджених матриць та тензорів, 

популярну технологію в штучному інтелекті взагалі, та в комп’ютерній лінгвістиці зокрема. 

Оброблювана матриця – матриця зв’язків Слова×Статті, яка містила частотну оцінку вживання 

слів в текстах статей Вікіпедії. Наведено існуючі підходи до факторизації матриць та тензорів. 

Запропоновано блочно-діагональний підхід до невід’ємної факторизації матриць та тензорів 

надвеликої розмірності. Використання пам’яті та мережевих операцій було проаналізовано та 

оптимізовано.   

Ключові слова: штучний інтелект, комп’ютерна лінгвістика, паралельні обчислення 

 

This paper proposes parallel method of non-negative large sparse matrix factorization - very popular 

technique in computational linguistics. The initial matrix contains frequency estimations of using terms in 

Wikipedia articles.  

The main purpose of the paper is developing of a parallel method of factorization. Proposed blocks 

factorization approach, which can speedup non-negative sparse extra-large matrix and tensor 

factorization. Memory usage and data transmitting necessity of factorization algorithm was analysed and 

optimized. The described algorithms were compared by means of large sparse matrices and tensors 

processing. Presented method pretends to become a good basis for developing new effective tools for non-

negative huge sparse matrix and tensors factorization.  It can be used to perform the tasks of industrial scale 

to factorize sparse matrices of large dimension with an acceptable time using available computing 

resources. This perspective proves theoretical and practical value of the proposed algorithm.  

Keywords: artificial intelligence, computational linguistics, parallel computations 
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Сьогодні невід’ємна факторизація матриць та 

тензорів є дуже популярною технологією в 

штучному інтелекті взагалі, та в комп’ютерній 

лінгвістиці зокрема. Використовуючи невід’ємну  

факторизацію в рамках парадигми латентно-

семантичного аналізу, комп’ютерні лінгвісти 

застосовують даний підхід для розв’язання таких 

прикладних задач, як класифікація, кластеризація 

текстів та термінів[1, 2], побудова мір 

семантичної близькості[3], автоматичне 

виділення лінгвістичних структур та відношень 

(Selectional Preferences [4] та Verb Sub-

Categorization Frames [5]) і багато інших. 

Дана робота описує побудову моделі 

паралелізації обчислення невід’ємної 

факторизації розріджених матриць надвеликої 

розмірності, що представляє особливий інтерес 

та актуальність з точки зору її застосування у 

великих NLP системах загального тематичного 

призначення, не обмежених використанням лише 

для вузьких предметних областей.   

© Е.М.Насіров, 2015 
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Задача невід’ємної факторизації розріджених 

матриць надвеликої розмірності постала в 

процесі розробки системи визначення міри 

семантичної близькості-зв’язності за технологією 

Латентного Семантичного Аналізу[6]. Для 

побудови системи був оброблений великий 

текстовий корпус статей англомовної Вікіпедії. 

Обробка корпусу полягала у лексичному аналізі 

та лематизації лексем речень статей та в 

обчисленні частот вживання множини слів та 

словосполучень англійської мови в складі різних 

статей англомовної Вікіпедії. В результаті була 

побудована велика матриця Слова×Статті яка 

містила частотну оцінку вживання слів в текстах 

статей Вікіпедії. Розмірність матриці дорівнює 

2,437,234 слів-словосполучень на 4,475,180 

статей англомовної Вікіпедії. Після цього для 

усунення з матриці випадкових даних був 

встановлений пороговий рівень Т=3, частотні 

оцінки в матриці, які менші за пороговий рівень 

Т, були обнулені). В результаті була побудована 

розріджена матриця надвеликого розміру - 

156,236,043 ненульових елементів при розмірі 

2,437,234×4,475,180. Для невід’ємної 

факторизації розрідженої матриці такого розміру 

знадобилася розробка спеціальної моделі 

паралелізації матричних обчислень, яка була 

реалізована із застосуванням паралельних 

розподілених обчислень та обчислень на GPU. 

 

Алгоритм невід’ємної матричної 

факторизації 
 

Алгоритм невід’ємної матричної факторизації 

виконує декомпозицію невід’ємної  матриці V на 

невід’ємні матриці W та H таким чином, щоб 

𝑉 ≈ 𝑊𝐻 

В якості функції оцінки може бути 

використана функція виміру відстані між двома 

невід’ємними матрицями. Однією з таких мір є 

квадрат Евклідової метрики: 

𝜇 = ‖𝐴 − 𝐵‖2 = ∑(𝐴𝑖𝑗 − 𝐵𝑖𝑗)
2

𝑖𝑗

 

Така цільова функція обмежена знизу. Нижня 

границя 0 досягається тоді і тільки тоді коли 

𝐴 = 𝐵. 

Отже, при використанні Евклідової метрики, 

факторизація матриці полягає в мінімізації 

‖𝑉 − 𝑊𝐻‖2 при умові невід’ємності W та H. 

Така цільова функція не зростаюча при 

наступних правилах: 

𝐻𝑖𝑗   ← 𝐻𝑖𝑗

(𝑊𝑇𝑉)𝑖𝑗

(𝑊𝑇𝑊𝐻)𝑖𝑗
 (1) 

𝑊𝑖𝑗 ← 𝑊𝑖𝑗

(𝑉𝐻𝑇)𝑖𝑗

(𝑊𝐻𝐻𝑇)𝑖𝑗
 (2) 

Виконання ітерацій алгоритму продовжується 

дот тих пір, поки не буде досягнута стаціонарна 

точка, або не буде виконана максимальна 

кількість ітерацій[7]. 
 

Аналіз моделі 
 

В Таблиці 1 представлено необхідні об’єми 

пам’яті для зберігання матриць W та H при 

різних k при використанні типу даних float 

(32bit). 

K 100 200 300 

W 0.98Gb 1.95Gb 2.92Gb 

H 1.79Gb 3.58Gb 5.37Gb 

Всього 2.76Gb 5.53Gb 8.29Gb 

Таблиця 1. Необхідні об’єми пам’яті 

для зберігання матриць W та H при 

різних k 

Описаний алгоритм на кожній ітерації 

потребує в 2 рази більше пам’яті для збережень 

матриць (не враховуючи потреби на збереження 

початкової матриці V). Враховуючи такі потреби 

в пам'яті, для виконання алгоритму на одному 

комп'ютері необхідно проводити збереження 

даних на жорсткий диск. Далі буде розглянуто та 

порівняно 2 підходи до паралелізації алгоритму: 

локальний та розподілений. 

 

Застосування моделі до факторизації 

тензорів 

 
Для того, щоб обчислити невід'ємні 

матриці-компоненти  {A, B, C} зазвичай 
застосовується обмежений оптимізаційний підхід 
для мінімізації підходящої функції оцінки. 
Зазвичай мінімізують наступну функцію: 

𝐷𝐹(𝑌||⟦𝐴, 𝐵, 𝐶⟧) = ‖𝑌 − ⟦𝐴, 𝐵, 𝐶⟧‖
𝐹

2
+ 𝛼𝐴‖𝐴‖𝐹

2 +

𝛼𝐵‖𝐵‖𝐹
2 + 𝛼𝐶‖𝐶‖𝐹

2   

, де 𝛼𝐴, 𝛼𝐵, 𝛼𝐶 – невід’ємні регуляційні 
параметри. 

© Е. М. Насіров,  2015  
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Існує щонайменше три різні підходи до 

розв’язання такої оптимізаційної задачі. Перший 
підхід полягає у використанні векторної форми 

функції оцінки: 𝐽(𝑋) = 𝑣𝑒𝑐(𝑌 − [𝐴, 𝐵, 𝐶]) = 0. 

Для розв’язання використовується метод 
найменших квадратів. Цей метод для 
факторизації тензорів вперше використав 
Паатеро [7]. Якобіан такої функції може мати 

розмір 𝐼𝑇𝑄𝐽 × (𝐼 + 𝑇 + 𝑄), а отже такий підхід 
потребує значних розрахункових витрат.  

У другомі підході Акар, Колда та Дунлаві 
запропонували штучно оптимізувати функцію 
оцінки використовуючи техніку нелінійної 
зв’язної градієнтної оптимізації.[1] 

Третім, і найпоширенішим підходом є 
використання техніки ALS. В цьому підході 
підраховується градієнт функції оцінки для 
кожної матриці окремо.   

∇𝐴𝐷𝐹 = −𝑌1(𝐶 ⊙ 𝐵) + 𝐴[(𝐶𝑇𝐶) ⊛ (𝐵𝑇𝐵) + 𝛼𝐴𝐼], 
∇𝐵𝐷𝐹 = −𝑌2(𝐶 ⊙ 𝐴) + 𝐵[(𝐶𝑇𝐶) ⊛ (𝐴𝑇𝐴) + 𝛼𝐵𝐼], 
∇С𝐷𝐹 = −𝑌3(𝐵 ⊙ 𝐴) + 𝐶[(𝐵𝑇𝐵) ⊛ (𝐴𝑇𝐴) + 𝛼𝐶𝐼]. 

Прирівнюючи кожну компоненту градієнта 
до 0 та накладаючи умову невід’ємності можна 
отримати ефективні та прості правила оновлення 
матриць:  

𝐴 ← [𝑌(1)(𝐶 ⊙ 𝐵) + [(𝐶𝑇𝐶) ⊛ (𝐵𝑇𝐵) + 𝛼𝐴𝐼]−1]
+

, 

𝐵 ← [𝑌(2)(𝐶 ⊙ 𝐴) + [(𝐶𝑇𝐶) ⊛ (𝐴𝑇𝐴) + 𝛼𝐵𝐼]−1]
+

, 

𝐶 ← [𝑌(3)(𝐵 ⊙ 𝐴) + [(𝐵𝑇𝐵) ⊛ (𝐴𝑇𝐴) + 𝛼𝐶𝐼]−1]
+
. 

Основними перевагами такого підходу є 
висока швидкість збіжності та можливість 
розподілення для задач великої розмірності. 

 

Блочно-діагональний підхід до 

факторизації матриць та тензорів 

 

Так як розглядувана розріджена матриця є 

матрицею зв’язності Слова×Статті, отже можливі 

перестановки як рядків так і стовпців початкової 

матриці. 

Розглядувана розріджена матриця має 

156,236,043 ненульових елементів з 

10,907,060,852,120 що складає лише 0.014%. Така 

розрідженість дозволяє привести матрицю до 

блочно-діагональної форми за допомогою 

перестановок рядків та стовпчиків. У випадку, 

коли слово може належати декільком блокам, 

рядок може бути розділений на два рядки, що 

відповідатимуть одному слову.  

Аналогічно, до блочно-діагонального 

вигляду можуть бути приведені тензори за 

допомогою перестановок шарів. 

Розміри блоків найкраще обирати такими, 

що можуть бути повністю завантаженні в 

пам’ять. В результаті буде отримано N блоків. 

Переваги такого підходу:  

1. Не потрібно мережевих операцій на 

кожній ітерації. Необхідне лише початкове 

розподілення блоків матриці або тензора між 

вузлами.  

 
Графік 1. 

2. Швидша збіжність. На графіку 1 та  

графіку 2 показано час необхідний для 

факторизації квадратних матриць та тензорів 

різних розмірів відповідно, в один потік без 

використання GPU. На графіку 3 показано 

необхідну кількість ітерацій для невід’ємної 

факторизації квадратних матриць різних 

розмірів. 

 Графік 2. 

3. Зменшення k, а отже і зменшення розмірів 

результатів та об’ємів необхідних даних для 

зберігання в пам’яті під час ітерацій.  

4. Швидший підрахунок функції оцінки μ. 

Швидший підрахунок добутку W*H так як менше 

𝑘.  Кількість елементів для підрахунку функції 

оцінки  менша в N разів(для матриці), кількість 

необхідних перевірок менша так як зменшується 

загальна кількість ітерацій.  

На графіку 4 показано залежність якості 

результатів факторизації від k та кількості 

ітерацій для звичайного алгоритму факторизації 

матриць. 
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Графік 3. 

У випадку зведеної до блочно-діагональної 

матриці, в результаті факторизації окремих 

блоків для кожного слова буде отримано один 

або декілька рядків та ідентифікатор блоку в 

якому це слово знаходиться. При відновленні, 

якщо слово та стаття знаходяться в різних блоках 

– результатом буде 0, інакше результатом буде 

добуток відповідних рядка та стовпчика.  

 
Графік 4 

 

Висновки 
 

В роботі описано алгоритм невід’ємної 

факторизації матриць та алгоритм невід’ємної 

факторизації тензорів. Запропоновано блочно-

діагональний підхід до невід’ємної факторизації 

матриць та тензорів. Наведено переваги 

блочно-діагонального підходу щодо швидкодії.  

 

 

Список використаних джерел 

1. Xu W. Document-clustering based on n-

negative matrix factorization / Xu W., Liu X., 

Gong Y. // In Proceedings of SIGIR’2003.–2003.– 

p. 267–273. 

2. Document clustering using nonnegative 

matrix factorization / [F.Shahnaz and other] // 

Information Processing and Management.–2006. –

vol. 42. –p. 373 – 386  

3. Ukrainian WordNet: Creation and Filling / 

[A. Anisimov and other] // FQAS-2013. –2013. – 

p. 649-660 

4. T. Van de Cruys A Non-negative Tensor 

Factorization Model for Selectional Preference 

Induction / Tim Van de Cruys // Journal of Natural 

Language Engineering. –2010.– vol.16(4).– p. 

417–437.  

5. T. Van de Cruys. Multi-way Tensor 

Factorization for Unsupervised Lexical Acquisition 

/ T. Van de Cruys [and other] // Proceedings of 

COLING-2012. –2012. –p. 2703–2720.  

6. Indexing by Latent Semantic Analysis / 

[Scott Deerwester and other] // Journal of the 

American Society for Information Science – 1990 

–  vol.41 (6) – p. 391–407. 

7. D. D. Lee. Algorithms for non-negative 

matrix factorization / D.D. Lee and H. S. Seung // 

In NIPS. –2000. –p. 556-562. 

 

 

 

References 

1. XU W., LIU X., GONG Y. (2003)  

Document-clustering based on n-negative matrix 

factorization. In Proceedings of SIGIR’2003. pp. 

267–273. 

2. SHAHNAZ F. et al. (2006) Document 

clustering using nonnegative matrix factorization. 

Information Processing and Management. Vol 42, 

pp. 649-660. 

3. ANISIMOV A. et al. (2013) Ukrainian 

WordNet: Creation and Filling. FQAS-2013. pp. 

649-660. 

4. VAN DE CRUYS T. (2010) A Non-negative 

Tensor Factorization Model for Selectional 

Preference Induction. Journal of Natural 

Language Engineering, Vol. 16(4), pp. 417–437.  

5. VAN DE CRUYS T. et al. (2012) Multi-way 

Tensor Factorization for Unsupervised Lexical 

Acquisition. Proceedings of COLING-2012. pp. 

2703–2720.  

6. DEERWESTER S. et al. (1990) Indexing by 

Latent Semantic Analysis. Journal of the 

American Society for Information Science. Vol. 

41 (6), pp. 391–407. 

7. LEE D.D., SEUNG H. S. (2000) Algorithms 

for non-negative matrix factorization. In NIPS, 

MIT Press. pp. 556-562.   

Надійшла до редколегії 30.06.15

0

1000

2000

3000

1
0
0
0

2
0
0
0

3
0
0
0

4
0
0
0

5
0
0
0

6
0
0
0

7
0
0
0

8
0
0
0

9
0
0
0

1
0
0
0
0

Ч
ас

, с
 

Розмір матриці 

173

http://www.informatik.uni-trier.de/~ley/pers/hd/a/Anisimov:Anatoly.html
http://www.informatik.uni-trier.de/~ley/pers/hd/a/Anisimov:Anatoly.html


Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
УДК 681.3, 004.05  

 
 
Панченко Т. В., к.ф.-м.н., доц. 
 

Метод доведення коректності 
паралельних програм з використанням 
спрощеного стану та його застосування  

 
Київський національний університет імені 
Тараса Шевченка, Україна, 01601, місто Київ, 
вул. Володимирська, 64/13 
е-mail: pantaras@ukr.net 
 

 
T. V. Panchenko, PhD, docent. 
 

Parallel Programs Correctness Proof 
Method Using Simplified State with 

Applications 
 

Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
64/13, Volodymyrska Street, City of Kyiv, Ukraine, 
01601  
е-mail: pantaras@ukr.net  

 
 
 
Доведення коректності паралельних програм є складною задачею, оскільки потоки виконання 

можуть впливати один на інший через спільні змінні або механізм повідомлень. Класичні методи 
типу Флойда-Хоара не застосовні у цьому випадку напряму і необхідні нові нетривіальні підходи, які 
враховують це ускладнення. Розроблений метод для доведення коректності програм (для 
визначеного спеціального класу програм – а саме серверного програмного забезпечення в архітектурі 
SMP як-то сервер баз даних або веб-сервер) – є предметом даної статті. Його простота у випадку 
відсутності локальних даних підпрограм і застосування до класичної задачі-прикладу паралельного 
додавання до спільної змінної подано у роботі. 

Ключові слова: коректність програм, паралельні програми, композиційно-номінативні методи. 
 

The correctness proof for programs with parallelism is complicated problem due to possible inference of 
one execution path on another via shared data or messaging mechanics. Classical methods like Floyd-Hoare 
cannot be applied in this situation directly and new non-trivial methods are required to cope with such 
complexity. Developed method for software correctness proof (for defined custom class of programs – 
namely server software for SMP architecture like DB-server or Web-server) is the subject of this article. Its 
simplicity in case of local subroutine data absence and application to classical sample task of shared 
variable concurrent increment are shown here. 

Key Words: software correctness, concurrent programs, composition-nominative methods. 
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Introduction 
 
The methodology for software correctness proof 

was developed in [1] and presented there in details. 
Using this methodology one can formulate and prove 
properties of programs developed in Interleaving 
Parallel Composition Language (IPCL) [1]. The 
syntax and operational semantics of IPCL presented 
ibid. Here we concentrate on simplified method for 
program properties (including correctness) proof for 
some subclass of all IPCL programs. The notion of 
simplified state for this kind of reasoning (introduced 
in  [1])  as  well  as  clarification  on  specific  IPCL  
subclass mentioned above are also discussed here. 

 

IPCL Subclass and Method Description 
 
Following [2], the composition languages 

class [3] IPCL and methodology proposed by the 
author for programs properties (including 
correctness) proof in composition languages IPCL 
[2]  are  well  suited  for  the  specification  and  
verification of the server-side software in client-
server environments. 

But it should be noted that in the absence of local 
data in programs A, B, …, C (which are subroutines 
of program P), it is advisable to consider the concept 
of a Simplified State (here we use the notation and 
follow the terms according to [2], in particular, the 
program P = An || Bm || … || Ck Î SeqILProgs, where 

© Т.В. Панченко, 2015  
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SeqILProgs is the sequential programs subclass of all 
IPCL programs). Simplified state is an aggregated 
state of the following form NPmq´D, where 
Pmq = ||Amarks||+||Bmarks||+…+||Cmarks||, i.e. the sum of 
all  tags  amounts  (Amarks, Bmarks, …, Cmarks) for 
programs A, B, …, C (which are subroutines of P), 
where Amarks is  the set  of  labels  for  labeled program 
A – i.e. when we labeled every particular atomic 
operator (or operation, function call etc.) in the text 
notation of program A, ||A|| = card(A) is the power of 
the set A, and D contains the global (shared, 
common) data for all routines in the form of 
nominative data [3],  which  means  a  set  of  pairs  
name a value. 

First ||Amarks|| components of such a state include 
the number of programs that are executing now 
operators at appropriate labels of program A in this 
state, and the sum of these components in each state 
for the program P is equal to n –  i.e.  the number of  
instances (copies) of A program in P (in terms of 
program P). The following ||Bmarks|| components 
contain the number of programs that are executing 
now operators at appropriate labels of B program in 
this state, and the sum of these components in each 
state for the program P is equal to m (the number of 
instances of the program B in P) in terms of P 
programs and so on. The last component D contains 
global shared data for all routines of P. 

Simplified state operates with the number of 
routines which are executing now at appropriate 
label instead of label identification for each instance 
of every individual routine (A, B, ..., C). In fact, 
routines are not distinguished from each other 
accurate to the label of current execution if they do 
not change local data (actually – do not have them at 
all), but only operate with shared global data. 

One can obtain a simplified state for the state 
S Î Amarks

n´Bmarks
m´…´Cmarks

k´D´Dnumprocs, 
numprocs=n+m+…+k, in the following way. As sets 
Amarks, Bmarks, …, Cmarks  are finite, let 
Amarks={A1, …, Aa}, …, Cmarks={C1, …, Cc}. Let 
Pri(S) be the i-th component of a tuple S. Then for 
any regular state S the corresponding simplified state 
will be SS=(a1, …, aa, …, c1, …, cc, d), where 
aj=||{ i | Pri(S)=Aj , iÎNPmq }||= ][ jASP , "jÎNa, …, 

cj=||{ i | Pri(S)=Cj ,  iÎNPmq }||= ][ jCSP , "jÎNc,  

d=Prnumprocs+1(S). 
The set of simplified states SStates introduced 

accordingly. The same goes with simplified initial 
states SStartStates (they all have the structure (n, 0, 
..., 0, ..., k, 0, ..., 0, d), which means all the routines 
are at their appropriate start labels), simplified final 
states SStopStates (their structure is (0 ..., 0, n, ..., 0, 

..., 0, k, d), which means all the routines have 
stopped execution at their exit (“after-program”) 
label) and the transition function (one step execution 
of P program) over the simplified states 
SStep: SStates ® SStates. For every particular 
possible transition of execution control for each 
routine this new transition function SStep decreases 
the value of some components of the SStates vector 
by  1  (eg.  first  component)  and  at  the  same  time  
increases the value of some other component by 1 
(eg. second component), which means the transfer of 
execution control from one label (in this case A1) to 
another label (in this case A2) for one of the routines 
(in this case A), and also changes the value of the last 
components (global data) if the current function is in 
subclass Oper of class F. All these objects could be 
easily obtained by transferring states into their 
simplified states appropriately or by direct 
construction. 

 
 
Sample Correctness Task: Parallel Increment 

To Shared Variable. Discussion 
 
To prove the properties of both types (defined 

in [1,2]) one could apply the methodology given 
in [1,2]. To demonstrate the simplicity of the 
method [1,2] and the convenience of simplified state 
model usage, let us discuss a sample that – de facto – 
(see. [4], [5] and others) become "standard" to check 
the "efficiency" of parallel programs and methods 
concerning modeling, execution, model checking 
and  correctness  proof.  Let  the  program  twice  
(separately, independently) increments some shared 
(global) variable concurrently. In the IPCL notation 
program P will look like x:=x+1 || x:=x+1, where x is 
a shared (global) variable and the set F={f1}, where 
f1 (d) º d Ñ [ x a (xÞ(d)+1) ] (here the semantic 
function f1 has syntactic form of x:=x+1). It is clear 
that every action is atomic (read, add +1, write back 
the variable value). The problem is formulated as 
follows: to prove that when the initial value of 
shared (global) variable x is  0,  the  final  value  of  x 
(after the program stops) will be equal to 2. 

Without going into details, "pure" Owicki-Gries 
method [4] requires program properties to be 
formulated and tested for each operator taking into 
account their potential interference and "cross"-
interference effects. Recall that inspections quantity 
is quadratic with respect to the program operator 
count. 

The extended version of the rely-guarantee 
Owicki-Gries method modification [5] requires two 
additional variables (for such a trivial program!) 
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introduction and formulating of nontrivial (!) rely- 
and guarantee- conditions for application of the 
method to this task. The proof itself takes more than 
one page space [5]. 

TLA [6] offers (for the very similar task) to build 
a model that is not much easier than the first two, 
and the formulation of the model and, in fact, the 
proof itself (with explanations) is again at least the 
page of formulas in space. 

 
 
Sample Correctness Task: Parallel Increment 

To Shared Variable. Proof 
 
Let us now consider a detailed proof of 

generalization of this property in IPCL. Explore 
generalized version of the task first. Thus, let us have 
a program P = Incn (for some fixed nÎN), where 
Inc = x:=x+1. The semantic model described above 
with F={f1}. We consider a simplified model, as we 
have no local variables for routines (just shared 
global x). Labelling algorithm [1] (obviously) will 
result to the next for Inc: Inc = [M1] x:=x+1 [M2], 
SStates={(s1, s2, d) | s1ÎN, s2ÎN, dÎD}, where s1 is 
the number of programs (all performed in parallel) 
executing currently at the label [M1], s2 is  the  
number of programs executing at the label [M2] (in 
fact, finished currently), and d is the shared (global) 
data (containing variable x and its value). 

It is clear that SStep={((s1, s2, d), (s1–1, s2+1, 
f1(d))) | s1>0 & s1ÎN &   s2ÎN }, SStartStates= 
{(n, 0, [ x a 0 ])}, SStopStates={ s | s=(0, n, d’) & 
$s1, s2, …, sl · (s1ÎSStartStates & sl=s & ("iÎNl-1 · 
(si, si+1)ÎSStep) ) } – by definition. 

Let PreCond(SS) º (xÞ(d)=0) and 
PostCond(SS) º (xÞ(d)=n), where 
SS=(s1, s2, d)ÎSStates – (simplified) state. Consider 
the invariant Inv(SS) º (s2=xÞ(d)). Let us verify 
InvCond(Inv, PreCond, PostCond): 
"SÎSStartStates · ( PreCond(S) ® Inv(S) ) = 
PreCond((n, 0, [ x a 0 ])) ® Inv((n, 0, [ x a 0 ])) = 
True ® True = True, "SÎSStopStates · ( Inv(S) ® 
PostCond(S) ) = "S=(s1, s2, d)=(0, n, 
d’)ÎSStopStates · ( (s2=xÞ(d)) ® (xÞ(d)=n) ), 
since s2=n,  then  the  implication  is  True,  and  the  
entire predicate is True, "(S, S’)ÎSStep · ( Inv(S) ® 
Inv(S’) ) = "(S, S’)=((s1, s2, d),  (s1–1, s2+1, 
f1(d)))ÎSStep · ( (s2=xÞ(d)) ® (s2+1=xÞ(f1(d))) ) = 
"(S, S’)ÎSStep · True,  since  it  is  obvious  that  
xÞ(f1(d)) = xÞ(d)+1. 

Hence, Inv indeed is invariant for the program P, 
besides at the starting states it is a logical 

consequence of the pre-condition and it implies post-
condition at the final states. Q.E.D. 

 
 
Sample Correctness Task: Parallel Increment 

To Shared Variable. Conclusions 
 
Thus, we have proved a generalized property. 

Originally formulated (correctness) property can be 
derived from a more general just letting n=2. 

Note that some of sources mentioned here are 
considered a variant of the example 
P’ = x:=x+1 || x:=x+2 with pre-condition x=0. To 
solve this problem with the method proposed one 
should use another (but obvious) invariant 
Inv(SS) º (s2+2*s4 = xÞ(d)), where 
SS=(s1, s2, s3, s4, d)ÎSStates  is  simplified  state,  for  
generalized program P’’=(x:=x+1)n || (x:=x+2)m apart 
with labels (labelled program P): [M1] x:=x+1 [M2], 
[M3] x:=x+2 [M4], and initial states 
SStartStates={(n, 0, m, 0, [ x a 0 ])} (with n=m=1). 

Note also that the number of inspections to prove 
is linear regarding the number of program operators 
in both examples (in general, for every program). 
Details on this and other examples as well as detailed 
theory can be found in [1]. 

 
 

Conclusions 
 
The simplified method with simplified state 

introduced for program properties proof (including 
program correctness checking) is appropriate for 
parallel programs without local variables which use 
only shared ones. This case is appropriate model of 
server software (in SMP architecture) like Web-
servers and Database-server applications and such a 
kind of computing. The method and the model as 
well as Interleaving Parallel Compositional 
Languages class (IPCL) are described in details in 
[1] and were first presented in [2] and then in [7] 
with modifications (simplified state). 

All reasoning presented here are in terms of 
composition-nominative approach [8,3], but the main 
formalism for concurrent behavior modelling is 
Abstract State Machines [9,10], which in line with 
compositional semantics gives us enough means to 
describe interleaving parallel execution within 
operational approach indeed. 
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У роботі наведено алгоритм  задачі лінійної дискримінації  як один з варіантів розв'язання проблеми 

групування інформації(ПГІ) у варіанті задачі класифікації чи кластеризації. Загалом ПГІ, що є 

важливою складовою прикладних досліджень, виступає в одному з проявів: як   задача відновлення 

функції, представленої своїми спостереженнями, чи – у вигляді задачі класифікації, кластеризації, 

розпізнавання образів. Задача лінійної дискримінації в 
nR  є важливим інструментом групування  в 

прикладних дослідженнях, коли досліджувані об'єкти представлені векторами ознак. В той же час у 

багатьох важливих областях дослідження: розпізнавання мовних сигналів, обробка зображень, 

динамічні символи жестової мови, - природними представниками досліджуваних об'єктів є матриці. 

Робота присвячена розробці та обґрунтуванню алгоритму розпізнавання саме останньої задачі на 

основі лінійної дискримінації в матричних евклідових просторів, розвитку математичного апарату 

для оперування з матричними об'єктами. Як і в евклідових просторах числових векторів, необхідні 

математичні засоби будуються на основі сингулярного подання та техніки псевдо обернення за 

Муром - Пенроузом   для слушних лінійних операторів над слушними евклідовими просторами. В 

роботі наведені основні результати теорії кортежних операторів, які дозволяють сформулювати 

та конструктивно реалізувати у вигляді  алгоритму задачу лінійної дискримінації для матриць.   

Ключові слова: матричні евклідові простори, кортежні оператори, сингулярне подання кортежних 

операторів, лінійна дискримінація в матричних евклідових просторах. 

In this paper, represented algorithm of a linear discrimination problem as a variant of the problem of 

grouping information (GIP). In general GIP which is an important component of applied research, appears 

in one of the manifestations: a problem of recovery function, presented his observations  or - in the form of 

classification, clustering, pattern recognition, or recognition dynamic symbols sign language. Linear 

discrimination of two classes is an important representative of the latest version of PIP. Linear 

discrimination inserted and considered for elements of Euclidean space matrices of a fixed dimension. The 

importance of clustering or classification tasks defined by the recognition that in many important applied 

problems of representative natural objects are grouped perform matrix. Matrix, in particular, presented 

image. Just - spectrogram in processing audio signals, dynamic symbols sign language , too, is the image 

matrix. Formulation and solution of linear discrimination based on the use of a special class of linear 

operators introduced by the authors in [Donchenko,  Zinko, Skotarenko, 2012] - cortege operators. The work 

the proposed are necessary facts from the theory cortege operators.  

Key Words:  Matrix Euclidean spaces, cortege operators, matrix corteges operators, Single Valued 

Decomposition for cortege linear operators, linear discrimination of  Matrix Euclidean Spaces. 
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Вступ 

Одним з надійних засобів розв’язування 

задачі класифікації в 
nR  є класифікація на основі 

лінійної дискримінації (ЛД) класів.  В той же час 

у багатьох важливих прикладних областях: мовні 

сигнали, зображення, динамічні символи 

жестової мови, - природними представниками 

досліджуваних об'єктів є матриці. Тому 

важливим є розробка методів, які б дозволяли 

розв’язування ЛД-задач для матричних об’єктів. 

Нижче представлені основні складові 

математичного апарату, який дозволяє 

формулювати та конструктивно розв’язувати ЛД-

задачу як задачу розпізнавання для матричних 

представників. Як і в евклідових просторах 

числових векторів, необхідні математичні засоби 

будуються на основі сингулярного подання та 

техніки псевдо обернення за Муром - Пенроузом 

(ПдО)   для слушних лінійних операторів над 

слушними евклідовими просторами. Такі слушні 

складові пропонує концепція кортежних 

операторів для матричних кортежів. В роботі 

наведені основні результати із статті [Донченко, 

Зінько, Скотаренко, 2012] в якій сформульована 

та реалізована концепція кортежних операторів 

які дозволяють сформулювати та конструктивно 

реалізувати у вигляді  алгоритму розв’язання ЛД- 

задачі лінійної дискримінації для матриць. 

Основні визначення та необхідні результати 

наводитимуться саме за цитованою вище 

роботою. 

 

1 Кортежні оператори 

 

Під “кортежним оператором” (КорО) за 

матричним кортежем   1(X ,...,X )K , 
 m n

kX R  , 

k 1,K   будемо розуміти лінійний 

оператор
K m nR R

 :  , який визначається 

співвідношенням: 

 

 



 
1

,
K

i i

i

z z X  (  1: z ,..., )K T

Kz R z z .  

Наступна теорема технічною, але є важливою для 

реалізації програми концепції кортежних  

 

 

операторів: конструктивної побудови 

сингулярний подання (SVD) КорО та побудови 

теорії псевдо обернення для них. В ній 

  - 

позначає спряжений до  . 

 Теорема1. Добутком двох операторів 

 

 : K KR R є лінійний оператор, визначений 

звичайною матрицею  F: 

 


 
 

    
 
 

1 1 1

1

,...,

,

,...,

T T
K

T T
K K K

trX X trX X

F

trX X trX X

 

яка є матрицею Грама для 1,...,XKX в евклідовому 

просторі 
m nR із слідовим скалярним добутком: 

   ,X ,i, j 1,KT

i j i jX trX X  

 
   Сингулярний розклад для матриці F  це 

спектральний розклад звичайної симетричної 

невід’ємно визначеної матриці. Це означає, що 

задача побудови сингулярного розкладу для 

кортежного оператора зводиться до класичної 

задачі сингулярного розкладу для операторів між 

Евклідовими просторами числових векторів. 

Позначатимемо в подальшому 

   2( , ),  1, ,  k k k r r rankF  всі ненульові 

сингулярності матриці F (пари власний вектор - 

власне число), які відповідають додатнім 

власним числам,   2 2

1 0r .  

Теорема 2.  Набір пар  2(U , ),  1,k k k r  в якій 




  
1

,  1,k k

k

U k r  є набором ненульових 

сингулярностей оператора  
 . Крім того 




  
1

,  1,k k

k

U k r . 

Теорема 3. (SVD-подання кортежного оператора) 

Будь який кортежний оператор  та спряжений 

до нього 
  можуть бути подані у вигляді: 

1 1

( , ) K

r r
T

j j j j j j R
j j

U v U v  
 

     , 

R
1

( , ) m n

r

j j j

j

v U  





    
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Теорема 4. ПдО  

  для  КорО   визначається 

співвідношенням 

 


 



  
1

1
( , ),X R

K
m n

k k
k k

X U X , 

а для його спряженого - 

 






 
1

1K
T

k k
k k

U  

 

В подальшому будуть потрібні аналоги Z-

операторів в евклідових просторах числових 

векторів, що є ортогональними проекторами на 

ортогональні доповнення до множини можливих 

значень лінійного оператора та спряженого до 

нього. Цими операторами для кортежних 

операторів із збереженням змісту є Z - оператори, 

що визначатимуться співвідношеннями: 

1

( )
r

T

K j j

j

Z E v v


   , KE - одинична в 
KR , 

(  
 



   R
1

) ( , ) ,X Rm n

K
m n

k k
k

Z X U U X

 
 

2 Лінійна дискримінація в матричних 

Евклідових просторах 

 

ЛД- проблема полягає в розділенні  двох 

наборів векторів в евклідових просторах 

слушною гіперплощиною. Для 
nR  в робастній 

постановці ЛД-задача застосуванням техніки 

ПдО  була розв'язана в [Кириченко, Лепеха, 

2002]. Концепція кортежних операторів дозволяє 

перенести згаданий результат на матриці. 

  

2.1 Постановка задачі 

 

Нехай 
 m

1,...,X
n

KX R  множина  матриць 

з навчальної вибірки представляє  два класи 

1 2,Cl Cl об’єктів:  для 

 

    1 2 1 2, {1,2,...,K}J J J J  

   1 1 2 2, , , :j jX Cl j J X Cl j J   . 

 

Необхідно знайти   0  і визначити лінійний 

функціонал  
  1: m nA R R  таким чином, щоб 

     1 2( , ) , ,( , ) ,j jA X j J A X j J      (1) 

Позначимо через  ( )   множину числових 

векторів  1(y ,...,y )T

Ky  з 
KR  , які задовольняють 

обмеженням 

 

j jy j J y j J1 2, , ,       

 

 

2.2 Розв’язок ЛД-задачі для матриць 

 

Зауважимо,  що набір  
1( , ) ,...,( , )tr K trA X A X  

значень лінійних форм на матрицях, що 

підлягають дискримінації, визначає значення 

спряженого 
  оператора до кортежного 

оператора   для аргументу A : 

    
    1( , ,),...,( , ) ,   

T
K

KA X A X A A R  

Має місце наступна теорема 

Теорема 5. ЛД-задача для матриць в формі, 

сформульованій вище,  є рівносильною 

розв'язності  лінійного рівняння  



 X y      (2) 

в області  ( ) : існуванню  ( )y , для якого 

(2) розв’язне .    

Доведення.  Дійсно, виконання (1) означає, що 

вектор 

   1: ( , ),...,( , )K T

Ky R y A X A X                  

належить до  ( ) . Навпаки, якщо для деякого 

 y ( )  розв’язок рівняння (2) існує, то цей 

розв’язок і є розв’язком ЛД-задачі. 

 

Теорема 6. ЛД-задача має розв’язок тоді і тільки 

тоді, коли існує
Ky R( )    , для якого  

r
T T T

K k k

k

y Z y y E v v y
1

( ) ( ) 0   



    . 

За таким y  ЛД-розв’язок визначається 

рівнянням 





A y      (3) 

Наслідок.  Матрична ЛД розв'язна задача якщо 

існує
Ky R( )    для якого виконуються такі 

умови  

 



 
1

( ) 0
r

T T

K k k

k

y E v v y  
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і відповідні розв’язки раніше визначені (2). 

Теорема 7.  Матрична ЛД рівносильне задачі 

оптимізації в області   ( ) KR  для 

квадратичної форми 

 
r

T T T

K k k

k

y Z y y E v v y
1

( ) ( )


   . 

Якщо розв’язок y  в оптимізаційної задачі дає 

мінімум, який дорівнює нулю, то ЛД- розв’язок 

визначається співвідношенням 





A y . 

 

3. Матрична ЛД - задача: алгоритм 

 

Теорема 7 є основою в алгоритмі 

розв’язку матричної ЛД-задачі для двох 

матричних класів. 

Він складається із шести наступних кроків 

 

1-й крок: Обчислення  матриці Грама F для 

набору матриць
 

 m

1,...,X
n

KX R : 

 

   

   

  
  

    
    

   

(1),X(1) ,..., (1),X(K)(1) (1),..., (1) (K)

(K),X(1) ,..., (K),X(K)(K) (1),..., (K) (K)

T T
tr tr

T T
tr tr

X XtrX X trX X

F

X XtrX X trX X

. 

 

2-й крок: Обчислення ненульових 

сингулярностей матриці F:  

 

k k kv k r r rankF2 2( , ), 0,  1, ,      
 
- набору пар  

 

власний вектор  - власне число для ненульових 

власних чисел    ;  

3-й крок:   Обчислення матриці  
r

T

K k k

k

E v v
1

  

квадратичної форми ; 

 

4-й крок: Розв'язання задачі квадратичної 

оптимізації в області  ( )  для квадратичної 

форми з матрицею  попереднього кроку:  

- мінімізація квадратичної форми  

 



 
 

 


1

r
T T

K k k

k

y E v v y  в області   ( ) KR   

 

числовий методами . Розв’язок задачі 

позначається y ; 

 

5-й крок: Перевірку умови рівності мінімуму в 

точці y мінімуму нулю:   

 

 



 
  

 


1

0
r

T T

K k k

k

y E v v y ;   (4) 

 

6-й крок:  

 якщо задовольняє умові (4) : тоді 

будується розв'язок матричної ЛД- задачі 

за формулою,  





A y      

 за співвідношенням  

 

  






 
1

1K
T

k k
k k

U ; 

 

 якщо умова (4) не задовольняється, 

робиться висновок, що  матрична ЛД - 

задача не розв’язна. 

 

 

Висновок 

 

Наведений алгоритм лінійної 

дискримінації переносить дослідження від 

числових векторів евклідового простору до 

евклідового простору матриць фіксованої 

розмірності. В свою чергу це дозволяє 

досліджувати динамічні символи жестової мови. 

Як і в евклідових просторах числових векторів, 

необхідні математичні засоби будуються на 

основі сингулярного подання та техніки псевдо 

обернення. Цей алгоритм може бути 

використаний у багатьох важливих областях 

дослідження: розпізнавання мовних сигналів, 

обробка зображень, динамічні символи жестової 

мови, - природними представниками 

досліджуваних об'єктів є матриці. 
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В статті розглядається архітектура моделі єдиного алгоритмічного середовища (МЄАС) для 

розв’язання задач обчислювальної геометрії та запропонована її практична реалізація.  

Ключові слова: МЄАС, метод“розділяй та пануй”. 

Architecture of model of the united algorithmic environment (MUAE) for solving computational geometry 

problems is considered in the article. Implementation of MUAE is proposed. Implementation description 

includes: problem statement, architecture requirements, description of chosen approach, which satisfies all 

key features of MUEA. Description of the universal data structure, which is used to maintain all final and 

intermediate results for all algorithms, is provided. “Divide and conquer” method is a base approach for 

considered algorithms. In order to algorithms used functions and primitives only from the united base of 

geometric functions, а separate geometric library was created. Key feature of the implementation is that 

every algorithm has its own merge method, which connects two already processed parts with possible usage 

of intermediate results of other algorithms. Algorithm dependency graph that used to verify, if the given 

algorithm computational sequence is valid, is described. 

Key Words: MUAE, “Divide and Conquer” method. 

Статтю представив д. ф. -м. н., проф. Анісімов А.В.  

1. Вступ 

 На сьогодні існує безліч окремих ефективних 

алгоритмів для розв’язання основних класів 

задач обчислювальної геометрії. В той же час, 

при розв’язанні задачі візуального моделювання, 

виникає необхідність у використанні цілої 

сукупності алгоритмів, які, зазвичай, пов’язані 

між собою: результати роботи одного алгоритму 

є вхідними даними для іншого. Якщо кожен 

алгоритм з цієї сукупності реалізований окремо, 

то загальна ефективність  розв’язання загальної 

задачі зменшується , а саме: 

1) на етапах попередньої обробки даних і  

виконання алгоритмів дублювання одних і тих 

же операцій  для кожного алгоритму 

(наприклад, сортування, побудова дерева 

розбиття, створення необхідних структур 

даних) суттєво уповільнює загальний час 

виконання; 

2) використання структур даних для кожного з 

алгоритмів збільшує об’єм загальної пам’яті і 

додатковий час для доступу до елементів 

даних; 

© В.М. Терещенко, Б.О. Осадчий, 

М.В. Петльована, А.І. Селезньов,
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3) конвертація даних під необхідний формат, яка 

може призвести до втрати точності обчислень 

і теж уповільнює час виконання. 

Таким чином, постає питання розробки 

єдиного алгоритмічного середовища для 

ефективного розв’язання сукупності пов’язаних 

між собою задач обчислювальної геометрії, яке 

позбавлено цих проблем.  

В роботі [1] була запропонована базова 

модель єдиного алгоритмічного середовища 

(МЄАС), яка вирішує поставлену задачу. 

Перевагою цієї моделі є те, що вона підтримує 

паралельне виконання алгоритмів, які базуються 

на методі «розділяй та пануй». В роботах [2,3] 

основна увага приділяється математичному 

опису моделі та реалізації паралелізму, в той час 

як архітектурне рішення самої моделі 

залишається відкритим питанням.  

В цій роботі пропонується можливий варіант 

архітектури МЄАС, оснований на ідеях моделі 

[4], яка вирішує такі проблеми: 

1) Масштабованість моделі на велику кількість 

алгоритмів; 

2) Автоматизована перевірка середовища на 

коректність; 

3) Забезпечення гнучкості программного коду до 

змін. 

Постановка задачі. Нехай задано множину 𝑆 з 

𝑁  точок у просторі 𝑅2 . Розробити архітектуру 

єдиного алгоритмічного середовища для 

ефективної реалізації алгоритмів сукупності 

задач, що визначені на множині 𝑆 , методом 

«розділяй та пануй» з нижньою оцінкою 

складності 𝛺(𝑁 log 𝑁) , яка буде розв’язувати 

перераховані вище проблеми. 

2. Проектування архітектури 

Зважаючи на ті задачі, які має вирішувати 

реалізація МЄАС, на етапі проектування були 

сформульовані такі основні вимоги до 

архітектури середовища: 

1. Підтримка сукупності окремих геометричних 

алгоритмів, які можна виконувати на 

довільних вхідних даних в довільному 

порядку. Кожен алгоритм в середовищі має 

реалізовувати метод «розділяй та пануй». 

Алгоритми можуть використовувати 

результати роботи інших алгоритмів 

середовища, тобто є залежними від них. 

2. Масштабованість за кількістю алгоритмів. 

Додавання або вилучення нового алгоритму з 

середовища потребує мінімальних та 

інтуїтивних змін коду. 

3. Забезпечення коректності середовища: 

відсутність циклічних залежностей між 

алгоритмами, перевірка того, що всі залежні 

алгоритми дійсно присутні в середовищі. 

4. Архітектура має бути побудована таким 

чином, щоб кількість спільного коду, структур 

даних, функцій була максимальна. Це 

забезпечує легкість в підтримці коду 

середовища, внесенні змін, а також зменшує 

час виконання алгоритмів. 

5. Попередня обробка даних повинна 

мінімізувати кількість однакових дій для 

різних алгоритмів (наприклад, сортування, 

розбиття вхідних даних тощо). 

6. Кожен алгоритм має виконуватись тільки в 

разі необхідності та не більше одного разу на 

одних і тих самих вхідних даних.  

7. Забезпечення візуалізації результатів роботи 

кожного алгоритму. 

3. Реалізація МЄАС 

Запропонована реалізація відповідає всім 

сформульованим вище вимогам. Діаграми, які 

описують архітектурне рішення наведені на 

рис.1-4.  

3.1. Попередня обробка та дерево розбиття 

На кроці попередньої обробки відбувається 

зчитування вхідних даних, сортування та 

розбиття для методу “розділяй та пануй”. 

Розбиття вхідних точок зберігається у вигляді 

дерева, де кожен вузол відповідає деякій 

множині точок, і будується лише один раз на 

початку роботи. Дерево розбиття реалізується 

класом DACTree (Divide and Conquer tree). У 

вузлах цього дерева, за які відповідає клас 

DACNode (рис.1), зберігаються результати 

роботи кожного з алгоритмів на відповідній 

множині точок в полі data. Клас дерева розбиття 

DACTree (рис.2) також підтримує список усіх 

алгоритмів, які можна виконати на цьому 

розбитті вхідних даних – AlgorithmContainer 

(див. пункт 3.2). 
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Рис.1. Вузол DACNode дерева розбиття 

DACTree. 

Згідно з вимогами 1, 6 алгоритми можуть 

виконуватись в довільному порядку, але можуть 

залежати один від одного. Тому виникає 

необхідність перевірки, чи є певний алгоритм 

вже виконаним. Для цього в дереві для кожного 

алгоритму зберігаються прапорці PROCESSED, 

NOT_PROCESSED. Відмітимо, що алгоритм не 

може бути порахованим частково (це порушило 

б цілісність структур даних), тобто він завжди є 

або виконаним для всього дерева, або 

невиконаним для всього дерева.  
Виконання алгоритмів відбувається за 

допомогою функції processAlgorithm, яка 

спочатку виконує всі алгоритми, від яких 

залежить поточний алгоритм (якщо вони ще не 

виконані), і тільки потім виконує поточний. 

 

Рис.2. Дерево розбиття DACTree. 

3.2. Представлення алгоритмів 

Кожен алгоритм в середовищі представлений 

класом який реалізує сам алгоритм, та класом 

який представляє собою дані – результат роботи 

алгоритму (наприклад, діаграма Вороного 

представлена як реберний список з подвійними 

зв’язками). 

Виходячи з пункту 1 пропонується мати 

абстрактний клас Algorithm (рис.3), в який 

винесені спільні для всіх алгоритмів функції. 

Оскільки усі вони реалізують метод “розділяй та 

пануй” і використовують спільне розбиття 

вхідних даних, то для кожного конкретного 

алгоритму достатньо описати тільки свою 

функцію merge(), яка реалізує крок злиття 

результатів, та свої функції обробки тривіальних 

випадків (зазначимо, що для кожного алгоритму 

тривіальною може бути різна кількість точок, яка 

задається константою TrivialCount). 

 

Рис.3. Абстрактний клас Algorithm. 

Функція merge() приймає DACNode-и синів в 

дереві розбиття, що дозволяє отримувати 

результати роботи алгоритмів, від яких залежить 

алгоритм, що виконується, і повертає об’єкт 

даних алгоритму. Окрім цього, клас Algorithm 

зберігає список тих алгоритмів, від яких він 

залежить. 

Вимога пункту 2 про масштабованість 

реалізується через клас AlgorithmContainer –  

контейнер для алгоритмів, через який 

відбувається додавання та вилучення алгоритмів. 

Ці операції можуть порушити коректність 

середовища, тому що алгоритми є залежними 

один від одного. Для того, щоб автоматизувати 

перевірку залежностей між алгоритмами (пункт 

3 вимог), використовується шаблон 

проектування Builder. Клас 

AlgortihmContainerBuilder (рис.4) дозволяє 

“будувати” об’єкт AlgorithmContainer (який 

використовується для додавання та видалення 

алгоритмів), а перед тим, як повернути готовий 

об’єкт, виконує перевірку середовища (вимога 

3).  
Перевірка середовища здійснюється шляхом 

побудови орієнтованого графу залежностей 

алгоритмів. За допомогою обходу графу в 

глибину перевіряється, чи не містить граф 
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невідомих для середовища алгоритмів, а також 

чи немає циклічних залежностей між 

алгоритмами. 

 

Рис.4. Класи AlgorithmContainer та 

AlgortihmContainerBuilder. 

3.3. Спільна геометрична бібліотека 

Для того, щоб алгоритми в середовищі 

працювали з єдиною базою геометричних 

примітивів та функцій, було створено окрему 

геометричну бібліотеку. Це вирішує питання 

перетворення даних від одного 

представлення в інше, а також спрощує 

визначення обчислювальної точності та 

похибки алгоритмів. Бібліотека побудована 

таким чином, що алгоритми можна писати на 

високому рівні абстрактності, оперуючи 

звичайними геометричними функціями та 

об'єктами – наприклад, знайти точку 

перетину між прямою та сегментом. Також в 

бібліотеці є складені об'єкти, як, наприклад, 

планарне розбиття у вигляді РСПЗ, яке може 
використовуватись алгоритмами незалежно один 

від одного. 

4. Список реалізованих алгоритмів 

Розроблене за запропонованою архітектурою 

середовище підтримує ряд алгоритмів, що 

базуються на методі «розділяй та пануй»: 

1) Побудова опуклої оболонки [5]; 

2) Побудова діаграми Вороного [6,7]; 

3) Пошук усіх найближчих сусідів [2,3,6]; 

4) Побудова Евклідового мінімального 

кістякового дерева [8-10]; 

5) Пошук простого охоплюючого 

багатокутника мінімальної площі [11-16]. 

Для цього алгоритму була запропонована 

функція злиття, яка базується на пошуцi 

суміжного простого багатокутника 

мінімальної площі. 

Таким чином, граф залежностей алгоритмів, 

який підтримується середовищем, буде мати 

вигляд, що зображено на рис.5. 

 

Рис.5. Граф залежностей алгоритмів. 

5. Висновок 

У статті запропоновано архітектуру та 

реалізацію моделі єдиного алгоритмічного 

середовища, яка має єдину універсальну 

структуру даних для задач обчислювальної 

геометрії, що розв’язуються методом «розділяй 

та пануй». Таким чином, можна уникнути 

окремих структур даних для кожного алгоритму, 

а отже зайвого споживання пам'яті. Необхідність 

у процедурах попередньої обробки та 

рекурсивного спуску для кожного алгоритму 

зникає, оскільки виконується лише одна 

процедура, яка готує необхідну структуру 

вхідних даних для алгоритмів. Отже, це зменшує 

час виконання алгоритмів. 

Також варто зауважити, що наведена в цій 

роботі реалізація дуже добре масштабується на 

велику кількість алгоритмів, які можуть бути 

імплементовані в цьому середовищі. При цьому 

програмний код залишається гнучким до змін. 

Відмітимо, що інваріантом даного середовища є 

те, що дерево залежностей алгоритмів буде 

коректним після кожної операції вставки або 

видалення алгоритму. Перевірка на коректність 

відбувається автоматично. 
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Для моделювання вітрового хвилювання та штормового нагону в районі коси Кривої розташованої в 

Таганрозькій затоці Азовського моря використовувалася модель SWAN, основана на чисельному 

розв’язку рівняння балансу хвилевої енергії в спектральній формі. У розрахунках використовувався 

SWAN версії 40.85 в стаціонарному режимі. Кутовий дозвіл моделі складав 10º. По частотній  

координаті, що змінюється від 0,04 до 2 Гц, використовувалася нерівномірна сітка з 71 вузлом. 

Джерело генерації хвиль вітром визначалося на основі квазілінійної теорії Янсена. Була виконана 

серія з 20-ти чисельних експериментів по розрахунку хвильових характеристик для швидкостей і 

напрямків вітру представлених. У кожному експерименті глибина моря в 3-й області коректувалася 

шляхом додавання до неї максимальних підйомів рівня моря. Для побудови рельєфу дна розрахункових 

областей проводилася оцифровка навігаційних карт.  

 

Ключові слова: вітрове хвилювання, модель SWAN, нагін, берегова зона. 

 

To simulate wind waves and storm surge in the area of spit Curve located in Taganrog Bay of the Azov Sea 

used model SWAN, based on the numerical solution of wave energy balance equation in spectral form. The 

calculations used SWAN version 40.85 in the steady state . The angular resolution of the model was 10º. For 

coordinate frequency varying from 0.04 to 2 Hz was used irregular grid of 71 node. Source waves wind 

generation was determined on the basis of quasi-linear theory Janssen. For a description of bottom friction 

applied the theory of the relation of the Grant – Madsen. It was made a series of 20 experiments on 

numerical calculation of wave characteristics of wind speed and direction. In each experiment, the depth of 

the sea in the 3rd region corrected by adding to it the maximum sea level rise. For the construction of the 

bottom topography of settlement areas digitize navigational charts . The bottom relief was obtained by 

digitizing the navigation map 3434 scale 1:50 000. The results of calculations of the wave fields in the area 

Crooked braids show that the intensity of the wind waves on the wind direction is the same as for the storm 

surge, dangerous wind direction in order of importance are: the south- west, south , west, south-east. 

 

Key Words: wind waves , model SWAN, assault , coastal zone . 
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Азовське море за морфологічними 

ознаками відноситься до плоских морів і є 

мілководою водоймою з невисокими береговими 

схилами. Площа моря без Сивашу і лиманів 

складає 37 802км
2.
. Площа Сивашу - 2 540 км

2
, а 

водойм лиманового типа-4 200км
2
. Найбільша 

його довжина від коси Арабатська стрілка до 

гирла р.Дон дорівнює З80 км, найбільша ширина 

між вершинами Темрюкскої і Белосарайскої 

заток - 200 км. Об'єм води при середній глибині 

8,5 м дорівнює 320 км
3
.  

Підводний рельєф Азовського моря 

порівняно простий: з віддалення від берега 

глибини повільно і плавно наростають, 

досягаючи в центральній частині моря 14,4 м. 

Основна площа характеризується глибиною 5 -

13 м. Область найбільших глибин знаходиться в 

центрі моря. Близьке до симетричного 

розташування ізобат, порушується витягнутістю 

Таганрозької затоки. Ізобата 5м розташовується 

приблизно в 2км від берега, віддаляючись від 

нього в затоках і лиманах. 

У рельєфі дна Азовського моря 

відзначаються системи підводних височин, 

витягнутих уздовж східного (банка Железинська) 

і західного (банки Морська і Арабатська) 

узбережь моря, глибини над якими зменшуються 

від 8-9м до 3-5м. Для підводного берегового 

схилу північного узбережжя характерне широке 

мілководдя (20.30км) з глибинами 6.7м, для 

південного узбережжя - крутий підводний схил  

до глибин 11-12м. 

Північно-східна ділянка моря врізається в 

сушу на 140 км, утворюючи Таганрозьку затоку. 

Високі і обривисті береги північної та південної 

ділянок затоки прорізають ярами і балками. Від 

обох берегів виступають коси. На північному 

березі затоки найбільш великі коси- Беглицька і 

Крива. 

Характеристики штормових нагонів і 

вітрового хвилювання в районі Кривої коси, 

розташованої в Таганрозькій затоці Азовського 

моря, визначаються: рельєфом дна і 

конфігурацією берегової лінії; швидкістю і 

напрямом вітру; величинами ефективних 

розгонів. 

Берегова зона с. Обрив, що примикає зі 

сходу до основи Кривої коси, є мілководною 

акваторією з глибинами 1-2м (ізобата 2м 

розташовується на відстані 500-750м від урізу 

води). 

 Для моделювання вітрового хвилювання 

використовувалася модель SWAN, основана на 

чисельному розв’язку рівняння балансу хвилевої 

енергії в спектральній формі: 

/X YN c N c N c N c N S
t x y

 (1) 

Тут S  - функція джерела, що описує механізми 

формування хвилевого поля; xc , yc c , c  -  

швидкості перенесення хвилевої енергії,  що 

визначаються на основі методу геометричної 

оптики: 

x
x g

k
c c U

k
, 

y

y g

k
c c V

k
, 

 
1

x y

U VH
c k k

k H m m m
, (2) 

g

x y

cH H H U V
c U V k k

H t x y k s s

,(3) 

де gc  - групова швидкість; ,x yk k - компоненти 

хвилевого вектору; 
2 2

x yk k k ; th( )gk kH  

- власна частота; s  - просторова координата, 

паралельна  напрямку поширення хвиль; m - 

просторова координата перпендикулярна 

напряму поширення хвиль. При виведенні 

співвідношень (2), (3) використовуються 

дисперсійне співвідношення  і рівняння 

збереження хвилевих гребнів. 

В результаті чисельного розв’язку 

рівняння (1)  виходить просторово-часовий 

розподіл частотно-кутового спектру  хвиль F . 

Якщо ввести операцію подвійної інтеграції по 

частоті  від min  до max  і по напряму  від 0 до 

2 : 

2 max

0 min

( , )d d ,   (4) 

Знаючи середню висоту хвиль , можна 

знайти висоти хвиль різних забезпеченостей  на 

основі  інтегральної функції розподілу для моря 

кінцевої глибини. 

У розрахунках використовувалася модель 

SWAN версії 40.85 в стаціонарному режимі. 

Кутовий дозвіл моделі   складав 10º. По частотній  

координаті, що змінюється від 0,04 до 2 Гц,  

використовувалася нерівномірна сітка з 71 

вузлом. Джерело генерації хвиль вітром 

визначалося на основі квазілінійної теорії 
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Янсена. Для опису донного тертя 

застосовувалися співвідношення теорії Гранта-

Мадсена з параметром шорсткості дна Nk =0,01м.  

З метою  підвищення точності розрахунків 

використовувався 3-х кроковий метод вкладених 

сіток. На першому кроці  моделювалися поля  

хвилювання в усьому Чорноморському басейні 

на сітці  ~ 4,5×4,5 км (246×160 вузлів). На 

другому кроці  на сітці ~ 1,5×1,5 км (246×205 

вузлів)  хвилювання розраховувалося для 

акваторії, що включає Азовське море, 

Керченську протоку і північно-східний  шельф 

Чорного моря.  

На третьому кроці  з дозволом ~ 50×50 м 

(669×518 вузлів) розраховувалися поля вітрових 

хвиль в  районі Кривої коси.  На кроках 2 і 3  

параметри хвиль на рідких межах визначалися 

інтерполяцією модельних даних, отриманих на 

попередніх кроках. На третьому кроці 

враховувалося  вплив зміни рівня моря на вітрове 

хвилювання. Для цього глибина моря в SWAN 

задавалася у виді: H h , де  h - рельєф дна 

басейну;  - рівень моря, отриманий за 

допомогою моделі ADCIRC.    

 Для побудови рельєфу дна 

розрахункових областей проводилося 

оцифрування навігаційних карт. Рельєф дна 

третьої області показаний на рис. 1  Він був 

отриманий  шляхом оцифрування навігаційної 

карти 3434 масштаби 1:50 000. 

 

 
Рис.1 Модельний рельєф дна (м) в районі Кривої 

коси. Ізобати проведені через 0,5м. 

 

Була виконана серія з 20-ти чисельних 

експериментів за розрахунком хвилевих 

характеристик для різних  швидкостей і напрямів 

вітру.  У кожному експерименті  глибина моря в 

3-ій області коригувалася шляхом додавання  до 

неї  максимальних підйомів рівня  моря.   

Результати розрахунків хвилевих полів в 

районі Кривої коси показують, що залежність 

інтенсивності вітрового хвилювання від  

напрямів вітру та ж, що і для штормових нагонів, 

тобто хвиленебезпечні напрями вітру в порядку 

їх значущості наступні: південний захід, південь, 

захід, південний схід. Модельні  поля 

хвилювання  для східного вітру слід сприймати з 

урахуванням вищевикладених вище зауважень, 

що стосуються ефектів обміління і осушення дна.  

Результати моделювання дають основу 

припускати, що  при східних вітрах виникають 

згони, що перешкоджають виникненню 

інтенсивного хвилювання в досліджуваному 

районі.  

Проаналізуємо основні особливості 

модельних полів хвилювання в районі Кривої 

коси. На рис. 2 приведені просторові розподіли 

висот хвиль 1% -ої забезпеченості ( 1%h ) і 

середнього напряму вітрового хвилювання ( ) 
для усіх 20-ти варіантів розрахунків. А на рис.3 

амплітуда швидкості придонних орбітальних 

рухів. 
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Рис.2 Висота хвиль 1% -ої забезпеченості (м) і 

середній напрям хвилювання в районі Кривої 

коси при західному  вітрі  8 м/с. 

Як видно, розрахунковий нагін 

призводить до збільшення висот хвиль та із 

зменшенням глибин стає усе більш значимим. 

Так якщо в районі улоговини висоти хвиль 

збільшуються на 0,25-0,3 м (~15%),  то у 

береговій  зоні, що примикає до Кривої коси,  

збільшення висот хвиль досягає 0,7-0,9 м 

(~75-90 %).  
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Рис.3 Амплітуда швидкості придонних 

орбітальних рухів (м/с) в районі Кривої коси при 

західному  вітрі  20,3 м/с.  

Висновки 
Отриманий результат демонструє 

важливість розрахунку штормових нагонів 

при моделюванні вітрового хвилювання в 

мілководих районах. Проведені чисельні 

експерименти  показують поєднання сильних 

штормових нагонів інтенсивних вітрових 

хвиль, що виникають на їх фоні, може 

призводити до виникнення особливо 

небезпечних явищ у береговій зоні с. Обрив. 
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В роботі досліджується задача оптимізації транспортних потоків з метою мінімізації загальних 

затрат системи за допомогою зовнішніх обмежень або, навпаки, заохочень. Розглянуто зведення 

моделі Бекмана до задачі дворівневої оптимізації і задачі з обмеженнями вигляду варіаційної 

нерівності. Запропоновано підхід до її розв’язання методом Каруша-Куна-Такера. Детально 

розглянуто конкретну реалізацію даної задачі, а саме задачу керування громадським транспортом. 

Продемонстровано зведення її до набору задач опуклої оптимізації на опуклій множині. 

Ключові слова: транспортні потоки, принцип Вордропа, рівновага за Нешем, дворівнева 

оптимізація  

 

Transport flow congestion problem is relevant for big cities. In case of uncontrolled development of 

transport flow the equilibrium of traffic, which is far from effective, is quickly set in the city. Different methods 

of road network management are used to overcome this problem: limitation or extension of the road traffic, 

regulation by means of traffic lights, or development of public transport. Generally, mathematical background 

of this management leads us to a highly complicated problem. This research studies the problem of optimizing 

transport flows to minimize the total cost of the system by means of external constraints or, on the contrary, 

incentives. Its implementation for the Beckman model is considered, and reduction to a bilevel optimization 

problem, or mathematical problem with variational inequality constraints. Its solution by Karush-Kuhn-

Tucker method is suggested. Specific implementation of this problem is considered in detail, namely the 

problem of public transport control. Its reduction to a set of convex optimization problems for convex sets is 

demonstrated. 

Key Words: transport flows, Wardrop principle, Nash equilibrium, bilevel optimization

Статтю представив д.т.н., п.н.с. Кудін В.І. 

 

Вступ 

В великих містах особливо актуальною є 

проблема перевантаженості транспортної 

мережі. Для боротьби з нею при плануванні 

міста намагаються проектувати дороги на 

кілька кроків наперед, а з існуючими 

проблемами розбираються, використовуючи 

різні методи: розвиток громадського 

транспорту, обмеження руху, регулювання 

частот світлофорів, тощо. 

Задача моделювання транспортних потоків 

складається з двох підзадач: розрахунок 

матриці кореспонденції [1], що визначає попит 

на перевезення, і пошук точки рівноваги, що 

відповідає даній матриці. В даній роботі 

матриця кореспонденцій вважається відомою і 

фіксованою, і досліджується керування точкою 

рівноваги. 

При пошуку точки рівноваги потоків 

індивідуального транспорту використовують 

перший принцип Вордропа [2]: кожен 

користувач транспортної мережі незалежно від 

інших вибирає маршрут слідування в точку 

призначення, що відповідає найменшим 

затратам для нього. В результаті цього вибору 

користувачі утворюють  потоки на відповідних 

маршрутах, пошук значень яких і є ціллю їх 

моделювання. Найбільш вивченою моделлю є 

модель Бекмана [3]. Вона припускає, що 

витрати на користування дорогами є 

неперервними і монотонними функціями від їх 

завантаженості, і зводить задачу пошуку точки 

рівноваги до розв’язання варіаційної 

нерівності. В [4] доводиться, що до розв’язку 

цієї ж варіаційної нерівності збігається 
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еволюційний алгоритм за тих же функцій 

витрат, а отже задача може моделювати реальні 

процеси. 

Очевидно, що отримана рівновага потоків не 

буде точкою, в якій сумарні затрати є 

найменшими. Більше того, при неграмотному 

плануванні доріг різниця між оптимальними і 

наявними затратами тільки зростатиме. В [5] 

наводиться приклад мережі, де один з сегментів 

доріг тільки погіршує загальний транспортний 

стан, причому такі сегменти зустрічались і в 

реальних системах доріг різних міст. 

В роботі розглянуто метод оптимізації 

роботи транспортної мережі, впливаючи на 

затрати користування нею. Цей вплив може 

бути викликаний звуженням або розширенням 

проїжджої частини, введенням плати за 

користування, чи просто збільшенням кількості 

автобусів на маршруті. Задача зводиться до 

задачі дворівневої оптимізації [6]. 

Модель Бекмана 

Використовуватимемо опис моделі з [1]. 

Нехай Γ(𝑉, 𝐸) – орієнтований граф, де 𝑉 – 

множина вершин, а 𝐸 – множина дуг. 

Позначимо 𝑆 ⊂ 𝐸 – множина джерел і 𝐷 ⊂ 𝐸 –

множина стоків. Між елементами множин 𝑆  і 𝐷 

існує попит на перевезення. Позначимо 

множину потокотворчих пар: 

𝑊 = {𝑤 = (𝑖, 𝑗): 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑗 ∈ 𝐷}. 

Кожній парі 𝑤 ∈ 𝑊 відповідає число 𝜌𝑤 ≥
 0, яке називається попитом на перевезення. 

Позначимо: 𝑃𝑤 – множина маршрутів, що 

ведуть з 𝑖 в 𝑗; 𝑃 = ⋃ 𝑃𝑤{𝑤∈ 𝑊}   – множина всіх 

можливих маршрутів; 𝑥𝑝, 𝑝 ∈  𝑃 – потік через 

відповідний маршрут. Для кожної пари 𝑤 ∈  𝑊 

виконується наступна умова: 

𝑋𝑤 = {𝑥𝑝 ≥  0: 𝑝 ∈  𝑃𝑤 , ∑ 𝑥𝑝
𝑝∈ 𝑃𝑤

  = 𝜌𝑤  }. 

Позначимо також 𝑥 = (𝑥𝑝, 𝑝 ∈  𝑃) – вектор 

потоків з допустимою множиною: 

𝑥 ∈  𝑋 = ∏ 𝑋𝑤
𝑤∈ 𝑊

. 

Нехай 𝛿𝑝,𝑒 ∈ {0,1}, де 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑒 ∈ 𝐸 – індекс 

належності ребра 𝑒 маршруту 𝑝. Тоді кожній 

дузі 𝑒 ∈ 𝐸 відповідає число – вартість подорожі 

через неї  𝑡𝑒 = 𝑔𝑒(𝑥𝑒), де 𝑥𝑒 = ∑ 𝛿𝑝,𝑒𝑥𝑝𝑝∈𝑃 ∈ ℝ 

– потік через відповідну дугу. Тоді вартість 

подорожі маршрутом 𝑝 ∈ 𝑃 визначається 

функцією 𝐺𝑝 = 𝐺𝑝(𝑥) = ∑ 𝛿𝑝,𝑒𝑔𝑒(𝑥𝑒)𝑒∈𝐸 , де 𝑥 ∈

 𝑋, а вектор вартостей маршрутів – вектор-

функцією 𝐺(𝑥). 
Оскільки кожен водій мінімізує власні 

затрати, то ненульовими будуть тільки ті 

потоки, які є мінімальними для відповідної 

пари «джерело-витік»: 

𝑥𝑝 > 0 ⟺ 𝐺𝑝(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛
𝑘∈𝑃𝑤

𝐺𝑘(𝑥) , 𝑝 ∈ 𝑃𝑤 . 
(1) 

В такому випадку транспортна рівновага, що 

встановлюється в місті, визначається вектором 

𝑥†, що є розв'язком варіаційної нерівності: 

𝐺(𝑥†)(𝑥 − 𝑥†) ≥  0 ∀ 𝑥 ∈ 𝑋. 
(2) 

Керування потоками 

Міське керівництво зацікавлене в мінімізації 

загальних транспортних витрат. Впливати на ці 

витрати воно може, змінюючи пропускну 

спроможність доріг, тобто впливаючи на 

функції витрат.  

Нехай {𝑅𝑖 ⊂ 𝐸, 𝑖 ∈ 𝐼 ⊂ ℕ}  – сімейство 

множин ребер, керованих за одним принципом, 

таких що ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑅𝑖⋂𝑅𝑗 = ∅. Позначимо тоді 

𝑟 =  (𝑟𝑖, 𝑖 ∈  𝐼) – вектор керування ребрами. 

Вартість проїзду заданим ребром буде подано в 

вигляді функції з параметром:  

𝑡𝑝   = 𝑔𝑒(𝑥𝑒 , 𝑟)  =  𝑔𝑒(𝑥𝑒 , 𝑟𝑖). 
(3) 

Тоді нерівність, що задає рівновагу, набуває 

вигляду: 

𝐺(𝑥†, 𝑟)(𝑥′ − 𝑥†) ≥  0  ∀ 𝑥′ ∈  𝑋. 
(4) 

Нехай також вартість застосування 

керування задається строго опуклою функцією 

𝐾(𝑟) = ∑ 𝐾𝑖(𝑟𝑖) 𝑖∈𝐼 . За таких умов отримуємо 

математичну задачу з обмеженням вигляду 

варіаційної нерівності: 

𝐺(𝑥†, 𝑟)𝑥†  +  𝐾(𝑟)  
𝑥†,𝑟
→  𝑚𝑖𝑛, 

𝐺(𝑥†, 𝑟)(𝑧 − 𝑥†) ≥  0  ∀ 𝑧 ∈ 𝑋. 

 

(5) 

Підходи до розв'язання 

Дворівнева задача оптимізації. Нехай 

функції вартості проїзду по ребру 𝐺𝑒(𝑥, 𝑟) =

𝑔𝑒(𝑥𝑒 , 𝑟) = 𝑔𝑒(∑ 𝛿𝑝,𝑒𝑥𝑝𝑝∈𝑃 , 𝑟) неперервно 

диференційовні, строго монотонно зростаючі 

по 𝑥𝑒. Тоді для довільних 𝑝, 𝑘 ∈ 𝑃′ маємо: 
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𝜕𝐺𝑝(𝑥, 𝑟)

𝜕𝑥𝑘
=∑𝛿𝑝,𝑒

𝜕𝑔𝑒(∑ 𝛿𝑞,𝑒𝑥𝑞𝑞∈𝑃 , 𝑟)

𝜕𝑥𝑘
=

𝑒∈𝐸

=∑𝛿𝑝,𝑒𝛿𝑘,𝑒
𝑒∈𝐸

𝑑𝑔𝑒(∑ 𝛿𝑞,𝑒𝑥𝑞𝑞∈𝑃 , 𝑟)

𝑑𝑥𝑒
= 

=
𝜕𝐺𝑘(𝑥, 𝑟)

𝜕𝑥𝑝
 . 

Звідси, відповідно до теореми Шварца, 

випливає існування такої функції 𝐹(𝑥, 𝑟), що 

𝐺𝑝(𝑥, 𝑟) =
𝜕𝑃(𝑥,𝑟)

𝜕𝑥𝑝
. Вона може бути представлена 

у вигляді: 

𝐹(𝑥, 𝑟) =∑∫ 𝑔𝑒(𝑧, 𝑟)𝑑𝑧.
∑ 𝛿𝑝,𝑒𝑥𝑝𝑝∈𝑃

0

 

𝑒∈𝐸

 

 

(6) 

В такому випадку задача (5) зводиться до 

дворівневої задачі мінімізації: 

𝐺(𝑥†, 𝑟)𝑥 +  𝐾(𝑟) 
𝑥†,𝑟
→  𝑚𝑖𝑛, 

(7) 

𝑥† ∈ 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝑥†∈𝑋

𝐹(𝑥, 𝑟).  

Оскільки функція 𝐺(𝑥, 𝑟) – строго 

монотонна, то, відповідно, функція 𝐹(𝑥, 𝑟) буде 

строго опуклою. 

Метод Каруша-Куна-Такера. Для 

розв’язання цієї задачі застосуємо метод 

Каруша-Куна-Такера [6]. Розглянемо структуру 

множини 𝑋. Кожній парі «джерело-стік» 𝑤 ∈ 𝑊 

відповідає обмеження вигляду 

𝑣𝑤(𝑥) =  ∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

− 𝜌𝑤 = 0. 

Позначимо 𝑁𝑤 = |𝑃𝑤| – кількість маршрутів на 

даній парі.  

На кожен потік накладається обмеження 

невід’ємності: 

ℎ𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃. 

Тоді функція Лагранжа для задачі нижнього 

рівня матиме вигляд: 

𝐿(𝑥, 𝜆, 𝜇) = 𝐹(𝑥, 𝑟) − 𝜆𝑣(𝑥) − 𝜇ℎ(𝑥). 

Тут  𝜆 ∈ ℝ𝑚,𝑚 = |𝑊| , а 𝜇 ∈ ℝ𝑛, 𝑛 = |𝑃|. У 

такому випадку отримаємо необхідну умову 

мінімуму: 

𝛻𝑥𝐹(𝑥̅, 𝑟) = 𝛻𝑥𝐹(𝑥, 𝑟) − 𝜆𝛻𝑥𝑣(𝑥) − 𝜇𝛻𝑥ℎ(𝑥). 

Розпишемо її: 

{
 
 
 

 
 
 
 𝐺𝑝(𝑥̅, 𝑟) − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤 ,

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

− 𝜌𝑤 = 0,

𝜆𝑤 ≥ 0,
𝑥𝑝 ≥ 0,

𝜇𝑝 ≥ 0,

𝜇𝑝𝑥𝑝 = 0.

 

 

 

 

 

(8) 

Тоді задача (7) набуває вигляду 

оптимізаційної задачі з обмеженнями 

взаємодоповнення: 

𝐺(𝑥†, 𝑟)𝑥†, + 𝐾(𝑟)  
𝑥†,𝑟,𝜇,𝜆
→     𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐺𝑝(𝑥

†, 𝑟) − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤 ,

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

− 𝜌𝑤 = 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝑥𝑝
† ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝𝑥𝑝
† = 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝑟𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼.

 

 

 

 

 

 

 

(9) 

Розглянемо величину 𝜆𝑤𝑁𝑤 = 𝜆𝑤
0 . Для 

кожного маршруту 𝑝 ∈ 𝑃𝑤, якщо потік через 

нього ненульовий, виконується рівність: 

𝐺𝑝(𝑥, 𝑟) =  𝜆𝑤
0 . 

Тому 𝜆𝑤
0  – найменша вартість подорожі за 

парою 𝑤 ∈ 𝑊. Тоді задача (9) може бути 

представлена у вигляді: 

∑ ∑ 𝜆𝑤
0 𝑥𝑝

𝑝∈𝑃𝑤𝑤∈𝑊

, + 𝐾(𝑟)  
𝑥†,𝑟,𝜇,𝜆
→     𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐺𝑝(𝑥

†, 𝑟) − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤 ,

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

− 𝜌𝑤 = 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝑥𝑝
† ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝𝑥𝑝
† = 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝑟𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼.

 

 

 

 

 

(9`) 

Спрощена гібридна транспортна модель  

Дана модель об'єднує одночасно 

громадський та індивідуальний транспорт. 

Вона використовує наступні припущення: 

 Маршрути громадського транспорту 

прокладені заздалегідь; 
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 Кожен маршрут громадського 

транспорту має лише початкову і кінцеву 

зупинку; 

 Громадський транспорт їздить лише 

своїми виділеними смугами і ніяк не 

перетинається з індивідуальним; 

 Кожен пасажир приймає рішення: щодо 

використання типу транспорту. При 

цьому має повну інформацію щодо всіх 

можливих маршрутів. 

Доповнимо ребра графа 𝐸 ребрами 𝑒𝑤
∗ ∈

𝐸∗, 𝑤 ∈  𝑊, що відповідають маршрутам 

громадського транспорту. Відповідно, кожне з 

цих ребер породжує новий маршрут 𝑝∗ ∈ 𝑃∗на 

𝑤 ∈ 𝑊. Кожному маршруту 𝑝 ∈  𝑃∗ відповідає 

його інтенсивність 𝑟𝑝 ≥ 0, а також 𝐾𝑝 > 0 – 

вартість обслуговування одиничної 

інтенсивності. Тоді ці величини утворюють 

вектори 𝑟 і 𝐾. Загальна множина всіх маршрутів 

складає 𝑃′   =  𝑃⋃𝑃∗. 
Позначимо 𝑥′  – вектор потоків на кожному 

з маршрутів 𝑝 ∈   𝑃′, і, відповідно, 𝐺′(𝑥′, 𝑟) – 

вектор вартостей проїзду, причому 

𝐺𝑝
′ (𝑥′, 𝑟) = {

𝐺𝑝(𝑥
′), 𝑝 ∈ 𝑃,

𝑔𝑝(𝑥𝑝, 𝑟𝑝), 𝑝 ∈ 𝑃
∗,

 

тобто вартість поїздки маршрутом 

громадського транспорту залежить тільки від 

завантаженості цього маршруту і його 

інтенсивності. 

Тоді транспортна рівновага визначається 

розв'язком 𝑥† ∈  𝑋′ варіаційної нерівності: 

𝐺′(𝑥†, 𝑟)(𝑧 − 𝑥†) ≥  0  ∀𝑧 ∈  𝑋′. (10) 

В цьому випадку загальна  задача набуває 

відповідно оптимізаційної задачі з 

обмеженнями вигляду варіаційних 

нерівностей. 

𝐺′(𝑥†, 𝑟)𝑥 +  𝐾𝑟 
𝑥†,𝑟
→  𝑚𝑖𝑛, 

𝐺′(𝑥†, 𝑟)(𝑧 − 𝑥†) ≥  0 ∀ 𝑧 ∈  𝑋′. 
(11) 

Лінійний випадок. Нехай функції вартості 

проїзду маршрутами мають вигляд: 

𝐺𝑝
′ (𝑥′, 𝑟) = {

𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃,
𝑐𝑝𝑥𝑝
𝑟𝑝

+ 𝑏𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃
∗,

 

𝐶𝑝 ∈ ℝ
𝑛, 𝑛 = |𝑃′|. 

(12) 

Тоді, підставивши (11) і (12) в (9), 

отримаємо: 

𝐺′(𝑥†, 𝑟)𝑥†, + 𝐾𝑟 
𝑥†,𝑟,𝜇,𝜆
→     𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤 ,
𝑐𝑝𝑥𝑝
𝑟𝑝

+ 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤
∗  ,

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

− 𝜌𝑤 = 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,
𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝𝑥𝑝 = 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝑟𝑝 > 0, 𝑝 ∈ 𝑃
′.

 

Довизначимо дану систему при 𝑟𝑝 = 0. 

Зробимо заміну: 

𝑥𝑝 = {

𝑥𝑝
𝑟𝑝
, 𝑝 ∈ 𝑃∗, 𝑟𝑝 > 0,

0,  𝑝 ∈ 𝑃∗, 𝑟𝑝 = 0.
 

Тоді 𝑟𝑝 =
𝑥𝑝

𝑥𝑝
 при 𝑥𝑝 > 0. Також покладемо 

вектор 𝑥 = (𝑥𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃
∗). В цьому випадку роль 

керування виконуватимуть компоненти 𝑥𝑝 

вектора 𝑥 при 𝑝 ∈ 𝑃∗.

∑(𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝)𝑥𝑝 +

𝑝∈𝑃

∑(𝑐𝑝𝑥𝑝 + 𝑏𝑝) +

𝑝∈𝑃∗

∑ 𝐾𝑝
𝑥𝑝
𝑥𝑝

𝑝∈𝑃∗
𝑥,𝑥̂,𝜇,𝜆
→    𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤 ,

𝑐𝑝𝑥𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤
∗  ,

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

′

− 𝜌𝑤 = 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,
𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝜇𝑝𝑥𝑝 = 0, 𝑝 ∈ 𝑃,

𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃
′.

 

 

 

 

 

 

(13) 
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Зафіксуємо деяку множину індексів 

𝛬 = {𝑝 ∈ 𝑃′|𝜇𝑝 = 0 }.  

На ній задача (13) набуває вигляду: 

 

∑(𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝)𝑥𝑝 +

𝑝∈𝑃

∑(𝑐𝑝𝑥𝑝 + 𝑏𝑝) +

𝑝∈𝑃∗

∑ 𝐾𝑝
𝑥𝑝
𝑥𝑝

𝑝∈𝑃∗⋂𝛬
𝑥,𝑥̂,𝜇,𝜆
→    𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤⋂𝛬,

 𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑥𝑝 = 0 , 𝑝 ∈  𝑃𝑤⋂(𝑃 ∖ 𝛬) ,

𝑐𝑝𝑥𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤
∗  ⋂𝛬,

𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 − 𝜇𝑝 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤
∗  ⋂(𝑃 ∖ 𝛬),

∑ 𝑥𝑝
𝑝∈𝑃𝑤

′

− 𝜌𝑤 = 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃⋂(𝑃 ∖ 𝛬),

𝜇𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃⋂𝛬,

𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃
′.

 

 

 

 

 

 

 

(14) 

Зафіксуємо 𝑤 ∈ 𝑊. Тоді для довільного 

𝜆𝑤 ≥ 0 система рівнянь 

 𝐶𝑝𝑥 + 𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤 = 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤⋂𝛬 

має єдиний розв’язок 𝑥(𝑤)(𝜆𝑤) = 𝜆𝑤𝑎
(𝑤) +

𝑑(𝑤). Підставивши його в рівняння ∑ 𝑥𝑝𝑝∈𝑃𝑤
′ −

𝜌𝑤 = 0, отримаємо: 

∑ 𝑥𝑝
𝑃𝑤
∗  ⋂𝛬

= 𝜌𝑤 − ∑ 𝜆𝑤𝑎
(𝑤) + 𝑑(𝑤)

𝑃𝑤⋂𝛬

 

Позначивши вектор 𝑥̃ = (𝑥𝑝, 𝑝 ∈ 𝑃
∗) 

вектором керування, вказавши, що  вектор 𝜇, не 

впливає на розв’язок і виконавши 

перетворення, аналогічні (9`), ми отримаємо 

задачу оптимізації опуклої функції на опуклій 

множині: 

𝜆𝜌 + ∑ ∑ 𝐾𝑝
𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤
𝑐𝑝𝑥𝑝

𝑝∈𝑃𝑤
∗⋂𝛬𝑤∈𝑊

𝑥̃,𝜆
→ 𝑚𝑖𝑛 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 𝑥(𝑤)(𝜆𝑤) = 𝜆𝑤𝑎
(𝑤) + 𝑑(𝑤), 𝑃𝑤⋂𝛬,

𝑥𝑝 =
𝑏𝑝 − 𝜆𝑤𝑁𝑤

𝑐𝑝
 0, 𝑝 ∈  𝑃𝑤

∗  ⋂𝛬,

∑ 𝑥𝑝
𝑃𝑤
∗  ⋂𝛬

= 𝜌𝑤 − ∑ (𝜆𝑤𝑎𝑝
(𝑤) + 𝑑𝑝

(𝑤))

𝑃𝑤⋂𝛬

, 𝑤 ∈ 𝑊,

𝜆𝑤 ≥ 0,𝑤 ∈ 𝑊,

𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃⋂(𝑃 ∖ 𝛬),

𝜆𝑤 ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑏𝑝|𝑝 ∈ 𝑃𝑤⋂𝛬} ,

𝜌𝑤 − ∑ (𝜆𝑤𝑎𝑝
(𝑤) + 𝑑𝑝

(𝑤))

𝑃𝑤⋂𝛬

≥ 0,

𝑥𝑝 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝑃
′.

 

 

 

 

 

 

 

(15) 

Очевидно, що вона має множину розв’язків, 

яким відповідає множина векторів {(𝑥, 𝑟)Λ} і 

число 𝐺Λ((𝑥, 𝑟)Λ) – значення цільової функції. 

Відповідно, розв’язком задачі (13) буде 

argmin
Λ
𝐺Λ((𝑥, 𝑟)Λ) .   

 

 

Висновки  

В статті розглянуто задачу оптимізації 

транспортних потоків на прикладі моделі 

Бекмана. Її зведено до задачі дворівневої 

оптимізації, а також досліджено її для окремого 
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випадку, коли функції виплат лінійні за 

значеннями потоків. 

Задача оптимізації транспортних потоків 

має високу обчислювальну складність. Навіть в 

найпростішому випадку, де функції витрат є 

лінійними, вона розбивається на 2𝑁 задач 

опуклої оптимізації, де 𝑁 –  кількість 

маршрутів, а враховуючи, що кількість 

маршрутів теж зростає експоненційно з ростом 

міста, проблеми з обчисленням виникають 

досить швидко. 

Для подолання цієї проблеми можна 

накласти обмеження на кількість маршрутів 

для кожної пари стік-витік або використати 

модель, відмінну від моделі Бекмана. 
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В статті розглядається статистичне оцінювання кількості тих питань тестів, на які було
свідомо дано правильні відповіді. Також пропонується новий підхід до тестування, за якого
опитуваний може явно вказувати на своє незнання відповіді. Показано, що запропонований підхід не
змінює кількісне значення статистичної оцінки, але дозволяє ввести до розгляду якісно нові
показники оцінювання знань.

Ключові слова: оцінювання тестів, свідомі відповіді, статистичне корегування, нові показники
якості знань.

Here we consider a statistical estimation of a number of consciously given correct answers during
testing. If a testee doesn’t know a correct answer in the test then he can try to guess the correct variant. The
intuitive approach can be used to estimate the number of non-guessed correct answers while statistical
approach can be used too. Furthermore, the statistical approach gives a higher estimated grade. A new
approach to testing is considered as well. Under new conditions a student has opportunity to mark the
question as unbeknown without trying to guess the correct answer. It is shown that new method doesn’t
change the estimation of consciously given correct answers under statistical approach but makes it possible
to introduce new ratings for knowledge estimation. Moreover, the introduced sub-indicator of knowledge
strength makes it possible to build new grades, estimation and indicators using the described technique.

Key Words: tests assessment, consciously given correct answers, statistical correction, new ratings for
knowledge estimation.

Статтю представив д. т. н., професор Гаращенко Ф.Г.

The main questions we are going to deal with
are “What is statistical correction of test results
(SCTR)?” and “Why/when do we need it?”. Well,
the SCTR is a method (algorithm) to make test
results (TR) closer to a real skill level (SL) of a
student (testee) because sometimes TR and SL can
differ seriously. So we do need SCTR to decrease
this difference. Suppose the test consists of 40
questions with 4 variants of answer each while
student gave 28 correct answers and 12 incorrect
ones. It is logically to suppose that he guessed some
answers when he didn’t know the right answer. So,
the real result should be 24 instead of 28.

The aspects that should be taken onto account:
(A) The purpose of test.
(B) The kind of the test.

(A) If the purpose is just a ranking then we do not
need a SCTR because it will not change the
result (ranks of students). But if the purpose is

to obtain the SL over some standard scale then
the SCTR is needed.

(B) There are many different kinds of tests and we
will start with the simplest ones when test
consists questions under three conditions:

(i) All questions have the same difficulty
level.

(ii) All questions have the same number of
variants of answer.

(iii) All variants of answers have the same
(equal) probability to be guessed.

Under conditions (i)-(iii) it is easy to generalize
the result of mentioned example: if test consists of
N questions with 1n  variants of answer each
while student gave C correct answers and I
incorrect ones ( I C N  ) then the corrected result
should be X C Y  where Y is a number of
guessed answers. Well, X C means that the
corrected result supposed to be less or equal to C .

© М.М. Шарапов, 2015 199
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We state that X could be obtained (estimated) as
follows

0

,
1

0,

Cn N N C N
n nX

NC
n

    
 


. (1)

In troth, the average number of guessed answers

should be N XY
n


 (each n -th of all unknown

ones) and N XX C Y C
n n

     yield (1). By the

way, the case 0X  NC
n

  
 

means that

unfortunately student couldn’t even guess the
sufficient answers.

Now let’s try to use common probabilistic
approach to obtain the desired estimation for X . Let
 |P C X be a probability to give C correct answers

while X of them have been guessed ( C X ). Then

   
 

| guessed of

1 N X YY Y
N X

P C X P Y C X N X

C p p  


    

 

is nothing but binomial probability where 1p
n
 is a

probability of success and !
!( )!

b
a

aC
b a b



is a

binomial coefficient. In order to obtain the
argmaximum ( X )  for  |P C X we’ll deal with the
inequality

 
 

| 1
1

| ( )(1 )
P C X N C

P C X N X p
 
 

 
(2)

because for the corresponding values of X
   | 1 |P C X P C X  . Inequality (2) has a plane

solution
1

Cn NX
n





so the desired argmaximum

(see the numerator of LHS at (2)) is

1 1
1

Cn NX
n


  


. So, we get the estimation

0 0

1,
11

0,

Cn N N C N
n nX X

NC
n

        
 


(3)

and it differs from (1). Why? What’s the problem?
Well, let’s try to substitute 0X  into (2) and we’ll see
that

 
 

0

0 0

| 1
1

| ( )(1 )
P C X N C

P C X N X p
  

 
  

.

This equality means that both 0 1
Cn NX

n





and

0 0 1 1
1

Cn NX X
n
    


give the same maximum

for  |P C X . SCTR decreases amount of earned
points so it’ll be honestly to deal with 0X  instead of

0X . For example, if 12N  , 4n  , 6C  then

0 4X  but we’ll propose 0 5X   instead (we’re
going to steal only one point instead of two).

The next interesting idea is to add to every
question one more variant of answer – “I don’t
know” (IDK). Well, the testee can be honest
(choosing IDK every time he doesn’t know the
correct answer) or can try to guess the correct answer
anyway.

If the testee is honest then we have N
questions with 1n  variants of answer each ( n real
variants and IDK one), the probability to guess is

1p
n
 (when the honest testee really thinks that he

knows the correct answer while he doesn’t), C is a
number of given correct answers, D is a number of
IDK answers, X is a number of questions when
testee really knew the correct answer, Y – the
number of guessed correct answers (when the honest
testee really thought that he knew the correct answer
while he didn’t). C X Y  . Well, this Y is the
same one we used at the beginning, so the SCTR will
be

0  1 /N n N C

X

N
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1

( ) 1,
1

0, 0

Cn N D N D C N D
n nX

N DC
n

           


. (4)

The number C in (4) differs from C in (3) because

now C X Y  and N D XY
n
 

 . But the

numerical values of 0X  and 1X are the same
because of

N D XC X Y X
n
 

   

that is Cn D N X   doesn’t depend upon D ;
SCTR doesn’t depend upon chosen schema or
testee’s honesty because (4) turns into (3) when

0D  ). E.g. 4n  , testee knew 40 questions,
mistakenly assumed he knew 40 questions and didn’t
know 20 questions  100N  . Then in case of (3)

we have 6040 55
4

C    , 0
55·4 100 1 41

3
X     .

And in case of (4) 4040 50
4

C    and

1
50·4 (100 20) 1 41

3
X  
   . So, if the testee is

dishonest, will he get the same statistical result? In
statistical sense the answer is positive but
unfortunately sometimes he will get an even better
result just guessing correct answers.

In order to remedy the situation we introduce a
new sub-indicator of knowledge strength (SIKS)
in case of IDK-test

1 1Xk
N D


 


  
( ) ,

1

0, 0

Cn N D N D C N D
n N D n

N DC
n

        
  

(5)

It is time to explain why we reduced the

numerator. Wasn’t it logical to deal with 1X
N D

?

Well, it was. But we’re not going to obtain a new
SCTR, we’re going to introduce SIKS with comfy
properties.

First, [0;1]k monotonically while

;N DC N D
n
    

.

Second, SIKS k depends upon D – the greater
D , the greater k . Third, no matter what kind of user
we have – a cheater or just an unsure one – SIKS k
will describe the strength of his knowledge. Under
conditions of mentioned example in case of (3) we
have

0 40 0.4
100

Xk
N

  

while in case (4)

1 1 41 1 0.5.
100 20

X
k

N D
 

  
 

In practice it will be useful and interesting to
include in IDK-test several questions without
corrects answers (dead question) and analyze
student’s choice. For example it is interesting to
investigate the correlation between SIKS k and
answer to the dead question.

One more interesting question is how SIKS k
depends on the level of honesty. Obviously, the
testee can behave honesty with some probability

[0;1]p . 0p  means the dishonest behaviour
(trying to guess correct answer by all means), 1p 
means the honest behaviour (choosing IDK in
appropriate cases). Let  be a part of those episodes
when student erroneously supposes that he knows
the correct answer, in other words

   (1 )N X N X N X       where student
really knows X questions and really doesn’t know

 (1 ) N X  ones. Then he will guess
approximately

 

   

(1 )( ) 1( )

( ) 1 1

N X pN XY
n n

N X p
n



 

  
  

   


correct answers. If he knows the formula (4) he will
try to maximize the value of

( ) ( ) maxCn D C p n D p    but he’ll not be able
to because

    ( ) ( ) 1C p n D p X Y n N X p      

    ( ) 1 1Xn N X p       
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  1 ( 1)N X p X n N     

doesn’t depend upon p . Well, this effect we saw
earlier – the honesty doesn’t affect the estimated
grade. On the other hand, the honesty affects the
SIKS k . Really, according to independency 1X of
p we obtain

1 11 1( )
( ) (1 )( )

X Xk k p
N D p N N - X p

 
  

  
.

This means that honesty is a good strategy to
increase the SIKS k though if 1  the honesty
loses its effect: if one cannot distinguish white from
black no matter how honest he is. And on the
contrary, if 0  (and may be in addition 0X 
in sense of first line at (4)) then honesty affects SIKS
k strongly. E.g. 40N  , 4n  , 0  , 2X  .
Then

( ) (1 )( ) 38 ,D D p N X p p    

( ) ( )C C p X Y p   

(1 )( )(1 ) 38(1 )2 ,
4

N X p pX
n

   
   

1
( ) 1

8 338(1 ) 40 38 1 3
3

Cn N DX
n

p p

 
  

   
  

(here is our bonus grade – compare 1 3X  vs
2X  ).

1 1 2 1( ) ;1
( ) 40 38 20

Xk k p
N D p p

         
.

Well, the effect is rather great: min
1( )
20

k k p  and

max (1) 1k k  (the biggest possible value for SIKS
k ).

Well, we have introduced so-called point
estimation while interval estimation can be examined
too. The standard confidence interval seems to have
a doubtful practical value but it will be usefully to
obtain the estimate that could be guaranteed (like
“not less than” or “not more than”) with some given
probability. This can be done both in cases with IDK
variant and without it. Some kinds of confidence
intervals can be built for SIKS too. The described
technique splits up quantitative and qualitative
grades but makes it possible to obtain new grades
and ratings as functions of introduced estimates (3),
(4) and (5).
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Довірчі еліпсоїди та сфери мають широке застосування у сучасному машинному навчанні. Їх 

використовують для багатовимірного ранжування, знаходження медіани, знаходження викидів та 
оцінки квантилів певних рівнів. На сьогодні існує чимало алгоритмів, що використовують еліпсоїди 
та сфери. Зокрема така конструкція як еліпсоїд мінімального об’єму, що містить дану множину 
точок використовується для побудови класифікатора, що обмежує область вхідних даних (gap-
tolerant classifier). Ще одним прикладом є застосування сфер для виявлення викидів, запропоноване 
Таксом та Дуйном. Більшість існуючих алгоритмів мають статистичну природу або ж їх 
створення було пов’язане з широковідомим методом опорних векторів. Їх основною метою є 
побудова структури, яка б якомога щільніше містила або відділяла тренувальні дані. Існує довірчий 
еліпсоїд, запропонований Ю. І. Петуніним. Його головною перевагою є відомий рівень значущості. У 
роботі запропоновано новий алгоритм побудови еліпсоїда Петуніна. Оригінальний алгоритм, 
запропонований автором, важко застосовувати у просторах із розмірністю більшою за три. Дана 
роботи містить модифікацію вихідного алгоритму, що дозволяє легко будувати довірчий еліпсоїд 
Петуніна у довільних просторах скінченної розмірності. 

Ключові слова: довірчі еліпсоїди, багатовимірне ранжування даних, класифікація 
 

Confidence ellipsoids and spheres have wide application in modern machine learning. They can be used 
for multivariate ranking, determining median, detecting outliers, determining quantile of prescribed level, 
resolving uncertainties etc. A lot of algorithms that use ellipsoids and spheres have been introduced. Such 
construction as minimum volume enclosing ellipsoid is used to build gap-tolerant classifier. Another 
example is support vector data description introduced by Tax and Duin that uses a hypersphere to detect 
outliers. Most of existing algorithm have statistical origin or were inspired by well-known support vector 
machine algorithm. Their purpose is to build a structure that tightly contains or separates training data. 
There exists a confidence ellipsoid introduced by Y. I. Petunin. Its main advantage is known confidence level. 
In this article we introduce a new algorithm of Petunin ellipsoid construction. The original algorithm has 
some constraints in its application for finite-dimensional space whose dimension is higher than three. This 
article contains a modification of the algorithm that allows easy construction of Petunin ellipsoid 
construction in any finite-dimensional space. 

Key Words: confidence ellipsoids, data-ranking, classification 
 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Буй Д.Б. 
 
 

Вступ 

Машинне навчання сьогодні динамічно 
розвивається. Це зумовлено можливістю 
накопичувати та зберігати великі об’єми даних. 
Однією з актуальних задач машинного навчання 
є задача класифікації. Зокрема набирає 
популярності так звана задача однокласової 

класифікації (one-class classification), тобто 
задача відсіювання аномальних об’єктів. Одним з 
найпопулярніших методів класифікації є метод 
опорних векторів (support vector machine) [1]. Він 
будує гіперплощини у просторі ознак, що 
забезпечують найбільшу ширину проміжку, що 
розділяє об’єкти тренувальної вибірки. Своєю 
популярністю метод опорних векторів завдячує 
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відносній простоті. Задача оптимізації, що 
лежить в його основі,  зводиться до задачі 
квадратичного програмування. 

Метод опорних векторів будує «просту» 
лінійну поверхню. Сьогодні зроблено чимало 
спроб ускладнити форму цієї поверхні. Так у 
роботах [2] та [8] розглядаються методи 
відсіювання викидів за допомогою сфер. Автори 
назвали свій алгоритм Support vector data 
description через його подібність до методу 
опорних векторів. Основною ідєю методу є 
побудова сфери найменшого об’єму, що містила 
б усі точки,  що відмічені я точки заданої 
множини. При цьому усі тренувальні об’єкти, що 
є викидами, мають знаходитися ззовні 
побудованої сфери. 

Ще однією широко застосовною 
конструкцією є еліпсоїд мінімального об’єму, що 
містить дану множину точок (minimum volume 
enclosing ellipsoid). У [6] досліджено ймовірність 
того, що об’єкт, який має бути віднесений до 
множини, буде невірно класифікований даним 
еліпсоїдом. Ще одним застосуванням є 
обмеження області,  в якій лежать дані.  У роботі 
[7] еліпсоїд мінімального об’єму застосовується 
разом із методом опорних векторів для побудови 
так званого gap-tolerant classifier. 

Взагалі застосування еліпсоїдів дуже 
широке: їх використовують для оцінки медіани, 
оцінки квантилів певних рівнів а також для 
побудови багатовимірного ранжування даних. 
Автори роботи [5] пропонують алгоритм 
побудови еліпсоїда з найменшим ефективним 
радіусом (least effective radius) на основі 
коваріаційної матриці отриманих даних та 
застосовують його для виявлення викидів у 
бездротовій сенсорній мережі. Зокрема цікавою є 
процедура оновлення коваріаційної матриці та 
переходу до нового еліпсоїда на основі даних, що 
надходять. 

Існує алгоритм, запропонований 
Ю. І Петуніним та наведений у роботах [3] та [4], 
який дозволяє побудувати еліпсоїд, що містить 
задану множину об’єктів. Спочатку він 
розглядався як наближення еліпсоїда 
мінімального об’єму, проте пізніше було 
виявлено, що даний еліпсоїд має фіксовану 
ймовірність попадання в нього, яка залежить 
лише від об’єму вибірки, за якою його будували: 

1
n

n+
. Основними застосуваннями даного 

еліпсоїда на даний момент є багатовимірне 
ранжування даних ([3]) та еліптичний пілінг ([4]). 

 Оригінальний алгоритм, запропонований 
Ю. І. Петуніним, має суттєвий недолік: його 
важко застосовувати у просторах із розмірністю 
більшою за три. 

Метою даної роботи є запропонувати 
модифікацію вихідного алгоритму, що дозволяє 
будувати еліпсоїд Петуніна у просторах 
довільної скінченної розмірності. Асимптотична 
складність модифікованого алгоритму співпадає 
зі складністю оригінального. 

Структура статті є наступною. У другій 
частині ми наведемо оригінальний алгоритм та 
вкажемо його недоліки. Третя частина буде 
присвячена модифікації даного алгоритму. Далі 
буде оцінено складність отриманого алгоритму ті 
наведено його порівняння з вихідним. 

Еліпсоїд Петуніна 

У даній частині ми наведемо алгоритм 
побудови еліпсоїда Петуніна. Як і в роботах [3] 
та [4] для наочності опишемо побудову спочатку 
для простору R2, а потім сформулюємо загальний 
алгоритм для довільного скінченновимірного 
простору. Отже, нехай ми маємо набір точок 
простору Rm (позначимо його { }1,...,n nM x x=

r r
). 

Випадок m=2. Знайдемо діаметр множини 
Mn. Нехай його визначають точки ( ),k kx y  і 

( ),l lx y . Проведемо через точки ( ),k kx y  і ( ),l lx y  
пряму L . Знайдемо вершини опуклої оболонки 
( ),r rx y  і ( ),q qx y ,  що є найвіддаленішими від 
прямої L  та лежать по різні сторони від неї.  
Проведемо через точки ( ),r rx y  і ( ),q qx y  прямі 

1L  і 2L , паралельні до L .  Через точки ( ),k kx y  і 

( ),l lx y  будуємо дві прямі 3L  і 4L , 
перпендикулярні до L . Перетин прямих 1L , 2L , 

3L  і 4L  утворюють прямокутник, сторони якого 
мають довжини a  і b  (нехай, для визначеності, 
a b£ ). Здійснимо поворот та перенос системи 
координат, так щоб лівий нижній кут 
прямокутника був розташований на початку 
нової системи координат з осями Ox¢  і 'Oy , а 
точки ( )1 1,x y , ( )2 2,x y , ..., ( ),n nx y  перейшли в 
точки ( )1 1,x y¢ ¢ , ( )2 2,x y¢ ¢ , ..., ( ),n nx y¢ ¢ . Виконаємо 
стискання абсцис усіх точок ( )1 1,x y¢ ¢ , ( )2 2,x y¢ ¢ , ..., 

( ),n nx y¢ ¢  з коефіцієнтом a
b

a =  і одержимо 

сукупність точок ( )1 1,x y¢ ¢a , ( )2 2,x y¢ ¢a , ..., 
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( ),n nx y¢ ¢a ,  що лежать у квадраті S . Знайдемо 
центр ( )0 0,x y¢ ¢

 квадрата S  й обчислимо відстані 
від нього до кожної точки 1 2, ,..., nr r r . Знайдемо 
найбільше число ( )1 2max , ,..., nR r r r= . Побудуємо 
коло з центром у точці ( )0 0,x y¢ ¢  і радіусом R . 
(Усі точки ( )1 1,x y¢ ¢a , ( )2 2,x y¢ ¢a , ..., ( ),n nx y¢ ¢a  тепер 
лежать всередині цього кола.)  Застосовуємо до 
цього кола операцію розтягування уздовж осі 

Ox¢  з коефіцієнтом 1
b =

a
 і зворотні 

перетворення повороту і переносу, одержуючи 
шуканий довірчий еліпс. Легко бачити, что 
середня складність цього алгоритму визначається 
складністю побудови опуклої оболонки і 
дорівнює ( )lgO n n . 

Випадок m>2. Знайдемо діаметр множини 
Mn. Нехай kxr  і lxr  — дві вершини,  що лежать на 
ньому. Проведемо через kxr  та lxr  пряму L . 
Здійснимо поворот і перенос системи координат, 
так щоб діаметр опуклої оболонки лежав на осі 

1Ox¢ . Спроектуємо точки на підпростір, 
перпендикулярний 1Ox¢ . У даному підпросторі 
здійснимо аналогічні дії (побудову опуклої 
оболонки, перенос та поворот). 
Повторюватимемо дані кроки, доки розмірність 
підпростору, на який необхідно проектувати 
точки, не стане рівною одиниці. Після цього 
побудуємо найменший прямокутний 
паралелепіпед, сторони якого напрямлен вздовж 
координатних вісей, що містить точки 1,..., nx x¢ ¢r r . 
Стиснемо простір, перетворюючи прямокутний 
паралелепіпед у гіперкуб. Знайдемо центр 0xr  
гіперкуба й обчислимо відстані 1 2, ,..., nr r r  від 
нього до кожної точки. Знайдемо найбільше 
число ( )1 2max , ,..., nR r r r= . Побудуємо гіперкулю 
з центром у точці 0xr  і радіусом R . Застосуємо до 
цієї гіперкулі зворотні операції розтягування, 
повороту і переносу, одержуючи необхідний 
еліпсоїд у вихідному просторі. 

Основним недоліком даного алгоритму є 
складність його застосування у випадку m>3. Так 
зокрема складною є побудова повороту на 
кожному кроці. У зв’язку з цим зменшення 
розмірності підпростору також створює 
складнощі при реалізації алгоритму. Практичне 
застосування алгоритму є зручним лише у дво- та 
тривимірному просторах. 

Альтернативний алгоритм 

У цій частині ми дещо модифікуємо 
вихідний алгоритм побудови довірчого еліпсоїда 
з метою його зручного застосування для точок 
простору Rm, m>2. Помітимо, що основною 
метою алгоритму в цьому випадку є побудова 
такого лінійного перетворення простору, при 
якому обрані на кожному кроці діаметри множин 
(або їх опуклих оболонок) будуть паралельними 
до векторів базису простору. Після цього все 
зводиться до простого стискання та знаходження 
найбільш віддаленої від центру точки. 

Нашою основною метою є чітко описати 
побудову зазначеного вище лінійного 
перетворення. Уявімо, що в процесі побудови ми 
на кожному кроці не виконували повороти, а 
просто проектували та зсували наші вектори. 
Тоді в кінці нам відомі усі вектори діаметрів 
опуклих оболонок. З побудови очевидно, що 
вони утворюють ортогональну систему векторів. 
Нормуємо її та позначимо 1 2{ , , , }mmB a a a= ¼

r r r
. 

Після цього нашим завданням є знайти 
унітарне перетворення простору, за якого дана 
ортонормована система векторів стане базисом. 
Ця задача стає тривіальною, якщо врахувати, що 
при оберненому перетворенні образами базисних 
векторів будуть вектори нашої системи mB . 
Тобто фактично нам відома матриця оберненого 
перетворення: 

1
1 2( | | | )mU a a a- = ¼
r r r

 
або ж 

1
1 2( | | | )mU a a a -= ¼
r r r

 
На цьому кроці дуже зручним є те, що U  — 

унітарний оператор, а тому 1 TU U- = . 
Наступним кроком до спрощення процесу 
реалізації нашого алгоритму буде модифікація 
переходу до підпростору меншої розмірності. 
Нашою метою тут є зробити так,  щоб зсув 
простору був одним. Для цього розглянемо 
перший крок алгоритму. Нехай ми знайшли 
вектори діаметра опуклої оболонки нашої 
множини точок (позначимо їх kx

r
 та lx

r
). Якщо 

не робити поворот та зсув, на першому кроці нам 
необхідно спроектувати наші точки на лінійний 
многовид kx L+

r
, де L — ортогональне 

доповнення прямої, визначеної вектором k lx x-
r r

. 
Фактично це гіперплощина, що проходить через 

kx
uur

 та ортогональна до k lx x-
r r

. Позначимо 
точки, отримані після проектування 

(1) (1){ , 1, 1}n iM x i n= = -
r

. Зауважимо, що кількість 
різних точок після проектування зменшиться на 
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одну, бо за побудовою проекцією точки kx

uur
 буде 

lx
ur

.  Покажемо,  що для подальших кроків ми 
можемо не переходити до підпросторів меншої 
розмірності. Замість цього нам достатньо на 
кожному кроці виконувати проектування на 
лінійний многовид, підпростір якого є 
гіперплощиною, ортогональною до вектора 
діаметру опуклої множини. Нехай на деякому 
кроці ми маємо множину (k) (k){ , 1, }n iM x i n k= = -

r
 

векторів простору Rm, що належать лінійному 
многовиду y+L1, розмірність якого дорівнює p. 
Припустимо також, що ми знайшли вектор 
діаметру даної множини і він дорівнює 

( ) ( )k k
l tx x-r r . Розглянемо тепер гіперплощину, 

ортогональну до цього вектора. Її рівняння має 
вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )k k k k k
l t t l tx x x x x x- = -r r r r r r  

При цьому проекція точки на дану 
гіперплощину має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 2

( , ) ( , ) ( )
|| ||

k k k k k
k kl t t l t

l tk k
l t

x x x x x xPx x x x
x x

- - -
= - -

-

r r r r r r
r r r r

r r

Оскільки ( )k
txr  лежить в 1L , то ( )

1 1
k

ly L x L+ = +r r . 

Тому якщо 
( )

1

k
tx x LÎ +
rr

, то 
( )

1,
k

tx x y y L= + Î
rr r r

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
kk k k k

tl t l tPx x x x x y x xa a= - - = + - -
rr r r r r r r

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2

( , ) ( , )
|| ||

k k k k k
l t t l t

k k
l t

x x x x x x
x x

a
- - -

=
-

r r r r r r

r r . Також 

ми знаємо, що ( ) ( )
1( )k k

l tx x La - Îr r , а тому 
( )

1

k
tPx x LÎ +
rr

. При цьому за означенням проекції 
Px  належить гіперплощині 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )k k k k k
l t t l tx x x x x x- = -r r r r r r ,  яка теж є 

лінійним многовидом. Тому проекції наших 
точок лежатимуть у перетині двох лінійних 
многовидів, причому наша гіперплощина є 
лінійним многовидом ( )

2
k

tx L+r , де 2L  —  це 
підпростір розмірності m-1. Перетин цих 
лінійних многовидів має вигляд ( )

1 2
k

tx L L+ Çr  

При цьому оскільки ( ) ( )k k
l tx x-r r  ортогональний до 

2L , то 1 2
mL L R+ = . Запишемо тепер формулу 

Грасмана, щоб знайти розмірність 1 2L LÇ : 

1 21 dimm m p L L= - + - Ç  
звідки 

1 2dim 1L L pÇ = -  

З урахуванням цього ми на кожному кроці 
можемо виконувати проекцію на гіперплощину 
перпендикулярну вектору діаметра, що 
проходить через одну з точок цього діаметра. 
При цьому насправді на кожному кроці 
розмірність многовида, у якому лежатимуть 
точки, зменшуватиметься. В оригінальному 
алгоритмі це перехід до підпростору,  що 
перпендикулярний черговій осі координат, 
отриманій після повороту. 

Таким чином у підсумку наш алгоритм 
набуває вигляду: 

Вхідні дані: { }1,...,n nM x x=
r r

 
Алгоритм 

1. ( )0 ,   ,  0n nM M B k¬ =Æ = ; 
2. Доки 1k m< -  виконувати: 

2.1. Знайти 
( )
 
k

lx
ur

 та 
( )k
tx
r

 —  точки,  що 
визначають діаметр множини ( )k

nM ; 

2.2. 
( ) ( )

( ) ( )|| ||

k k
l t

k k
l t

x xB B
x x

ì ü-
¬ í ý-î þ

È
r r

r r ; 

2.3. ( ) ( )1k k
n L nM P M+ ¬ , де L — це 

гіперплощина, визначена рівнянням 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )k k k k k
l t t l tx x x x x x- = -r r r r r r ; 

2.4. 1k k¬ + ; 
3. Сформувати матрицю U,  стовпчиками якої є 

вектори множини B;  
4. ' T

n nM U M¬ ; 
5. Знайти мінімальний паралелепіпед зі 

сторонами, напрямленими вздовж 
координатних осей, що містить множину 

'
nM . Нехай cr  — центр цього паралелепіпеда;  

6. Побудувати перетворення S, що переводить 
цей паралелепіпед в куб;  

7. '' '
n nM SM¬ , 'c Sc¬

r r ; 

8. { }' ''max || ||,  nR x c x M¬ - Î
r r

; 

9. 2

1 0
1

0 1
E

R

¼æ ö
ç ÷¬ ç ÷
ç ÷¼è ø

M O M ; 

10. T TE US ESU¬ , c Uc¬
r r

; 
Вихідні дані: E  — матриця вихідного 

еліпсоїда, cr  — центр.  
Застосування запропонованого алгоритму 

можливе лише у випадку, коли шуканий еліпсоїд 
існує та є не виродженим. Іншими словами не 
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має існувати підпростору вихідного простору Rm, 
що містить вхідну множину точок.  

Складність 

У даній частині ми вважатимемо операції 
проектування точки на афінний підпростір, 
лінійного перетворення простору та порівняння 
двох точок елементарними, оскільки  

Асимптотично найскладнішою частиною 
обох алгоритмів є знаходження діаметра 
скінченної множини точок. Кількість операцій, 
необхідна для пошуку діаметра перебором, 

дорівнює 
( 1)

2
n n-

.  Проте цей результат може 

бути покращений для дво- та тривимірних 
просторів за допомогою опуклої оболонки. 
Можна побудувати опуклу оболонку та 
здійснювати перебір по її вершинах. 
Асимптотична складність таких дій буде 

( 1)( lg )
2

z zO n n -
+ , де z —  кількість вершин 

опуклої оболонки. В найгіршому випадку 
складність залишиться квадратичною, проте для 
більшості вибірок кількість вершин опуклої 
оболонки є незначно у порівнянні з розміром 
вибірки, тому складність для таких вибірок буде 

( lg )O n n . Для просторів Rm, m>3 складність 
алгоритмів буде 2( )O n  

Порівняння на практиці 

Порівняння алгоритмів проводилося для дво- 
тривимірного випадку. Обидва алгоритми було 
реалізовано мовою R. Було згенеровано 100 
вибірок,  кожна з яких містила по 200  векторів.  
Кожна вибірка містила по 100 векторів з двох 
нормальних розподілів з однаковими 
діагональними матрицями коваріації та різними 
векторами математичних сподівань. Для кожного 
алгоритму розглядався сумарний час роботи на 
всіх 100 вибірках. Прийнявши сумарний час 
роботи оригінального алгоритму у двовимірному 
випадку за одиницю, результати мають 
наступний вигляд: 

 Оригінальний 
алгоритм 

Модифікований 
алгоритм 

R2 1 2,0082 
R3 1,9951 2,9404 

 Таблиця 1. Порівняння часу роботи 
алгоритмів. 
 

Слід зауважити, що для тривимірного 
простору після першого проектування в 
оригінальному алгоритмі задача зводиться до 
випадку m=2.  Це означає,  що після повороту ми 
можемо на площині, перпендикулярній, 1Ox¢  
застосувати алгоритм для випадку m=2 та 
побудувати шуканий прямокутник, а потім за 
ним побудувати паралелепіпед у просторі. Це 
було враховано при програмній реалізації 
оригінального алгоритму. Таке спрощення 
зменшує кількість необхідних пошуків діаметру 
множини на 1 і нам необхідно буде їх 
здійснювати 1m-  разів. Модифікований 
алгоритм при цьому вимагає здійснювати пошук 
діаметру множини m разів.  В іншому алгоритми 
здійснюють подібні дії. Таким чином 
співвідношення між часом роботи двох 
алгоритмів на одних і тих самих вхідних даних 

має бути близьким до 
1m

m
-

, що і відображено у 

результатах. 
Як випливає з результатів порівняння, 

модифікований алгоритм має дещо більший час 
роботи. Проте зі збільшенням розмірності 
простору дана різниця нівелюється. Крім того, як 
ми вже казали раніше, застосування 
оригінального алгоритму у просторих з 
розмірністю,  більшою за 3,  є проблематичним у 
зв’язку зі складністю побудови поворотів 

Висновки 

У статті запропоновано новий алгоритм 
побудови еліпсоїда Петуніна. Даний еліпсоїд 
застосовується для багатовимірного ранжування 
та пілінгу даних для оцінки медіани. Наведено 
складність отриманого алгоритму та проведено 
порівняння з оригінальним алгоритмом. 
Основною його перевагою є легкість 
застосування для просторів довільної скінченної 
розмірності. Недоліком є дещо більший час 
роботи порівняно з оригінальним алгоритмом на 
просторах розмірності 2 і 3. Подальшим 
покращенням могло б стати вдосконалення 
процесу знаходження діаметру множини. 

Ще однією проблемою, яка виникає при 
побудові даного еліпсоїда є досягнення наперед 
визначеного рівня значущості. Зі зростанням 
кількості тренувальних даних рівень значущості 
згідно ймовірності потрапляння до еліпсоїда буде 
прямувати до нуля. Для отримання, наприклад, 
рівня значущості 0,05 необхідно 19 тренувальних 
точок. Тому постає питання вибору цих 19 точок 
так, щоб отриманий еліпсоїд містив тренувальну 
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вибірку та деякою мірою відображав сукупність, 
з якої було взято дані. 
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У статті проводиться порівняльний аналіз можливостей сучасних пакетів математичного 

програмування для задачі нелінійної оптимізації. Окреслено коло базових чисельних методів 

оптимізації розв'язання нелінійних задач. Подається перелік існуючих оптимізаторів та мов 

математичного програмування. Наводяться основні напрямки можливого розвитку існуючих 

інструментаріїв.  

Ключові слова: алгоритм, розв’язувач, мова алгебраїчного моделювання, чисельний метод, 

нелінійна оптимізація. 

 

Nonlinear programming problems are in general more difficult to solve than linear programming 

problems. Solving nonlinear problems without modern technologies would be complicated and laborious. 

Effective application of a particular algorithm for solving a nonlinear constrained optimization problem 

primarily depends on the optimization algorithm practical realization quality.  

Most frequently used solvers (for solving constrained optimization problems) and algebraic modelling 

languages are represented. Point is also made of software packages operational functionality. It is 

concluded that there is no universal algorithm for solving nonlinear optimization problem. 

An article deals with most common nonlinear optimization problem solvers and methods employed by this 

solvers. Numerical methods which are mostly used in mathematical software are the following: GRG 

method, interior point method, quasi newton method, branch and bound method, Frank–Wolfe algorithm 

(also known as conditional gradient method) and trust region method. Programming languages used to 

develop optimization algorithms were also analyzed. 

It is also stated that nonlinear systems properties analysis is carried out only within used optimization 

method. Therefore, the question of instrumental analysis (especially for systems where the mathematical 

model changes are required) is not resolved jet. 

Keywords: algorithm, solver, numerical method, nonlinear optimization. 

 

Статтю представив д.т.н., проф. Волошин О.Ф.  
 

Розвиток моделей і методів оптимізації 

стимулювався значним збільшенням розмірності 

і складності оптимізаційних задач, викликаним 

істотним технологічним підйомом після другої 

світової війни [1, с.13]. 

Найбільш поширені пакети 

математичного програмування, що надають 

можливість проведення аналізу властивостей 

лінійних моделей, були розглянуті у попередній 

статті [2]. 

Проте, процеси різної природи 

формалізуються задачами нелінійного 

програмування різної складності. Переважна 

більшість прикладних задач оптимізації є 

нелінійними. Чисельне розв’язання задачі 

нелінійної оптимізації без застосування сучасних 

технологій бачиться складним та обтяжливим. 

Тому сучасні процедури аналізу та алгоритми 

нелінійної оптимізації, що використовуються для 

їх розв’язання у пакетах прикладного 

математичного програмування, викликають 

жвавий науковий інтерес як базовий 

інструментарій розв'язання практичних задач. 

Загальна теорія розв'язання задач 

нелінійного програмування на даний час 

знаходиться в стані становлення. Для розв’язання 

таких задач на практиці використовуються 

алгоритмічно запрограмовані чисельні методи, 
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які розв’язують задачу за допомогою ЕОМ. 

Теоретична та практична складність проблеми 

обмежує можливості для створення 

загальноприйнятого універсального чисельного 

методу, який дозволяв би отримувати 

оптимальний розв’язок для будь-якої задачі 

нелінійної оптимізації. Через це під час 

розв’язання оптимізаційної задачі, що була 

сформульована як задача нелінійного 

програмування, можуть знадобитись декілька 

методів. Тому вибір та ефективне застосування 

кожного з них у процесі розв’язання задачі 

нелінійної оптимізації залежить насамперед від 

якості практичної реалізації алгоритмів 

оптимізації, які є в розпорядженні у дослідника. 

Формально задача нелінійного 

програмування може бути сформульована таким 

чином: 

Мінімізувати  

,    (1) 

за m лінійних та(або) нелінійних 

обмежень у вигляді рівностей 

   (2) 

і  лінійних та(або) нелінійних 

обмежень у вигляді нерівностей: 

  (3) 

[3, c. 19]. 

Математичні методи, які були розроблені 

дослідниками в минулому, дозволяють 

розв’язати (в багатьох випадках) задачі вигляду 

(1)-(3) багатьма способами.  

Методи їх розв’язання прийнято поділяти 

на прямі та двоїсті, у залежності від того, чи 

розв’язують вони вихідну задачу, або ж 

знаходять відповідь із допомогою двоїстої. 

Програмна реалізація методів дозволила підняти 

на якісно новий рівень швидкість вирішення 

проблем оптимізації [1, 4]. 

В результаті бурхливого розвитку 

прикладного програмного забезпечення у сфері 

математичних комплексів з’явилась велика 

кількість математичних пакетів, що дозволяють 

розв’язувати задачі математичної оптимізації. З 

одного боку, це було "спровоковане" ростом та 

можливостями обчислювальних потужностей 

комп’ютерних систем, і з іншого, нагальною 

виробничою необхідністю (формуються вимоги 

до інструментарію проведення обчислень). Тому 

на сьогоднішній день ми маємо досить широкий 

діапазон для вибору інструментарію, що 

використовується. 

Таке розмаїття породжує резонне 

запитання – то який саме математичний пакет 

краще враховує потреби "замовника" та 

придатний  для розв’язання конкретної задачі? 

У сучасних наукових дослідженнях 

ретельно розглянуті питання використання 

прикладних програмних комплексів та наявних 

алгоритмів для розв’язання конкретної 

прикладної задачі нелінійної оптимізації. У таких 

дослідженнях робляться висновки про 

продуктивність та доцільність використання 

конкретного алгоритму для розв’язання типової 

задачі. Нам здається необхідним зробити акцент і 

на огляді та порівнянні існуючого 

інструментарію не лише на базі конкретної 

задачі, а за допомогою аналізу і висвітлення 

спектру функціональних можливостей у 

програмних продуктах, що використовуються 

найчастіше. 

В цілому арсенал для розв’язання задачі 

оптимізації можна поділити на мови 

алгебраїчного моделювання та на розв’язувачі. 

Серед мов алгебраїчного моделювання 

можна виділити шість найбільш вживаних [5]. 

Такі системи використовують для опису та 

розв’язання проблем високої складності 

великомасштабних математичних розрахунків.  

Цей список містить такі мови:  

1.nAIMMS (Аdvanced Interactive 

Multidimentional Modeling System); 

2. AMPL (A Mathematical Programming 

Language); 

3. GAMS (General Algebraic Modelling 

System); 

4. LINDO/LINGO; 

5. MPL (Mathematical Programming 

Language); 

6. MathLab. 

Будучи системами моделювання високого 

рівня, вони підтримують велику кількість і 

комерційних розв’язувачів, і таких що мають 

відкритий код. Перевага використання мови 

алгебраїчного моделювання як середовища 

програмування полягає у тому, що у разі її 

використання оптимізаційна модель записується 

лише один раз, а для того, щоб змінити алгоритм 

(тобто розв’язувач, який реалізовує такий 

алгоритм), достатньо змінити декілька рядків 

коду і параметри моделі будуть передаватися у 

зазначеному напрямку. Це не тільки звільняє від 

необхідності переписувати модель декілька разів, 

але й надає можливість порівняти розв’язання 

тієї ж самої моделі різними методами.  

Також існують дослідження, що 

порівнюють конкретні розв’язувачі, які 
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використовує дослідник під час розв’язання своєї 

задачі у рамках використання конкретної мови 

математичного програмування [6], наприклад, 

AMPL [7] або GUMS [8]. 

Серед розв’язувачів найбільш вживаними 

для розв’язання задач нелінійної умовної 

оптимізації визначають такі: CONOPT, SNOPT, 

Gurobi, MOSEK, KNITRO, MINOS, LOQO, 

IPOPT,BARON, XPRESS. 

Варто також зазначити, що серед вище 

перелічених мов, LINDO та MathLab 

(Optimizational Toolbox) являють собою і мову 

алгебраїчного моделювання і оптимізатор 

одночасно. Саме тому вважаємо за необхідне 

включити їх у список розв’язувачів, які будемо 

досліджувати. 
Таблиця 1 

Розв’язувач Алгоритмізований метод 

LINDO GRG method (Метод 

умовного градієнта) 

CONOPT GRG method (Метод 

умовного градієнта) 

LOQO Метод внутрішньої точки 

SNOPT Квазіньютонівський метод 

KNITRO Метод довірчих інтервалів 

MOSEK Метод внутрішньої точки 

MINOS Метод умовного градієнта 

BARON Метод гілок і меж 

XPRESS Метод гілок і меж 

IPOPT Метод внутрішньої точки 

Mathlab 

Optimizational 

Toolbox 

Метод довірчих інтервалів 

У таблиці 1 наведені найбільш поширені 

пакети прикладного програмування, що оснащені 

розв’язувачами нелінійних задач математичного 

програмування та методи, які вони 

використовують для розв’язання. 

Керуючись інформацією, отриманою під 

час проведення дослідження, можемо 

констатувати, що найбільш згадуваними у 

літературі і поширеними вважаються 

оптимізатори: KNITRO, SNOPT та MINOS. 

Порівняльна таблиця 1 наочно 

демонструє, що розв’язувачі використовують 

різноманітні методи. Це підтверджує зроблене на 

початку статті зауваження, що нелінійне 

програмування, на відміну від лінійного, не має 

універсального методу розв’язання 

оптимізаційних задач. З іншого боку, це надає 

можливість для отримання кращого результату за 

рахунок того, що можна вирішити проблему 

оптимізації декількома методами і порівняти 

результати, або навіть заздалегідь подивитись на 

спеціалізованих сайтах, який саме метод 

використовується для розв’язання конкретної 

задачі, що дозволяє користувачу самостійно 

визначити, який саме розв’язувач 

використовувати. Адже кожна задача унікальна, 

а найефективніший алгоритм може варіюватись. 

Мови, на яких написані алгоритми 

оптимізації, належать до ешелону перших мов 

програмування: C/С++ та FORTRAN (його різні 

модифікації(версії), як то Fortran77, Fortran 90, 

Fortran95 тощо). Це пов’язано з тим, що 

теоретична база цих алгоритмів була розроблена 

раніше, аніж почали бурхливо розвиватися 

комп’ютерні технології загалом і мови 

програмування зокрема. Як тільки з’явилась 

фундаментальна практична база і можливість 

запрограмувати існуючі алгоритми оптимізації, 

починаючи з 70-х років з’являлися і перші версії 

оптимізаторів, які були згодом покращені. 

У той час, як у лінійному програмуванні 

переважна більшість задач розв’язується за 

допомогою програмного забезпечення, що 

розв’язує задачі загальновизнаним ефективним 

симплекс-методом [2], та робляться активні 

спроби застосування релаксаційних схем та 

структурного аналізу властивостей лінійних 

систем [9], нелінійне програмування все ще 

залишається областю дослідження на стадії 

становлення, включає в себе елементи 

експериментування.  

Можна констатувати, що нелінійні задачі 

оптимізації все ще не мають універсального 

алгоритму розв’язання. Більшою мірою на 

сьогоднішній день процес розв’язання задачі 

нелінійного програмування зводиться до пошуку 

найкращого алгоритму для розв’язання 

конкретної задачі шляхом порівняння результатів 

використання різних методів. Аналіз 

властивостей нелінійних систем проводиться 

лише у рамках методу оптимізації, що 

використовується. І тому питання 

інструментального аналізу властивостей таких 

систем (особливо при змінах параметрів 

математичної моделі) комплексно не вирішено. 

Це залишає широке поле для подальших 

наукових досліджень. 
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Досліджено плазму електродугового розряду між Cu – Ni електродами в потоці аргону за 

допомогою оптичної емісійної спектроскопії у припущенні локальної термодинамічної рівноваги. 

Методом відносних інтенсивностей одержані радіальні профілі температури у стовпі плазми. Для 

визначення радіального розподілу температури використані спектральні лінії міді та нікелю. 

Рекомендовані спектральні лінії Ni I для діагностики плазми. 

 

Ключові слова: плазма електродугового розряду, оптична емісійна спектроскопія, метод 

відносних інтенсивностей. 

 

Plasma of electric arc discharge between Cu–Ni electrodes in argon flow at arc current 3.5 A in the 

assumption of local thermodynamic equilibrium was investigated by optical emission spectroscopy. The 

qualitative difference between emission spectrum of the investigated plasma source in comparison with the 

free-burning electric arc in air was found. Namely, its spectrum contains a much larger number of nickel 

atomic spectral lines. Selection of Ni I spectral lines for purposes of plasma diagnostics was carried out. The 

radial profiles of temperature in discharge column were obtained by method of relative intensities of spectral 

lines. Copper and nickel atomic spectral lines were used with this aim. The total intensity of three spectral 

lines Ni I 508.0, 508.1, 508.4 nm in combination with line Ni I 547.6 nm is proposed to determine the 

temperature by method the relative intensities in diagnostics of plasma with nickel vapour impurities. 

 

Key words: plasma of electric arc discharge, optical emission spectroscopy, method of relative 

intensities. 

 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Анісімов І.О. 
 

Вступ  

На сьогодні при виготовленні електродів або 

контактів приладів, які використовуються в 

електротехнічній галузі для комутації 

електричного струму, часто використовуються 

композитні матеріали [1]. Перевагою таких 

матеріалів є поєднання високої ерозійної 

стійкості та задовільної теплопровідності і 

електропровідності. Зокрема, прийнятні ерозійні 

властивості композитів забезпечуються завдяки 

тугоплавкій компоненті в цій композиції 

(наприклад, вольфраму, молібдену або оксидів 

металів). Наявність легкоплавкої компоненти у 

складі композита (наприклад, міді або срібла) 

забезпечує необхідну електропровідність та 

теплопровідність. Такі композитні матеріали, як 

правило, виготовляються методами порошкової 

металургії [2, 3]. 

Очевидно, розробка композитних матеріалів 

не може бути покращена без досконалого 

вивчення впливу електричної дуги на робочий 

шар поверхні електродів. Отже, доцільно 

дослідити вплив параметрів плазми дугового 

розряду на ерозійні властивості таких 

композитів. Тому, першочерговим завданням 

такого типу досліджень є розробка засобів 

контролю параметрів плазми таких розрядів [4]. 

Раніше  для  діагностики  електричної   дуги,   яка 
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Рис. 1 Оптична схема експериментальної установки [8]. 

 

горить у повітрі [5-7] або в потоці аргону [8] між 

композитними електродами на основі міді або 

срібла, розроблені методи оптичної емісійної 

спектроскопії плазми та лазерної абсорбційної 

спектроскопії. У припущенні локальної 

термодинамічної рівноваги (ЛТР) в плазмі 

досліджено дуговий розряд силою струму 3.5 або 

30 А між плоскими торцевими поверхнями 

неохолоджуваних стрижневих електродів. Такі 

дуги можуть бути використані як модельне 

джерело реальних дугових розрядів у 

комутуючих приладах електротехнічної 

промисловості. 

Мета цієї роботи – розробка методики 

оптичної емісійної спектроскопії плазми 

електричної дуги з домішками парів нікелю. А 

саме, в рамках цього дослідження, виконується: 

- порівняння спектрів випромінювання 

плазми вільно існуючого розряду між Cu–Ni 

електродами у повітрі та в потоці аргону; 

- селекція спектральних ліній та 

спектроскопічних констант атому нікелю для 

використання їх в оптичній емісійній 

спектроскопії при визначенні температури 

плазми. 

Отже, застосування перевіреної в цій роботі 

спектроскопічної методики дозволить дослідити 

на наступних етапах проблему взаємодії плазми 

дуги і поверхні композитних Cu–Ni електродів. 

 

Експериментальна установка 

Електрична дуга запалювалась у потоці 

аргону (6.4 стандартних літрів на хвилину) між 

торцевими поверхнями неохолоджуваних 

електродів. Розрядний проміжок складав 8 мм, 

діаметр електродів – 6 мм, струм дуги – 3.5 А. 

Електроди розташовані вертикально: верхній 

електрод – Ni (катод), нижній електрод – Cu 

(анод). Такого типу розряд можна розглядати як 

спрощену початкову модель електричної дуги 

між композитними електродами Cu–Ni. Потік 

газу (аргону) у цьому джерелі спрямовувався з 

боку верхнього електроду співвісно до розряду.  

З метою порівняння одержаних результатів 

виконували дослідження вільно існуючої у 

повітрі електричної дуги у такому ж режимі 

роботи розряду. 

Для одночасної реєстрації спектральних та 

просторових розподілів інтенсивності 

випромінювання електричної дуги застосували 

розроблену раніше методику діагностики [8]. У 

цьому випадку використали дифракційний 

спектрометр та цифрову камеру на основі 

приладу із зарядовим зв’язком (ПЗЗ) (рис. 1). 

Для обробки отриманих зображень спектрів 

випромінювання плазми використано графічний 

інтерфейс користувача [8]. 

Реєстрацію просторових розподілів 

інтенсивності випромінювання електродугового 

розряду виконували у спектральному діапазоні 

400 – 660 нм. 

Через бічне спостереження неоднорідного 

плазмового об’єкта (як було реалізовано в даній 

експериментальній установці) для одержання 

локальних значень інтенсивності необхідно 

застосовувати перетворення Абеля. В графічному 

інтерфейсі користувача ця процедура 

виконується відповідно до алгоритму, 

запропонованому в роботі [9], у припущенні 

осьової симетрії джерела оптичного 

випромінювання [8]. 

В процесі реєстрації спектрів 

випромінювання електродугової плазми 

врахована нерівномірність спектральної 

чутливості ПЗЗ матриці. Максимальна чутливість 

використаної в експериментальних дослідженнях 
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Рис. 2. Спектр випромінювання електродугового розряду між Cu-Ni електродами в повітрі. 
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Рис. 3. Спектр випромінювання електродугового розряду між Cu-Ni електродами в потоці аргону. 
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Таблиця 1 

Спектроскопічні дані Cu I та Ni I. 

 

Е
л
ем

ен
т 

λ, нм Перехід i → j gj gi Ej, еВ Ei, еВ gj fji [10] gj fji [11] gj fji [5] 

Cu I 

510.5 3d
9
4s

2
 →3d

10
4p 6 4 1.38 3.81 0.0312 0.02 0.0197 

515.3 3d
10

4p→3d
10

4d  2 4 3.78 6.19 0.96 1.9 1.6466 

521.8  3d
10

4p→3d
10

4d 4 6 3.81 6.19 1.84 2.4 1.9717 

570.0 3d
9
4s

2
 →3d

10
4p 4 4 1.64 3.81 0.0048 0.0069 0.0057 

578.2 3d
9
4s

2
→3d

10
4p 4 2 1.64 3.78 0.01656 0.027 0.0130 

Ni I 

508.0 3d
9
(

2
D)4p→3d

9
(

2
D

5/2
)4d 11 9 3.65 6.09 1.35 8.0  

508.1 3d
9
(2D)4p→3d

9
(

2
D

3/2
)4d 9 7 3.84 6.28 1.96 6.7  

508.4 3d
9
(

2
D)4p→3d

9
(

2
D

5/2
)4d 7 9 3.67 6.11 1.05 2.1  

547.6 3d
10

 →3d
9
(

2
D)4p 1 3 1.82 4.08 0.13 0.21  

 

матриці перебуває в діапазоні довжин хвиль 500 

– 600 нм. Для корекції нерівномірності її 

спектральної чутливості (в досліджуваному 

діапазоні 400 – 600 нм) використали еталонну 

вольфрамову лампу. 

Додатковою проблемою у процесі реєстрації 

спектрів є недостатній динамічний діапазон 

цього типу матриці. З метою оптимального 

вимірювання інтенсивності спектральних ліній в 

кожному експерименті підбирали відповідний 

час експозиції. З цією ж метою, в разі потреби, 

використовували нейтральні світлофільтри. 

 

Результати та обговорення 

На першому етапі виконували 

спектроскопічні дослідження плазми вільно 

існуючого електродугового розряду у повітрі. На 

рис. 2 показано спектр випромінювання плазми, в 

якому чітко спостерігаються спектральні лінії як 

атома міді, так і атома нікелю. На цьому етапі 

також виконали попередню селекцію 

спектральних ліній та спектроскопічних констант 

атома нікелю. 

На наступному етапі досліджень 

зареєстровано спектр плазми електродугового 

розряду в потоці аргону (рис. 3). Порівняння 

спектрів, представлених на рис. 2 та 3, дозволяє 

зробити висновок, що спектр випромінювання 

плазми електродугового розряду у потоці аргону 

містить значно більшу кількість спектральних 

ліній атома нікелю. Цей ефект потребує 

подальшого, більш детального, дослідження.  

Для визначення температури плазми (у 

припущенні ЛТР) використали метод відносних 

інтенсивностей із залученням спектральних ліній 

Ni I 508.4 та 547.6 нм. 

Проте, дослідженнями встановлено, що 

поруч зі спектральною лінією 508.4 нм 

розташовані ще лінії Ni I 508.0 та 508.1 нм. 

Тобто, фактично зареєстрований просторовий 

розподіл інтенсивності випромінювання в околі 

508 нм складається із трьох спектральних 

компонент. Зазначимо, що енергії збудження 

верхніх рівнів спектральних переходів 

досліджуваних ліній (508.0, 508.1, 508.4 нм) 

складають, відповідно, 6.09, 6.28, 6.11 еВ. Крім 

того, внесок випромінювання кожної 

спектральної лінії в результуючий просторовий 

розподіл інтенсивності є співвимірним. Тому, 

при визначенні радіального розподілу 

температури запропоновано використати 

сумарну інтенсивність цих ліній.  

У розрахунках профілю температури 

використали середню енергію збудження 

зазначених трьох спектральних ліній, а добуток 

jij fg   необхідно взяти як суму трьох 

доданків (табл. 1): 
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4..5081..5080.508 )()()( jijjijjij fgfgfg   (1) 

Крім того, з метою перевірки доцільності 

використання такого підходу, при визначенні 

радіального розподілу температури плазми 

методом відносних інтенсивностей додатково 

залучили такі спектральні лінії атома міді – Cu I 

510.5 та 515.3 нм (табл. 1). В досліджуваному 

режимі роботи дуги спектральні лінії Cu I 521.8, 

570.0, 578.2 нм використати практично 

неможливо через їх слабку інтенсивність 

випромінювання. 

На рис. 4 показано, одержаний із залученням 

спектральних ліній Ni I та Cu I, радіальний 

розподіл температури плазми в середньому 

поперечному перерізі електродугового розряду 

між Cu–Ni електродами силою струму 3.5 А в 

потоці аргону. В розрахунках температури 

використали спектроскопічні константи атома 

нікелю та міді із джерел [11] та [5], відповідно. 

Радіальні профілі температури, визначені із 

залученням спектральних ліній Cu І та Ni І,  

збігаються в межах похибки вимірювань.  

Таким чином, запропонований у цьому 

дослідженні спосіб використання сумарної 

інтенсивності спектральних ліній Ni I 508.0, 

508.1, 508.4 нм для визначення температури 

методом відносних інтенсивностей у поєднанні з 

лінією Ni I 547.6 нм можна рекомендувати для 

діагностики плазми з домішками нікелю.  

Крім того, на основі аналізу одержаного 

розподілу температури (рис. 4), можна 

рекомендувати для подальшого використання у 

дослідженнях значень спектроскопічних 

констант атому нікелю саме із роботи [11] (на 

відміну від наведених в базі даних NIST [10]). 
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2000
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7000
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Рис. 4. Радіальний розподіл температури плазми 

електродугового розряду між Cu–Ni електродами 

силою струму 3.5 А із залученням спектральних 

ліній Ni I та Cu I. 

 

Висновки 

Спектроскопічними дослідженнями плазми 

електродугового розряду в потоці аргону між 

Cu–Ni електродами силою струму 3.5 А 

встановлено: 

- якісну відмінність спектру випромінювання 

такого плазмового джерела у порівнянні із вільно 

існуючим розрядом у повітрі, а саме: його спектр 

містить значно більшу кількість спектральних 

ліній атома нікелю; 

- можливість використання для діагностики 

плазми з домішками нікелю сумарної 

інтенсивності трьох спектральних ліній Ni I 

508.0, 508.1, 508.4 нм для визначення 

температури методом відносних інтенсивностей 

у поєднанні з лінією Ni I 547.6 нм. 
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Розраховано напругу холостого ходу кремнієвого сонячного елемента на основі асиметричного n+-

p переходу з модифікованим шаром в області просторового заряду. Розглянуто надбар’єрний та 
тунельний механізми переносу струму через модифікований шар. Для випадку надбар’єрного 
переносу зменшення струму насичення може бути співрозмірне із випадком тунельного переносу. 
Перший випадок є імовірним для модифікованих щарів більшої товщин. Показано що відносне 
зростання напруги холостого ходу складає близько десяти відсотків, якщо струм короткого 
замикання вихідної структури зберігається, принаймні,незмінним. В свою чергу більша товщина 
модифікованого шару дозволяє отримувати вищі значення додаткового струму внаслідок 
додаткового інфрачервоного поглинання. 
Ключові слова: сонячний елемент, модифікований шар, асиметричний n+-p перехід. 

 
An open circuit voltage of n+-p silicon solar cell with amorphized layer inserted in space charge region 

was calculated. Insertion of optical dopant into space charge region can by accompanied by partial 
amorphization of silicon. This lead to local energy band gap increase and potential barriers in conduction 
and valence bands formation. As efficiency of holes injection is very low for asymmetrical junctions, 
saturation current is defined by injection of electron in p-base completely. It was analyzed two principal 
cases of current flow through space charge region: first one corresponds to situation when electrons from 
emitter pass the barrier with assistance of thermionic emission, second one is tunneling. It was shown that 
an increase of open circuit voltage consist nearly ten per cent for both cases, if short circuit current remains, 
at least, unchanged. However, amorphized layer can change current flows of initial cell significantly and 
precise analyze of fill factor and photocurrent is needed to obtain ultimate result. The relative increase of 
open circuit current is comparable for both cases. In turn, larger modified layers allow more efficiently 
improve value of additional photocurrent due to infrared absorption. 

Key Words: solar cell, modified layer, asymmetrical n+-p junction. 

 
Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Скришевський В.А. 

 
1. Вступ 
Коефіцієнт корисної дії кремнієвих 

фотоперетворювачів на основі 
монокристалічного n+-p переходу на 
сьогоднішній день не перевищує 16-18%. 
Дослідження можливостей підвищити 
коефіцієнт корисної дії є важливим 
напрямком сучасної фізики 
напівпровідникових приладів. Одним з 
перспективних підходів до розв’яння такої 

проблеми є застосування домішкового 
фотовольтаїчного ефекта для використання 
квантів з енергією меншою ніж ширина 
забороненої зони монокристалічного 
кремнію 1.12 еВ. Суть цього підходу полягає 
у введенні в кремнієву гратку “глибоких” 
домішок (як наприклад In, Er, S, Te), які 
створюють рівні всередині забороненої зони 
[3,4]. Зазвичай для цього застосовують іонну 
імплантацію з наступними циклами 

© О.В. Козинець, 2015  
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термічного відпалу [4]. Позитивний ефект 
полягає у створенні можливості для 
двоступеневої фото генерації при поглинанні 
квантів з відповідними енергіями. Однак, в 
процесі іонної імплантації можлива небажана 
аморфізація монокристалічного матеріалу в 
певному об’ємі та, як наслідок, збільшення 
ширини забороненої зони до 1.6-1.8 еВ.  

Можливий варіант ефективного 
застосування фотовольтаїчного ефекту є 
іонна імплантація в область просторового 
заряду. По-перше в такому випадку є 
можливість контролювати рекомбінаційні 
характеристики інтерфейсів аморфізованої 
області, по-друге інтенсивність небажаних 
рекомбінаційних процесів по типу Шоклі-
Ріда-Хола через додатково створений 
глибокий рівень в забороненій зоні. 
Зазначимо, що параметри аморфізованого 
шару суттєво залежать від технологічних 
умов проведення іонної імплантації та 
характеристик відпалу. Наявність додаткової 
бар’єрної області може суттєво впливати на 
процеси переносу струму та основні 
характеристики фотоелектричного 
перетворення. Отже, необхідно 
проаналізувати особливості формування 
таких характеристик та визначити допустимі 
параметри аморфізованої області. В роботі 
[2] розглянуто особливості її впливу на 
формування густини струму короткого 
замикання. Розрахунок напруги холостого 
ходу, яка є іншим важливим параметром 
сонячного елемента, запропоновано в даній 
роботі. Для адекватного опису аморфізованої 
області з оптичними домішками використано 
теоретичну модель, яка передбачає наявність 
тонкої (50-100 нм) бар’єрної структури 
всередині області просторового заряду. 
Метою роботи є вивчення закономірностей 
формування напруги холостого ходу в 
системі із складною зонною структурою та 
визначення параметрів аморфізованої 
області, які забезпечують збільшення 
напруги холостого ходу за умови незмінного 
значення густини струму короткого 
замикання. Отримані результати можуть 
бути корисними для практичних досліджень 
подібних структур. 

 
2. Теоретична модель 

Для розрахунку використаємо діодну 
модель, в рамках якої припускають,  що носії 
проходять область просторового заряду без 
розсіяння. Зазвичай концентрація донорних 
домішок в емітері на два-три порядки 
величини більша ніж акцепторної домішки в 
базовій області. Як наслідок, область 
просторового заряду виникає лише в базовій 
області а інжекція електронів з емітера 
визначає струм насичення такої структури. 
Припустимо, що в деякій точці x області 
просторового заряду асиметричного 
кремнієвого n+-p переходу існує аморфізована 
структура товщиною d, яка створює 
потенціальний бар’єр в зоні провідності 
величиною bφ  (відлік енергії від рівня зони 
провідності в точці xAL). Потенціал в області 
просторового заряду шириною L з висотою 
бар’єра 0φ  можна апроксимувати виразом 

2
0 )1(

L
x

−= ϕϕ . Струм на межі поділу область 

просторового заряду–нейтральна область 
бази можна подати або як градієнт 
концентрації неосновних носіїв, або як 
різницю потоків електронів з емітерної та 
базової областей (з урахуванням параметрів 
аморфізованого шару та механізму переносу 
струму). Прирівнявши ці величини, можна 
знайти розподіл концентрації електронів в 
базовій області та густину темнового струму 
[2]: 

( )0( ) ( / (1 / ))(exp / 1)oj V j j f eV kT= + − ,    (1) 
де oj -струм насичення вихідної 

структури, ( )( )2
1 exp /
4n n n bf ev n eV kTφ φ= − + +  - для 

надбар’єрного ( ) ( )0
1 exp /
4n n n nf ev n P V kTφ= − -для 

тунельного  механізму. В цих 
виразах ( )o ALxφ φ φ= − , 

2V -частина напруги 
зправа від аморфізованорго шару, ( )nP V -
коефіцієнт тунельної прозорості, vn - теплова 
швидкості електронів, nn - рівноважна 
концентрація електронів в емітері, к- стала 
Больцмана, Т - температура, е - заряд 
електрона.  
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Напругу холостого ходу можна оцінити за 
відомою формулою [1] 

 / ln( / 1)хх кз of кз ofV nkTj j j j= + ,                     (2) 
де 0/ (1 / )of oj j j f= + -ефективна густина 
струму насичення, кзj  - густина струму 
короткого замикання, n-коефіцієнт не 
ідеальності. 
 

3. Результати та їх обговорення 
Струм насичення базової області більше 

ніж струм насичення емітерної області на три 
порядки величини для асиметричного n+-p 
переходу. Як випливає з аналізу формули (2),  
струм насичення вихідної структури 
зменшується у випадку  створення 
додатковоїхх барєрної структури в області 
просторового заряду. Наступні розрахунки 
виконаємо для типових параметрів кремнієвих 
фотоперетворювачів: кзj =33мA/cм2, ДN =1019см-

3, NA=1016см-3,  Dn=30см2/с, Dp=13см2/с, 
vp= nv =107см/c, 0φ =0.8еВ, L=0.5 мкм. 
Ефективна висота бар’єра f bφ φ φ= − вибрана 
для параметризації розрахункових кривих. 
Рис. 1 ілюструє випадок тунелювання 
електронів через аморфізований шар. Як 
відомо, такий механізм може бути 
актуальним у випадку її невеликих товщин 
коли d<10 нм. Збільшення товщини шару 
суттєвого зменшує струм насичення вже для 
невеликих d=3-5 нм. Як показують 
розрахунки, у випадку незмінної густини 

струму короткого замикання, зростання 
напруги холостого ходу може складати 10-
15% від початкової величини. У випадку 
зростання товщини аморфізованого шару 
імовірність термоемісійного механізму 
збільшується. Причому для фіксованого 
значення xAL, чим більша величина бар’єра  

bφ , тим більш суттєво зменшується струм 
насичення вихідної структури.  

Навпаки, якщо bφ  фіксовано, більші xAL 

Рис. 1. Залежність густини струму 
насичення бази від ефективного бар’єра 
для тунельного механізму  
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Рис. 2 Залежність густини струму 
насичення бази від ефективного 
бар’єра для термоемісійного механізму
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Рис. 3 Відносна зміна напруги холостого 
ходу від висоти ефективного бар’єра у 
випадку інжекції електронів та дірок (1), 
тільки електронів (2), тільки дірок (3). 
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(аморфізований шар розміщено ближче до 
границі область просторового заряду-
нейтральна область бази) відповідають 
меншим значенням струму насичення. Рис.2 
ілюструє вплив величини fφ  на струм 
насичення базової області. Розрахунки 
свідчать що і у випадку термоемісійного 
механізму відносне зростання напруги 
холостого ходу може складати 10-15%, Рис.3.  
Плато в області величини параметра fφ >0.3 
еВ (крива (2), рис.3) відповідає випадку коли 
струм насичення бази зменшується на два 
порядки величини і його величина стає спів 
мірним із струмом насичення емітера. Якщо 
аморфізований шар створює потенціальний 
бар’єр у валентній зоні аналогічні 
міркування можуть бути застосовані. 
Обмеження інжекції дірок в емітер без зміни 
умов для переносу електронів через область 
просторового заряду не призводить до 
суттєвої змін напруги холостого ходу, крива 
3. Якщо аморфізований шар створює 
одночасно барєри  у зоні провідності та у 
валентній зоні, напруга холостого ходу 
збільшується внаслідок впливу 

аморфізованого шару на обидві компоненти 
струму насичення. Слід зазначити, що 
припущення незмінності густини струму 
короткого замикання є ідеалізованим 
наближенням, оскільки  фізична природа 
впливу бар’єрного шару на світлові та 
темнові струми однакова і необхідні 
додаткові числові розрахунки в рамках 
самоузгодженої моделі. Зазначимо що шари 
більшої товщини дозволяють отримувати 
більшу величину додаткового фотоструму в 
області енергій квантів менше ніж  1.12 еВ. 

 
4. Висновки 
На основі діодної моделі розраховано  

напругу холостого ходу кремнієвого 
фотоперетворювача з аморфізованим шаром 
в області просторового заряду. Розглянуто 
термоемісійний та тунельний механізми 
переносу струму через аморфізований шар. 
Показано що збільшення напруги холостого 
ходу може складати 10-12% в обох випадках, 
якщо густина струму короткого замикання 
залишається, принаймні, незмінною.  
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В роботі пропонується метод об’єднання в автоматизований вимірювальний комплекс 

лічильників Гейгера-Мюллера з мобільними пристроями (ноутбуком, телефоном, планшетом). 
Результатом роботи є розробка універсального комплексу реєстрації радіаційного випромінювання. 
Даний комплекс може фіксувати дозу випромінювання небезпечного рівня для людини рівня та 
сигналізувати про ступені небезпеки.  
Ключові слова: дозиметр, лічильник Гейгера-Мюллера, Bluetooth, Arduino 

 
A method of combination of the Geiger-Muller counters with the mobile devices (a laptop, a 

smartphone, a tablet computer) into the automated measuring system is offered in this work. The result of the 
work is the development of a universal set of registration of radiation based on the microcontroller Atmel 
Atmega 328. This set can register the dose of gamma radiation levels dangerous for humans and can signal 
the degrees of danger. The device also has a built-in counter of the accumulated dose. The adjustment and 
work with the device occurs with the help of a wireless interface Bluetooth, or with the help of a Universal 
Serial Bus USB. Bluetooth interface realized with the help of microcircuit BlueCore 417 and USB with the 
help of CH340G. It is not necessary to use a special set software for the measuring set for the work of a 
mobile device. The set is compact, portable, has an integrated power supply and can operate without a 
mobile device as a signal of the dangerous zones. The built-in flashing alarm system and audible alarm 
system are implemented in the device. This device can be used in the industry, for work on the facilities with 
high radiation background, and at home, because it is not expensive and it is also affordable. 

Key Words: dosimeter, Geiger-Muller counter, Bluetooth, Arduino. 
 
Статтю представив д.т.н. Погорілий  С.Д.  

 
Вступ 
 В наш час, після катастрофи на 
Чорнобильській АЕС вимірювання зовнішнього 
радіаційного фону є актуальною метрологічною 
задачею, адже велика кількість забруднених 
речовин потрапляє із зони відчуження до решти 
території України [1,4]. Також, на території 
України є велика кількість об’єктів, які несуть у 
собі потенційну загрозу для радіаційної безпеки. 
 Радіаційна безпека - це забезпечення захисту 
від іонізуючого опромінення окремих осіб, їх 
нащадків і людства в цілому. З іншого боку - це 
необхідність створення відповідних умов для 

нормальної повсякденної діяльності людини, під 
час якої люди можуть потрапляти під дію 
іонізуючого випромінювання [1,3,7]. 
Дозиметричний контроль територій проводиться 
для своєчасного отримання даних про дози 
опромінення людей та ступінь зараження 
місцевості, будинків, об’єктів народного 
господарства, техніки тощо, для вживання 
своєчасних заходів щодо зменшення небезпеки 
радіаційного ураження [1,7].  
 Проникаюча радіація небезпечна своїми 
наслідками для здоров'я людини. Маючи велику 
енергію, радіоактивні промені глибоко 
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приникають в тканини організму людини, 
іонізують їх та збуджують променеву хворобу.  

В статті пропонується створення нового 
універсального приладу для проведення 
регулярного радіологічного контролю 
навколишнього середовища. Необхідно створити 
універсальний прилад, який дозволяв би вести 
радіологічний контроль.  
Універсальність полягає в наступному: 

1. Прилад об’єднує в собі функції 
дозиметра, радіометра та сигналізатора 
небезпечних зон. 

2. Прилад має широкий діапазон 
вимірювання, а отже повинен застосовуватись 
водночас на промислових об’єктах з високим 
радіаційним фоном і в побуті. 

3. Прилад повинен мати низьку 
собівартість, малі розміри,  невелику вагу. 
Основні принципи роботи приладу 

 Радіаційний контроль – це комплекс заходів 
по дотриманню норм радіаційної безпеки й 
основних санітарних правил роботи з 
радіоактивними речовинами та іншими 
джерелами іонізуючого випромінювання. 
Основним документом, який регулює 
радіаційний контроль є Закон України «Про 
захист людини від впливу іонізуючого 
випромінювання» від 14 січня1998 року №15/98-
ВР, ст. 9 та 15). 
 З гігієнічної точки зору, своєчасно 
проведений  радіаційний контроль та усунення 

чи зниження до нормативного рівня іонізуючого 
випромінювання захистить здоров’я, так як 
знаходження тривалий час у приміщеннях з 
підвищеним радіаційним фоном чи рівнем 
радону в повітрі може привести до негативного 
впливу на стан здоров’я людей. 

Найбільш поширеним методом радіаційного 
контролю є використання дозиметрів, які 
основані на лічильниках Гейгера-Мюллера. Є 
багато реалізацій лічильників Гейгера-Мюллера, 
але найбільшого поширення на території СНД 
здобув лічильник СБМ-20.  

Причиною широко використання є простота 
виробництва та невелика вартість, що дозволяє 
використовувати даний лічильник водночас в 
побутових і професійних приладах радіаційного 
контролю. СБМ-20 має габарити трохи більше за 
олівець, що дозволяє створювати на основі нього 
як великі стаціонарні, так і портативні 
дозиметри. Дозиметрам називають сімейство 
приладів фіксації потужності радіоактивного 
випромінювання, вимірювальний прилад для 
вимірювання дози або потужності дози 
іонізуючого випромінювання отриманої 
приладом за деякий проміжок часу, наприклад, за 
період перебування на деякій території або за 
робочу зміну. Вимірювання вищезгаданих 
величин називається дозиметрією. 
Компонентна база 
 

 
Рис. 1 Блок-схема дозиметричного  комплексу 

 

226



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 
 

Виходячи з поставленої задачі та 
представлених на ринку датчиків та 
мікроконтролері, було підібрано такі 
компоненти: 
- Мікроконтролер Arduino Nano на процесорі 

Atmel Atmega328 [5]. 
- Лічильник Гейгера-Мюллера СМБ-20; 
- Модуль зв’язку BC 417 [6]; 
 Принципова схема пристрою зображена на 
рис.1. 

Мікроконтролери сімейства Arduino [5] є 
мініатюрною апаратно-обчислювальною 
платформою, оснащеною процесором, 
оперативною пам’яттю, енергонезалежною 
флеш-пам’яттю та інтерфейсом вводу-виводу. 
Програмне забезпечення для цієї платформи 
може бути розроблене мовами  Асемблер або С-
подібною мовою Processing/Wiring. Сімейство 
мікроконтролерів Arduino може 
використовуватися або створення автономних 
інтерактивних об'єктів, або для комунікаційного 
з’єднання до програмного забезпечення, що 
працює на інших комп’ютерах локальної мережі, 
зокрема  Adobe Flash, Processing, Max/MSP, Pure 
Data, SuperCollider тощо. Інформація про 
схемотехнічну реалізацію мікроконтролерних 
систем Arduino знаходиться у відкритому 
доступі.. 

 Мікроконтролер Arduino Nano 
складається з процесора фірми Atmel архітектури 
AVR, а також елементів обв’язки для 
програмування та інтеграції з іншими 
пристроями. На багатьох платах наявний 
лінійний стабілізатор напруги +5В та +3,3В. 
Тактування здійснюється на частоті 16 або 8 МГц 
за допомогою зовнішнього кварцового 
резонатора. У мікроконтролер записано 
завантажувач (bootloader), тому для зміни 
програмного забезпечення мікроконтролера, 
використання зовнішнього програматора не є 
обов’язковим. 
Плати Arduino дозволяють використовувати 
значну кількість I/O виводів мікроконтролера у 
зовнішніх схемах. У платі Arduino Nano доступно 
14 цифрових входів/виходів, 6 із яких можуть 
видавати широко-імпульсний сигнал, і 8 
аналогових входів. 
 Лічильники Гейгера-Мюллера СБМ-20 
представляють із себе сталеву трубку наповнену 
спеціальною газовою сумішшю, довжиною 

близько 10 сантиметрів і діаметром близько 
одного сантиметра. З двох сторін лічильник 
Гейгера СБМ-20 має контакти під цокольне 
з'єднання.  
 Лічильники Гейгера-Мюллера СБМ-20 
(Рис.1) широко використовувалися в популярних 
в СРСР дозиметрах побутового та військового 
призначення.  
 Лічильник СБМ-20 виробляється з кінця 70х 
років в без істотних змін конструкції і 
характеристик. 
 BC417 [6] однокристальна радіосмугова 
інтегральна мікросхема яка реалізую протокол 
Bluetooth. Дана мікросхема підтримує підвищену 
швидкість передачі даних (EDR), що забезпечує 
передачу даних на швидкості до 3 Мбіт. Дозволяє 
оперативно з’єднувати пристрій з будь-яким 
мобільним телефоном, планшетним 
комп’ютером, або лаптопом за допомогою 
протоколу Bluetooth. BC417 (Рис.1) має 
інтерфейс зовнішньої Flash пам'яті, зі швидкістю 
до 8Mbit. При використанні з Bluetooth КСВ 
програмний стек забезпечує повну сумісний 
Bluetooth специфікації 2.0 для передачі даних і 
голосу. BC417 може бути використаний як 
конвертер RS232-to-Bluetooth. 

До мікроконтролера Atmega за допомогою 
цифрових входів під’єднано лічильник Гейгера-
Мюллера СБМ-20 (рис.1). При кожному 
спрацюванні лічильника, відбувається 
переривання на мікроконтролері.  

Живлення мікроконтролера забезпечує 
мікросхема LM7805, яка з обв’язкою, забезпечує 
5 Вольт на виході.  Цієї напруги достатньо для 
живлення всього приладу. Виключенням є 
лічильник Гейгера-Мюллера СБМ-20. Даний 
лічильник входить в стан детектування при 
напрузі живлення в межах від 260 до 320 вольт.  

Для живлення лічильника застосовується 
високовольтний блок живлення (Рис.2), який 
видає потрібну напругу при 6 вольтах на вході. 
Схема високовольтного блоку живлення 
розроблена ПО «Горизонт» та опублікована в 
вільному доступі. 

На даній схемі зображено три резистори. R1 та 
R3 по 100 кОм, а R2 – 5,1 МОм. Конденсатори C3 
та C4 мають ємність 4700 пФ, C1 – 50 мкФ, а C2 
– 0.1 мкФ. В схемі присутні діоди D1 – D2 серії 
КД102Б та діод D3 серії КД522. Транзистор Q1 
серії КТ315Г. 
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Рис. 2 Принципова схема високовольтного блоку живлення 

 Трансформатор є основою даного блоку 
живлення і складається з двох обмоток. Перша 
обмотка складається із двох блоків по 9 витків, а 
друга – з 400 витків. В трансформаторі 
використовується магнітопровід М2000НМ.  P1 
позначає лічильник Гейгера-Мюллера СБМ-20. 
 В приладі присутні блоки звукової та 
світлової сигналізації (рис.1). Вони призначені 

для попередження користувача про потенційну 
небезпеку. Світлова та звукова сигналізація 
вмикається при перевищенні поточного порогу 
значення радіаційного фону, або якщо 
накопичена доза перевищує задану за день 
норму. 

  

 

 
Рис. 3 Стендовий експериментальний зразок дозиметричного  комплексу 
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Є два пороги сигналізування: попередження та 
тривога. Попередження спрацьовує, якщо 
поточне значення радіаційного фону 
наближається до критичного значення, але не 
досягає його. У випадку подальшого росту 
показника поточного радіаційного фону, 
вмикається режим тривоги, який продовжує 
працювати, поки користувач не покине 
небезпечну зону. 
 Пороги попередження та тривоги, як для 
поточного радіаційного фону, так і для 
накопиченої дози, користувач може встановити 
за допомогою терміналу. 

Модуль зв’язку BC 417 (Рис.1), дозволяє 
під’єднатися до пристрою за допомогою 
протоколу Bluetooth. Сам модуль зв’язку 
під’єднано до мікроконтролера за допомогою 
інтерфейсу UART [2,6].  

Модуль BC 417 дозволяє використовувати 
будь-який пристрій, який підтримує протокол 
Bluetooth для перегляду даних з приладу та 
налаштування його. В якості терміналів до 
дозиметра можуть бути використані, як 
персональні комп’ютери на системах (Windows, 
Linux, Mac OS), так і планшетні ПК та смартфони 
(Windows Mobile, Windows Phone, Android, iOS, 
BlackBerry OS). 

Для наглядної демонстрації простоти схеми, 
на Рис. 3 зображено прототип дозиметричного 
комплексу, зібраного на платі безпаячного 
монтажу. 

Розроблений пристрій є простим у 
повторенні, адже було використано популярні та 
дешеві компоненти. Вартість одного приладу при 
малосерійному виготовленні близька до 14-15 $.  

Прилад можна живити, як від акумуляторів, 
батарейок, так і від зовнішнього джерела 
живлення з напругою від 6 – 18 вольт. Габарити 
пристрою є співрозмірними з пультом до 
побутової техніки, у випадку збирання на базі 
одношарової односторонньої плати. 

Висновки: 
Важкий багаж технологічних та соціальних 

проблем, який успадкувала Україна в результатів 

аварії на ЧАЕС, а також нещодавня аварія на 
ядерному об’єкті в японській префектурі 
Фукусіма дають наочні докази того, що 
своєчасна розробка і впровадження 
високоточних, портативних і доступних для 
широкого використання індивідуальних засобів 
радіаційного контролю є важливим і актуальним 
питання для будь-якої розвиненої країни з 
ядерною енергетикою.  

Серед різних проаналізованих методів 
реєстрації радіаційного забруднення перевагу 
надано використанню класичного лічильника 
Гейгера-Мюллера високоенергетичних 
елементарних частинок моделі СБМ-20 
українського виробництва як інтегруючого 
датчика для побудованого приладу контролю 
радіаційної безпеки.  

Як апаратний обчислювальний пристрій 
обрано яскравого представника моделі Arduino 
Nano популярного сімейства сучасних 
мікроконтролерів, оснащених процесорами 
корпорації Atmel з власною архітектурою команд 
AVR через мініатюрні розміри та низьке 
енергоспоживання цієї моделі. 

Оскільки прилад контролю радіаційної 
безпеки має вбудований емулятор терміналу з 
власною системою керуючих команд, то 
цифровий зв’язок з приладом організовано за 
допомогою універсального асинхронного 
прийомопередавача UART, для якого фізичним 
передаючим середовищем є поширений 
інтерфейс BlueTooth. Це дає можливість 
практично будь-якому мобільному пристою або 
стаціонарному комп’ютеру, оснащеному 
BlueTooth-інтерфейсом з’єднатись з приладом і 
виконати керуючі команди. 

Даний прилад може застосовуватися як в 
промисловості, для роботи на об’єктах з високим 
радіаційним фоном, так і в побуті, адже є не 
дорогим та доступним. 
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Розроблено вдосконалений метод математичної обробки фотоелектричного відгуку сонячного 

елементу на модульоване освітлення. Розглянуто два варіанти наближень, подібності елементів і 
зсуву вольт-амперної характеристики, та розширення відповідних обчислювальних схем на випадок 
довільного фотоелектричного модуля. Запропоновані вдосконалення дозволяють тестувати сонячні 
батареї з неоднаковими параметрами компонентів. 
Ключові слова: сонячний елемент, фотоелектричний сигнал, тестування. 

 
The improved mathematical processing of photoelectric signal obtained from solar cell under modulated 

illumination is proposed. Suggested method extends the scope of the original testing approach, which basic 
assumption is constant proportionality coefficient between the photoelectric response and derivative of 
current-voltage characteristics of the element. So, the more flexible assumption methods are proposed. The 
first method is based on supposition that the solar module elements have identical parameters but different 
responses for different values of current. The second method requires a fixed bias of current at light, but 
allows for differences in the components of the device. The corresponding modifications of calculation 
schemes for current-voltage characteristics restoration are listed. The advantages and disadvantages of used 
calculation approaches are discussed. It is possible to combine these methods in the algorithm, which does 
not require any of the previous assumptions. This combination provides a tool for research and diagnostics 
of semiconductor solar cells with heterogeneous parameters. 

Key Words: solar cell, photoelectric signal, testing. 

 
Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Скришевський В.А. 

 
1. Вступ 
Дослідження сонячних елементів займає 

помітне місце у сучасній фізиці. На 
сьогоднішній день напівпровідникова 
промисловість виробляє кремнієві 
фотоелектричні модулі з коефіцієнтом 
корисної дії біля 18-19% для публічного 
використання. Найкращі показники 
ефективності сучасних пристроїв сягають 
25% [1-2]. При цьому, ціна на сонячні батареї 
знизилась на 70% протягом останніх 5 років. 
Системи на основі напівпровідникових 
модулів демонструють автономність та 
здатність повністю забезпечити потреби 
споживача у енергії [3-4]. 

Важливим напрямком досліджень 
сонячних елементів є розробка засобів їх 
тестування. Класичними способами 
тестування фоточутливих пристроїв є 
вимірювання їх вольт-амперних 
характеристик (ВАХ) та реєстрація 
спектральних залежностей наведеного 
фотоелектричного сигналу [1-2]. Вони 
дозволяють визначити експлуатаційні 
показники пристроїв. Ці методи постійно 
вдосконалюються новими особливостями в 
освітленні, попередній обробці зразків та 
конструкції приладів [5]. 

Недоліком класичних способів є здатність 
тестування лише модуля в цілому, а не його 

© А.І. Манілов, 2015 
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компонент. Сучасні сонячні батареї 
складаються зі зв'язаних між собою 
фотоелектричних елементів, кожен з яких 
робить свій внесок у загальну ефективність 
пристрою. Відповідно, постають задачі 
визначення характеристик окремих 
елементів, виявлення дефектних складових.  

Одним з перспективних засобів 
тестування є метод діагностики сонячних 
елементів у модулях шляхом вимірювання 
електричного відгуку на модульованому 
освітленні [6]. Він дозволяє отримати ВАХ 
складових пристрою без необхідності у його 
руйнуванні чи створенні додаткових 
контактів. Такий підхід має ряд обмежень, 
покладених в основу обробки результатів 
вимірювань. Область застосування методу 
можна розширити за рахунок вдосконалення 
математичної обробки даних [7]. У статті 
запропоновано шляхи вирішення цієї 
проблеми. 

 
2. Вихідний метод 
 
2.1. Засади методу 
Вихідний метод полягає у вимірюванні і 

наступній математичній обробці малого 
сигналу, наведеного при освітленні кожного 
елемента сонячної батареї модульованим 
світлом [6]. 

Зразок підключається до електричного 
кола, в якому реалізується 
гальваностатичний режим. За таких умов 
опромінення слабким модульованим світлом 
призводить до генерації змінної напруги, 
необхідної для того, щоб наскрізний струм 
залишився незмінним. 

Модульоване світло малої інтенсивності 
фокусується на окремому n-му елементі 
модуля. Відповідно, фотоелектричний сигнал 
δv від освітленого елемента виділяється на 
частоті модуляції. Цей фотоелектричний 
сигнал є пропорційним похідній ВАХ на 
елементі: 

n(dV/dI)Kδv(I,n) ⋅=    (1) 

Відгук реєструється для кожного елемента 
при різних значеннях струму. Коефіцієнт 
пропорційності К розраховується з 

експериментальних значень 
фотоелектричного сигналу та похідної 
загальної ВАХ модуля на основі адитивності 
характеристик елементів. Відновлення ВАХ 
n-го елементу здійснюється інтегруванням 
похідної: 

∫ +=
I

xxVdi
K

δv(i,n)(I)nV
0

  (2) 

де Vхх – постійна інтегрування, яка дорівнює 
нулю для темнових ВАХ і напрузі холостого 
ходу при постійному освітленні. 

Тобто, одержання темнової ВАХ елемента 
виконується у два етапи: (а) модульоване 
освітлення елемента із вимірюванням 
електричного відгуку, пропорційного 
похідній від ВАХ, (б) обчислення 
коефіцієнтів пропорційності та відновлення 
ВАХ інтегруванням. 

 
2.2. Обмеження методу 
Розрахунки вихідного методу базуються 

на припущенні, що коефіцієнт 
пропорційності К між значенням 
фотоелектричного відгуку елементу та 
похідною його ВАХ є постійним. Але у 
загальному випадку, цей коефіцієнт, 
визначаючий зсув ВАХ при освітленні, 
залежить від струму I, на якому проводять 
вимірювання, а також від елемента n, що 
тестується. Тобто, справедливість подальших 
розрахунків у методі базується на переході: 

K(I,n) = K = const   (3) 

Що ж робити, якщо таке спрощення не 
працює? Задача є досить складною для 
розрахунку. Для полегшення завдання можна 
виділити 2 варіанти вдосконалення методу, 
які припускають незалежність К від однієї зі 
змінних. Це спрощує розрахунки щодо 
загального випадку, але в той же час 
розширює область застосовності вихідного 
методу. 

 
3. Запропонований метод 
 
3.1. Наближення подібності елементів 
Перше наближення базується на 

ідентичності параметрів елементів сонячного 
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модуля. В той же час допускається 
нерівномірний зсув ВАХ по осі струму. У 
цьому випадку коефіцієнт пропорційності 
має вигляд: 

K(I,n) = K(I)    (4) 

Відповідно, фотоелектричний відгук n-го 
елемента при значенні струму I буде 
визначатися за формулою: 

n(dV/dI)K(I)δv(I,n) ⋅=   (5) 

З адитивності ВАХ елементів модуля, K(I) 
може бути обчислений зі значень 
фотоелектричного відгуку елементів та 
похідної повної ВАХ пристрою: 

модуля(dV/dI)
n
δv(I,n)K(I) ∑=  (6) 

Отримавши набір коефіцієнтів на різних 
струмах, можна розрахувати ВАХ елемента 
за формулою (2). Тобто при цьому 
наближенні залишається вихідний 
математичний апарат, але коефіцієнти 
розраховуються при різних струмах із 
врахуванням залежності K(I) при 
інтегруванні. 

 
3.2. Наближення зсуву ВАХ 
Другий варіант наближення полягає у 

здатності ВАХ пристрою зсуватися на 
фіксовану величину по осі струмів при 
освітленні. Це наближення застосовується у 
вихідному методі. Вдосконалимо цей підхід 
дозволом елементам сонячного модуля мати 
відмінні один від одного параметри. В 
такому випадку коефіцієнт пропорційності К 
не залежить від сили струму, проте має своє 
значення для кожного елемента: 

K(I,n) = K(n)    (7) 

Тоді фотоелектричний відгук задається 
співвідношенням: 

n(dV/dI)K(n)δv(I,n) ⋅=   (8) 

Склавши ВАХ всіх елементів модуля 
отримаємо рівняння: 

K(n)
n
δv(I,n)модуля(dV/dI) ∑=  (9) 

Невідомими в цьому рівнянні виступають 

коефіцієнти K(n). Відповідно, кількість 
невідомих дорівнює кількості елементів 
модуля. Набір рівнянь виду (9) можна 
отримати, вимірюючи фотоелектричний 
відгук при різних струмах. 

Нехай у модулі N елементів, а виміри 
проводяться при M значеннях струму. Тоді 
результатом буде система M рівнянь із N 
невідомими, розв'язання якої дасть значення 
всіх K(n). Для розв'язності системи 
необхідно, щоб M ≥ N. Узгодити кількість 
робочих точок на ВАХ із кількістю елементів 
у модулі досить просто. Відновлення ВАХ 
кожного елемента здійснюється за 
допомогою формули (2). 

 
3.3. Загальний випадок 
Розглянемо загальний випадок, коли 

коефіцієнт пропорційності K(I,n) залежить 
від струму і має різне значення для кожного 
елемента модуля. Відповідно, 
фотоелектричний відгук n-го елемента 
матиме вигляд: 

n(dV/dI)K(I,n)δv(I,n) ⋅=   (10) 

У цьому випадку формули (6) і (9) не 
дозволяють визначити коефіцієнти 
пропорційності для повної ВАХ елемента. 
Але існує можливість застосування 
розглянутих наближень для ділянки ВАХ. 

Для цього необхідне виконання наступної 
умови: кількість значень сили струму, при 
яких проводились вимірювання, має значно 
перевищувати кількість елементів у модулі: 
M >> N. Тоді можна розбити ВАХ на 
ділянки, кількість точок на кожній з яких 
рівна N: (I1, I2, ..., IN), (IN+1, IN+2, ..., I2N), ..., 
(IM-N, IM-N+1, ..., IM). Введемо на кожній 
ділянці наближення зсуву ВАХ (7). В такому 
випадку коефіцієнти пропорційності на 
ділянках можуть бути обчислені з систем 
рівнянь (9). Це дасть можливість відновити їх 
ВАХ. 

Поєднавши ВАХ всіх ділянок можна 
отримати загальну характеристику кожного 
елемента модуля. Звуження ділянок і 
відповідне зростання кількості точок 
вимірювань сприятиме більшій точності 
методу. 
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4. Висновки 
Запропоновані способи вдосконалення 

математичної обробки фотоелектричного 
сигналу дозволяють розширити область 
застосування методу тестування сонячних 
батарей за допомогою модульованого 
освітлення. 

Перший спосіб заснований на 
припущенні, що елементи сонячного модуля 
мають ідентичні параметри, але різні відгуки 
для різних значень струму. Другий спосіб 

вимагає фіксованого зсуву струму при 
освітленні, але допускає неоднаковість 
компонентів пристрою. 

Поєднання запропонованих методів дає 
інструмент для дослідження і діагностики 
напівпровідникових сонячних батарей з 
неоднорідним розподілом параметрів. 
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Досліджено особливості структури дисперсійного дзеркала з робочим діапазоном від 750 до 850 

нм, в якому дзеркало має лінійну залежність групової затримки (GD) і негативну дисперсію групової 

затримки (GDD). Середній рівень GDD дорівнює -600 фс2. Дзеркало утворено нанесенням на скляну 

підкладку багатошарової структури (73 шари) з оксидів ніобію і кремнію, що чергуються. Повна фі-

зична товщина багатошарової структури дорівнює 9331,7 нм.  Аналіз просторово-спектрального 

розподілу електричного поля свідчить про наявність в структурі семи резонаторів, кожен з яких  

утворений трьома сусідніми шарами. Центральний шар в двох резонаторах має високий показник 

заломлення, а в п’яти – низький., Електричне поле завжди концентрується в центральних і бічних 

шарах з низьким показником заломлення.    

Ключові слова: дисперсійне дзеркало, негативна дисперсія групової затримки 

 

 

The features of structure of dispersive mirror with the operating range from 750 to 850 nm were investigat-

ed. A mirror has linear dependence of group delay (GD) and negative group delay dispersion (GDD). The 

middle level of GDD equals - 600 fs2. A mirror consists deposited multi-layer structure (73 layers) from the 

oxides of niobium and silicon that alternate on the glass substrate. The complete physical thickness of multi-

layer structure equals 9331,7 nm. The analysis of spatially spectral distribution of electric field testifies to 

the presence in the structure of seven resonators, each of which consists of three adjacent layers. In two res-

onators, the central layer has a high refractive index and in five – low. Always electric field is concentrated 

in the central and lateral layers with low refractive index. The presence of half-wave resonators in ordi-

nary quarter wave structure produces due to the effect of energy storage in the resonator the highest 

negative group delay dispersion. All half wave resonators are formed a combination of three layers.    Key 

words: dispersive mirror, negative group delay dispersion. The total optical thickness combinations just un-

der half the wavelength of the mid-operating spectral range of the dispersion mirror.  

 

Статтю представив д.техн.н., проф. Погорілий С.Д. 

 

 Прогрес в технології дисперсійних дзеркал 

(ДД) [1-5] дозволив подолати проблему компен-

сації дисперсії при генерації  фемто- і аттосекун-

дних імпульсів [6, 7]. Оптичні елементи на основі 

ДД забезпечують точний контроль GD і GDD у 

різних частотних діапазонах, що дуже важливо 

при створенні фемтосекундних лазерів. Однак, 

отримання необхідного для компенсації дисперсії 

високого рівня негативної GDD часто вимагає  

використовувати схеми компенсаторів, що налі-

чують десятки ДД. Для генерації надкоротких 

світлових імпульсів потрібно суттєво розширю-

вати спектральний діапазон точного контролю 

значень GD/GDD. Спектральний діапазон дов-

жин хвиль в дві октави, дозволяє генерувати ім-

пульси тривалістю менше 2 фс у видимому діапа-

зоні [4]. Саме тому, проектування ДД з бажаними 

спектральними характеристиками (відбиття та 

GDD), дуже важливе у фізиці надкоротких імпу-

льсів. 

 Широкодіапазонна оптика на основі ДД з ве-

ликими від‘ємними значеннями GDD використо-

вується для компенсації GDD, накопиченої імпу-

льсом при проходженні через дисперсійні сере-

довища, оптичні підсилювачі та ін. Чим ширший 

робочий спектральний діапазон, тим менше сере-

днє значення GDD може бути отримано. Це обу-

мовлено принципом невизначеності і тісно 

© Ю.О.Первак  2015  
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пов‘язане з фазовими властивостями багатоша-

рових структур [5]. Нещодавно отримані резуль-

тати [8]  дозволили оцінити максимально досяжні 

значення GDD, що відповідають одному відбит-

тю. Проте поза увагою залишилися особливості 

будови таких ДД.  

 Тому в даній роботі досліджено особливос-

ті структури ДД з максимально високою негати-

вною GDD на прикладі ДД з робочим діапазоном 

від 750 до 850 нм, в якому ДД має лінійну залеж-

ність групової затримки (GD) і максимальну не-

гативну дисперсію групової затримки (GDD). 

Дзеркало утворено нанесенням на скляну підкла-

дку багатошарової структури (73 шарів) з оксидів 

ніобію (H) і кремнію (L), що чергуються. Повна 

фізична товщина структури дорівнює 9331,7 нм.  

Оптичні товщини на довжині хвилі середини ро-

бочого діапазону (0 = 800 нм) усіх 73 шарів 

структури показано на рис.1.  

 
 

Рис.1. Оптичні товщини шарів (нумерація шарів починається від підкладки). 

 

 

Процедура отримання конструкції ДД з викорис-

танням програмного пакету Optilayer [9, 10] дета-

льно описана раніше [11]. Критерії пошуку конс-

трукції визначалися умовами отримання макси-

мального негативного значення GDD і відбиван-

ня (середнє) не менше 99% для p-поляризованого 

світла при куті падіння 10о. Спектральна залеж-

ність відбивання Rp досліджуваного ДД показана 

на рис.2, а відповідні спектральні залежності GD 

і GDD на рис.3.  

 

  

Рис.2. Спектральна залежність відбивання Rp при 

куті падіння 10о. 

Рис.3. Спектральна залежність GD і GDD при ку-

ті падіння 10о. 
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Аналіз просторово-спектрального розподілу електричного поля всередині багатошарової структури 

(рис.4) свідчить про наявність в ній семи резонаторів, в яких поле концентрується.  

 

 

 
Рис.4. Просторово-спектральний розподіл елект-

ричного поля ДД (просторова координата d від-

раховується від підкладки) 

 

Таблиця 1 

Характеристики резонаторів  

Номер 

резо-

нато-

ру 

Но-

мер 

шару 

Мате-

ріал 

Оптична 

товщина 

шару, нм 

Оптична 

товщина 

резона-

тору, нм 

 

1 

69 

68 

67 

Nb2O5

SiO2 

Nb2O5 

200 

374 

264 

 

838 

 

2 

64 

63 

62 

SiO2 

Nb2O5 

SiO2 

207 

372 

234 

 

813 

 58 SiO2 224  

3 57 Nb2O5 365 809 

 56 SiO2 220  

 51 Nb2O5 274  

4 50 SiO2 333 828 

 49 Nb2O5 221  

 

5 

43 

42 

41 

Nb2O5 

SiO2 

Nb2O5 

347 

258 

224 

 

831 

 

6 

35 

34 

33 

Nb2O5 

SiO2 

Nb2O5 

291 

321 

223 

 

835 

 25 Nb2O5 323  

7 24 SiO2 277 832 

 23 Nb2O5 232  

  

 Перший резонатор (нумерація резонаторів по-

чинається від зовнішнього середовища), найбли-

жчий по поверхні ДД, утворений 67, 68 і 69 ша-

рами. З рис.1 видно, що усі парні шари мають 

нижчий показник заломлення (SiO2), ніж непарні 

(Nb2O5). Отже центральний шар першого резона-

тору має низький показник заломлення. Оптична 

товщина 67, 68 і 69 шарів дорівнює 264; 374 і 200 

нм, відповідно. Сумарна товщина цих трьох ша-

рів дорівнює 838 нм, що трохи більше довжини 

хвилі середини робочої області ДД. Комбінацію 

67, 68 і 69 шарів можна розглядати як деякий ек-

вівалентний шар з відносно низьким показником 

заломлення. Це підтверджується характером про-

сторово-спектрального розподулу електричного 

поля. Електричне поле концентрується в 68 шарі.  

 Другий резонатор утворений 67, 68 і 69 шара-

ми. Тут центральний шар має високий показник 

заломлення. Комбінація  67, 68 і 69 шарів еквіва-

лентна одному шару з високим показником зало-

млення. Сумарна товщина цих трьох шарів дорі-

внює 813 нм, що теж трохи більше довжини хви-

лі середини робочої області ДД. Відповідні зна-

чення параметрів для усіх резонаторів зведено в 

таблиці. 

 Також утворені з трьох шарів і інші резонато-

ри. Вони також можуть бути представлені екві-

валентними шарами з низьким або високим пока-

зником заломлення. Третій резонатор утворений 

56, 57 і 58 шарами. Електричне поле концентру-

ється в 56 і 58 шарах і мінімальне в 57 шарі.  

 Четвертий, п’ятий, шостий і сьомий резонато-

ри можна представити  еквівалентними шарами з 

відносно низьким показником заломлення. Елек-

тричне поле концентрується в центральному шарі 

кожного резонатора. Оптична товщина резонато-

рів трохи перевищує довжину хвилі середини 

робочої області ДД.    

 Електричне поле довгохвильових компонентів 

випромінювання  концентрується в усіх семи ре-

зонаторах, в той час як електричне поле коротко-

хвильових компонентів випромінювання концен-

трується в резонаторах, найближчих до поверхні, 

що контактує з зовнішнім середовищем. Це за-

безпечує більшу групову затримку довгохвильо-

вих компонентів електромагнітного поля віднос-

но короткохвильових і негативну дисперсію гру-

пової затримки (див. рис.3). 

 Потрібно відзначити, що принциповою від-

мінністю досліджуваного ДД є саме наявність в 
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його конструкції пів хвильових резонаторів. І 

саме тому такі конструкції дзеркал називають 

дисперсійними дзеркалами, на відміну від тради-

ційних чирпованих дзеркал [1], які вперше до-

зволили отримати негативну дисперсію групової 

затримки і вирішити проблему компенсації дис-

персії надкоротких світлових імпульсів. В тради-

ційних чирпованих дзеркалах не було півхвильо-

вих резонаторів, а збільшення GD з довжиною 

хвилі і значно менша, ніж в ДД негативна GDD 

досягалися за рахунок поступового збільшення 

оптичної товщини шарів від зовнішнього середо-

вища до підкладки. 

 Таким чином,  півхвильові резонатори, введе-

ні в звичайну чверть хвильову стопу дозволяють, 

завдяки ефекту накопичення енергії в резонато-

рах, отримувати максимальну високу негативну 

дисперсію групової затримки. При цьому пів 

хвильовий резонатор утворюється комбінацією з 

трьох шарів. А сумарна оптична  товщина комбі-

нації трохи менша половини довжини хвилі сере-

дини робочого спектрального діапазону диспер-

сійного дзеркала.     
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В роботі експериментально та за допомогою числових методів досліджено роботу 

параметричного підсилювача на основі тонкої плівки залізо-ітрієвого гранату. Для теоретичного 
опису такої системи застосовувалася S-теорія. В ході аналізу використовувалась модель 
багатомодової системи з паралельною накачкою, особливість якої полягає у врахуванні присутності 
короткохвильових спінових збуджень (т. з. домінантної групи хвиль), що вироджені по частоті з 
сигнальною хвилею та мають мінімальний параметр релаксації.  
В результаті було встановлено, що багатомодовість призводить до спотворення часових 

профілів вихідних сигналів, підсилених під дією повздовжньої параметричної накачки. При цьому 
затримка підсиленого сигналу як функція потужності накачки має екстремальний характер, а 
тривалість самого сигналу зменшується приблизно в 50 разів, від 1 мкс до значень порядку 20 нс. 
Ключові слова: параметричний підсилювач, залізо-ітрієвий гранат, спінові хвилі, S-теорія. 
 
In this paper the operation of the parametrical amplifier based on thin yttrium-iron garnet film was 

investigated both theoretically and experimentally. S-theory approach was used for the theoretical 
description of the given system. During the analysis the multimode model of parametrical amplifier with 
parallel pumping was utilized. The distinctive feature of such model is the presence of short-wave spin 
excitations (so-called dominant waves) that have the lowest dissipation parameter and are frequency 
degenerated with signal waves. Consequently, a competition takes place between two simultaneous 
processes, namely, parametric amplification of signal wave and parametric generation of dominant waves.  

It was shown that multimode nature of this system leads to the distortion of output amplified signal time 
profiles. The parametrically amplified signal delay time versus pump power dependence demonstrates 
nonlinear behavior with clear maximum, whereas duration of amplified signal decreases monotonously with 
power increase in more than 50 times, from 1 sμ  down to 20 ns value. 

Key words: parametrical amplifier, yttrium-iron garnet, spin waves, S-theory. 
 
Статтю представив д.ф.-м.н., доц. Савенков С.М. 
 

Вступ 
 

Вже більш ніж 50 років відомі та широко 
використовуються радіоелектронні пристрої, в 
яких підсилення сигналу по потужності 
відбувається за рахунок енергії зовнішнього 
джерела (генератора накачки), що періодично 

змінює індуктивність або ємність нелінійного 
реактивного елемента електричного кола 
підсилювача. Такий тип приладів отримав назву 
„параметричні підсилювачі”, оскільки їх 
принциповою особливістю є модуляція 
параметрів коливальної системи [1]. 
Параметричні підсилювачі знайшли своє 

© Д.В. Слободянюк, М.О. Попов, 
В.Ю. Малишев, В.А. Мойсеєнко, 2015 239
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застосування в радіоастрономії, в дальньому 
космічному та супутниковому зв’язку та 
радіолокації, як малошумлячі підсилювачі для 
слабких сигналів, що потрапляють на вхід 
радіоприймального пристрою. Частіше за все такі 
пристрої використовуються в НВЧ діапазоні 
довжин хвиль. В якості реактивного елемента 
параметричних підсилювачів переважно 
використовується напівпровідниковий 
параметричний діод, а в НВЧ діапазоні 
застосовуються електронно-променеві лампи. 
Генератори накачки створюються на основі 
лавино-пролітних діодів, діодів Ганна, 
відбиваючих клістронів. На сьогоднішній день 
реалізовані параметричні підсилювачі з 
коефіцієнтом підсилення сигналу по потужності 
на рівні 10-30 дБ, смугою пропускання, що 
складає 10-20 % від несучої частоти сигналу та 
значенням шумової температури, що не 
перевищує 100 К [1]. 

Проте, як і інші типи підсилювачів, вони 
мають недоліки, серед яких окреме місце 
займають нелінійні спотворення. Нелінійними 
спотвореннями називають зміни форми 
огинаючої сигналу, причина виникнення яких 
полягає в нелінійності характеристик 
електронних елементів, з яких побудований 
підсилювач. До типових елементів електричних 
схем, яким притаманні нелінійні властивості, 
відносяться транзистори, вакуумні лампи, діоди 
та трансформатори.  

При наявності нелінійних спотворень в 
підсилювачі (а в реальних підсилювачах вони є 
завжди) у вихідному сигналі виникають нові 
частоти, котрі були відсутні у вхідному. 
Загальний рівень нелінійних спотворень 
кількісно оцінюється коефіцієнтом нелінійних 
спотворень [2], який зазвичай виражається у 
відсотках. Практично мають значення тільки 
друга та третя гармоніки. Наприклад, для 
підсилювачів низької частоти простої побутової 
радіотехніки максимальним рівнем можна 
вважати 15-20 %, а для високоякісних 
підсилювачів сучасної стереоапаратури 
коефіцієнт нелінійних спотворень складає десяті 
або й навіть соті долі відсотка. 

Метою даної роботи було дослідження 
параметричного підсилювача на базі тонких 
плівок залізо-ітрієвого гранату, який функціонує 
в багатомодовому режимі. Вхідний сигнал такого 
підсилювача являв собою спінову хвилю, а для 
накачування використовувалася електромагнітна 
параметрична накачка на подвоєній частоті 
вхідного сигналу. Основна увага в роботі 

приділялась дослідженню впливу 
багатомодовості на спотворення часових 
профілів вихідних сигналів під дією 
повздовжньої параметричної накачки. 

 
Теоретична модель 

 
Для аналізу багатомодової взаємодії при 

параметричному підсиленні спінових хвиль 
будемо використовувати модифіковану систему 
рівнянь Бломбергена [3, 4], що має наступний 
вигляд: 
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і описує сигнальну  та домінантну  
групу спінових хвиль, причому від’ємний індекс 
відповідає хвилі, що рухається в зворотному 
напрямку (т.з. холоста хвиля). В загальному 
випадку, враховуючи особливості спін-
хвильового спектру, існує нескінченна кількість 
хвиль, вироджених по частоті з сигнальною. 
Однак в рамках запропонованої нами моделі ми 
обмежимося врахуванням лише однієї хвилі, що 
має найменший параметр дисипації. Питання про 
знаходження вказаного параметра буде 
обговорено надалі.  

sA dA

Наявність домінантної спінової хвилі 
суттєвим чином впливає на еволюцію сигнальної 
групи хвиль, оскільки в системі виникає 
конкуренція між процесами параметричного 
підсилення сигнальної групи та параметричного 
збудження домінантної. Так, в найпростішому 
випадку, внаслідок перерозподілу енергії накачки 
в системі сигнальна група спінових хвиль може 
подавлюватись [5]. Далі цей висновок буде 
проаналізовано детальніше.  

В рівняннях системи (1)  та iv iΓ  - це, 
відповідно, групова швидкість та параметр 
дисипації відповідних груп хвиль, 

−jiii SS ,, , нелінійні параметри, що відповідають 
за взаємодію хвильових пакетів в рамках S-теорії 
[5], а −iV величина, що характеризує зв'язок 
відповідних хвиль з накачкою і визначається, як: 
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де γ − гіромагнітне відношення, 0HH γω =  - 
характерна частота спектру спінових хвиль (СХ), 

 - внутрішнє магнітне поле.  0H
Профіль сигналу накачки вважався 

однорідним в межах області Lz <<0  і 
прямокутним у часі, з тривалістю pτ : 
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Характерний розмір області накачки  
задається фактичними параметрами системи, 
наприклад, розміром діелектричного резонатора, 
який використовується в експерименті, або 
ефективною товщиною мікросмужкової антени. 

L

Рівняння (1) необхідно доповнити 
початковими та граничним умовами для 
сигнальної, холостої та домінантної груп хвиль. 
Вважаючи швидкість домінантної групи 
близькою до нуля та поклавши dd AA −=  
матимемо: 
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такий вибір початкових умов відповідає 
випадку неперервного вхідного сигналу 
амплітуди , що взаємодіє з домінантною 
групою теплової амплітуди .  

0A

TA
Система рівнянь (1) розв’язувалась для 

випадку дотично намагніченої плівки залізо-
ітрієвого гранату (ЗІГ) числовими методами. В 
ході розв’язку використовувались параметри, 
ідентичні до зазначених у роботі [6]: 

 см/с, 6106.3 ⋅=sv 7.02/ =Γ πs  МГц, ,9.0 sd Γ=Γ  
всі коефіцієнти 2002, ⋅= πjiS  МГц, 1=pτ мкс. 
Для спрощення вважалося, що швидкість 
поширення домінантних хвиль близька до нуля. 

Тут необхідно зазначити, що параметр 
дисипації домінантної групи, в загальному 
випадку, не може бути знайдений точно. Однак 
можна стверджувати, що, через ряд причин, 
дисипація домінантної групи буде мінімальною. 
Головним чином це пов’язано з тим, що, по-
перше, швидкість поширення коротких спінових 
хвиль є близькою до нуля, відповідно, такий 
механізм затухання хвиль, як винос енергії з 
області дії накачки, для домінантної групи буде 
малоефективним. По-друге, для 

короткохвильових спінових збуджень практично 
відсутній такий додатковий вклад в параметр 
дисипації, як двомагнонний механізм розсіяння 
на неоднорідностях кристалу, що теж зменшує 
дисипацію домінантної групи. 

В результаті розв’язку системи (1) було 
одержано просторово-часові профілі вихідних 
підсилених сигналів в багатомодовій системі, а 
також основні їх характеристики: напівширину, 
тривалість та час затримки, при різних рівнях 
потужності накачки або, що те ж саме, при різних 
коефіцієнтах підсилення. На рис. 1 наведено 
теоретично розраховані профілі вихідних 
сигналів для різних потужностей накачки. Як 
бачимо, при зростанні потужності накачки форма 
вихідного сигналу зазнає спотворень. Так, 
максимум огинаючої сигналу спочатку 
зсувається вправо, в область більших часів 
затримки, а з подальшим ростом потужності 
накачки починається звуження сигналу із зсувом 
його максимуму в сторону менших затримок. 
Тривалість сигналу (визначена як інтервал між 
точками, в яких амплітуда сигналу вдвічі менша 
за максимальну) теж зменшується, від 
початкового значення порядку тривалості 
накачки до тривалості близько 100 нс. 
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Рис. 1 Еволюція профілів вихідних сигналів 
при зростанні потужності накачки 

 
 

Експеримент та обговорення результатів 
 
Для перевірки результатів числового 

розрахунку були проведені відповідні 
експериментальні вимірювання. Дослідження 
виконувались на установці, основною частиною, 
якої була пасивна лінія затримки (ПЛЗ) на основі 
тонкої плівки ЗІГ. Типову схему 
експериментальної секції на ПЛЗ наведено на 
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рис. 2. Вона складалася з дотично намагніченої 
плівки ЗІГ 3, товщиною 5 мкм, розміщеної 
всередині відкритого діелектричного резонатор 
(ВДР) 2. ВДР використовувався для концентрації 
електромагнітного поля накачки в об’ємі плівки 
ЗІГ і модуляції на подвоєній частоті сигналу 
внутрішнього магнітного поля . В свою чергу, 
модуляція магнітного поля призводила до 
періодичної зміни величини зв’язку хвиль з 
накачкою (див. (2)), що робило можливим процес 
параметричного підсилення. Для підведення та 
відведення мікрохвильового сигналу 
використовувались дві мідні мікросмужкові 
антени-перетворювачі 1 (вхідна та вихідна) 
шириною 25 мкм, що розміщувались поблизу 
поверхні плівки.  

0H

 
В результаті дії мікрохвильового поля антени 

на дотично намагнічену плівку ЗІГ в ній 
збуджувалися спінові хвилі, котрі рухались до 
вихідної антени з певною груповою швидкістю 

, причому вектор фазової швидкості був 
спрямований протилежно відносно напрямку 
поширення спін-хвильового пакету. В той 
момент часу, коли хвилі змінної намагніченості, 
збуджені сигнальним генератором, потрапляли в 
область дії накачки (область розташування ВДР), 
на ВДР подавався імпульс параметричної 
накачки на подвійній частоті вхідного сигналу, 
який призводив до параметричного підсилення 
всіх тих хвиль, що задовольняли умовам 
параметричного резонансу, тобто для яких 
одночасно виконувалися закони збереження 
енергії 

gv

srp ωωω +=  (де srp ωωω ,,  – частота 
накачки, холостої та сигнальної хвиль, 
відповідно) та імпульсу. З вихідної антени НВЧ 
сигнал проходив на два каскади підсилювачів 
(коефіцієнт підсилення 30 дБ, шумова 
температура – 90 К). З підсилювачів сигнал 
потрапляв на квадратичний детектор. 
Продетектований сигнал спостерігався за 

допомогою цифрового осцилографа Tektronix 
TDS 3032B. Для запису осцилограм було 
реалізовано спряження осцилографа з 
персональним комп’ютером по протоколу 
Ethernet. 

При цьому такий параметричний підсилювач 
характеризувався певним коефіцієнтом 
підсилення та смугою підсилення частот. 
Коефіцієнт підсилення параметричного 
підсилювача визначався потужністю накачки [7], 
а смуга підсилення залежала як від потужності, 
так і від тривалості накачки [8]. 

В даній роботі досліджувалася еволюція 
форми вихідного підсиленого сигналу в 
багатомодовому параметричному підсилювачі 
при збільшенні потужності параметричної 
накачки. Для цього використовувалися сигнали 
накачки з прямокутним профілем огинаючої, що 
створювались за допомогою швидкісних (час 
перемикання 2 нс) дискретних модуляторів 
амплітуди НВЧ коливань. Частота вхідного 
сигналу πω 2/s  складала 4700 МГц, а частота 
накачки πω 2/p  була 9400 МГц. Плівка 
намагнічувалась до насичення зовнішнім 
магнітним полем в 990 Е. На вхідну антену-
перетворювач подавався неперервний НВЧ 
сигнал ( ∞=sτ ), а тривалість накачки pτ  у всій 
множині експериментів варіювалась від 1 до 12 
мікросекунд. Максимальна усереднена за період 
потужність накачки  не перевищувала 1 Вт. 
Зміни часового профілю огинаючої підсиленого 
сигналу реєструвались та записувались за 
допомогою осцилографа.  

pP

Рис. 2 Схема експериментальної секції 

Детальне порівняння експериментальних та 
теоретичних результатів щодо еволюції 
вихідного сигналу з ростом потужності накачки, 
при тривалості накачки pτ =1 мкс, наведено на 
рис. 3. Тривалість підсиленого сигналу 
визначалась на половині висоти останнього. Час 
затримки вимірювався відносно переднього 
фронту поданого в систему вхідного сигналу. 
Числове моделювання параметричного 
підсилення сигналів прямокутного профілю 
проводилось з використанням моделі 
параметричного підсилювача в багатомодовому 
режимі, як описано у попередньому розділі.  

Як бачимо з рисунку, тривалість сигналу 
монотонно спадає, починаючи з величини 
порядку 1 мкс, яка природно відповідає 
тривалості накачки. Цікавим є той факт, що при 
великих рівнях потужності накачки тривалість 
підсиленого сигналу суттєво зменшується і може 
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складати десятки наносекунд. Це проілюстровано 
асимптотичним наближенням кривої тривалості 
сигналу до рівня 15-20 нс при зростанні 
потужності накачки. Причиною цього є те, що 
параметрично збуджена домінантна група 
спінових хвиль з ростом потужності накачки 
першою досягає стаціонарного рівня, 
пригнічуючи тим самим сигнальну групу. 
Внаслідок цього підсилення вихідного сигналу 
припиняється і він набуває характерного 
трикутного профілю, що супроводжується 
відповідним зменшенням напівширини. 

 
 
Нетривіальною є залежність часу затримки 

сигналу від потужності накачки. Як бачимо, на 
початковому етапі затримка сигналу зростає, 
досягає певного максимуму, а потім починає 
зменшуватися. Це пояснюється наступним 
чином: на початковому етапі підсилення 
відбувається спотворення форми сигналу від 
прямокутного до трикутного профілю, зі зсувом 
його максимуму в бік більших затримок (див. 
рис. 1). З подальшим ростом потужності накачки 
вплив домінантної групи підсилюється, сигнал 
переходить до трикутного профілю і починає 
звужуватися, при цьому зменшується і його 
затримка. Варто зазначити, що схожі залежності 
вже фіксувалися в роботі [6], однак там не було 
проаналізовано поведінку сигналу при невеликих 
потужностях накачки і для розрахунку 
використовувалась проста модель, з просторово-
однорідним розподілом амплітуди, тобто 
процесами поширення сигналу по плівці було 
знехтувано. 

Нарешті, варто звернути увагу на межі 

застосовності розробленої теоретичної моделі. 
Взагалі кажучи, з ростом потужності накачки в 
багатомодовій параметричній системі починають 
проявлятися нелінійності вищих порядків, які в 
поточній моделі не враховані. Окрім того, 
оскільки має місце значне «звуження» сигналу в 
часі, стає необхідним врахування дисперсійних 
доданків в рівнянні (1). У випадку якщо буде 
виконано критерій Лайтхілла в системі можуть 
формуватися т.з. солітони огинаючої [7]. Перехід 
в солітонний режим виходить за рамки нашого 
дослідження і лежить далеко поза межами 
розробленої теоретичної моделі. Саме тому 
область, в якій тривалість вихідного імпульсу 
стає порядку 15-20 нс, була відмічена на рис. 3, 
як така, де теоретична модель перестає бути 
справедливою. 
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Рис. 3 Залежність тривалості та затримки 
підсиленого сигналу від потужності накачки. 
Точки експеримент, суцільна лінія – теорія. 
Область, де теоретична модель стає 
несправедливою, відмічено штрихованою 

 
Висновки 

 
В статті розглянуто роботу параметричного 

підсилювача спінових хвиль в багатомодовому 
режимі та вплив багатомодовості на форму 
вихідного сигналу. Експериментально та за 
допомогою числових методів досліджено 
еволюцію форми вихідного підсиленого сигналу 
в багатомодовій параметричній системі на базі 
тонких плівок залізо-ітрієвого гранату, в якій 
одночасно відбувається параметричне підсилення 
сигнальної хвилі та параметричне збудження 
домінантної групи хвиль. Встановлено, що такий 
режим роботи параметричних підсилювачів 
призводить до спотворення часових профілів 
вихідних сигналів. Показано, що залежність 
затримки сигналу від потужності накачки є 
немонотонною, а при зменшенні його тривалості 
виникають особливості, що за критерієм 
Лайтхілла можна пояснити переходом в 
солітонний режим. Було досягнуто мінімальне 
значення тривалості підсиленого сигналу 
порядку 20 нс при тривалості імпульсу накачки 
1 мкс і середній за період потужності накачки не 
більше 1 Вт. Теоретичний аналіз такої 
параметричної системи проводився в межах S-
теорії, числові розрахунки якісно та кількісно 
узгоджуються з експериментальними даними. 

Отримані результати дозволять оптимізувати 
роботу параметричних підсилювачів на основі 
тонких плівок ЗІГ з метою збереження ступеня 
нелінійних спотворень вихідного сигналу в 
прийнятних межах. 

Автори висловлюють глибоку подяку 
Мелкову Г.А. за підтримку та консультації при 
виконанні досліджень. 
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Робота присвячена дослідженню особливостей поведінки флюїдів в обмежених системах. 

Показано, що як хімічний потенціал бінарного розчину, так і осмотичний тиск в плоскопаралельній 

порі залежать від радіусу кореляції поблизу критичної точки розшарування. Побудовано вирази для 

розрахунку хімічного потенціалу та осмотичного тиску бінарного розчину, що дозволяють 

проводити обчислення цих величин в широкому інтервалі зміни термодинамічних параметрів, 

включаючи окіл критичної точки розшарування. Встановлено, що хімічний потенціал та 

осмотичний тиск бінарної суміші, викликаний наявністю зовнішнього поля, в обмеженій системі 

суттєвим чином залежить від геометрії та розмірів системи. Показано, що з наближенням до 

критичної точки розшарування в плоскопаралельній порі хімічний потенціал та осмотичний тиск 

суттєво змінюються. 

 Ключові слова: хімічний потенціал, осмотичний тиск, критична точка розшарування, радіус 

кореляції, бінарний розчин. 

Approaching to the critical point, parameters that characterize the system (isothermal compressibility, 

specific heat, thermal conductivity, concentration etc) behave abnormally. This work is devoted to 

investigation of the behavior of fluids in confined geometry systems. The dependence of the chemical 

potential and osmotic pressure on the correlation radius within the flat-parallel pore have been 

demonstrated. The expressions for calculation of the chemical potential and osmotic pressure of binary 

solution, allowing to calculate this values within a wide range of thermodynamic parameters variation 

including the vicinity of the critical point of stratification have been obtained. The significant dependence of 

the chemical potential and osmotic pressure of a binary solution under an external field on the geometry and 

size of system as well as the correlation radius has been demonstrated. It was shown that in the vicinity of 

the critical point of stratification in the flat-parallel pore chemical potential and osmotic pressure change 

significantly. 

 Key Words: chemical potential, osmotic pressure, the critical point of stratification, correlation radius, 

binary solution. 

 

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л.А. 

 
Результати досліджень властивостей речовин 

поблизу критичної точки як випаровування, так і 

розшарування важливі для практичного 

застосування. Унікальні властивості речовини в 

критичній області мають важливе значення для 

використання у новітніх сучасних технологіях. 

Існуючі на сьогоднішній день роботи, в яких 

враховано неоднорідність обмежених систем і 

проведено розрахунок просторового розподілу 

густини системи, або присвячені 

однокомпонентним рідинам, або базуються на 

певних припущеннях, що різко звужують область 

застосування отриманих результатів.  

В даній роботі розглядається залежність 

хімічного потенціалу та осмотичного тиску [7] 

бінарного розчину поблизу критичної точки 

розшарування [1] від термодинамічних змінних. 

Дослідження проведено для ідеальних та 

неідеальних пор з різними пристінковими 

потенціалами. 

Якщо бінарний розчин відділений від 

розчинника напівпроникною мембраною (рис. 1), 

то можлива лише одностороння дифузія. У цьому 

© Д. А. Гаврюшенко, 

В. І. Дворецька, 2015 247

mailto:dg@univ.kiev.ua
mailto:ms.dvorecka@mail.ru
mailto:dg@univ.kiev.ua
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D1%83%D0%B7%D1%96%D1%8F


Вісник Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка   

Серія фізико-математичні науки 

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  

National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
випадку осмотичний тиск стає доступною для 

прямого вимірювання величиною, яка дорівнює 

надлишковому тиску, який виникає з боку 

розчину для виконання умови термодинамічної 

рівноваги. Тенденція системи вирівнювати 

хімічні потенціали у всіх частинах свого об'єму 

та переходити до стану з мінімальним значенням 

відповідного термодинамічного потенціалу 

викликає осмотичний (дифузійний) перенос 

речовин. 

 Розглянемо випадок, коли система 

складається з двох підсистем, розділених 

напівпроникною мембраною, тобто вони можуть 

обмінюватись частинками лише одна з одною, 

при заданих 
0

( , , )T p N . Поведінку кожної з 

підсистем необхідно розглядати в рамках 

великого канонічного ансамблю із заданими 

значеннями відповідних хімічних потенціалів. 

Зліва від цієї мембрани знаходиться розчин 

компоненти b  з молярною концентрацією 
b
x  в 

розчиннику a  з концентрацією 
a
x , що міститься 

також справа від стінки. Мембрана проникна 

лише для молекул розчинника. Очевидно, що 

1
a b
x x . Загальна кількість молекул 

розчиненої речовини, які знаходяться по різні 

сторони мембрани становить 
a b

N N N . 

 
Рис. 1. Механізм виникнення осмотичного тиску 

при наявності напівпроникної мембрани: 

молекули розчинника (а) та молекули розчиненої 

речовини (b) 

 

Необхідною умовою термодинамічної 

рівноваги між двома підсистемами в цьому 

випадку є рівність хімічних потенціалів 

розчинника зліва і справа від мембрани [4]: 

 
1 1 2 2
( , , ) ( , )
a a a
T p x T p , (1) 

де 
1
p  – тиск компонент a  та b  в бінарному 

розчині на стінку мембрани з боку підсистеми 1 , 

2
p  – тиск компоненти a  на стінку з боку 

підсистеми 2 . Умову (1) можна задовольнити 

лише у випадку, коли 
1 2
p p , що і призводить 

до появи осмотичного тиску 
2 1

0p p p .  

 Розглянемо випадок, коли рідина 

знаходиться поблизу критичної точки 

розшарування. Вважаючи, що величина 
1
p  

мала, виконаємо розклад 
1 1,
( , )
a a
T p x  за 

1
p : 

2
21 1

1 1 12
1 1

1
( ) ....

2 !
a a

a

T T

p p
p p

 

  (2) 

 

Для конкретизації залежності хімічного 

потенціалу 
1 1
( ( ))
a
x z  розглянемо випадок 

малих відхилень концентрації неоднорідної 

системи від концентрації однорідної системи. В 

цьому випадку можна застосувати наближення 

плавної неоднорідності, запропоноване [6]: 

  

1

1
1 1 0 1

1

( ( )) ( )
a

a T

x
x z x z , (3) 

де 
0

 – хімічний потенціал за відсутності 

зовнішнього поля. 

Не враховуючи квадратичні члени розкладу, 

з виразу (2) отримаємо наближений вираз для 

осмотичного тиску 
1
p : 

 

1

1
1 2 2 1 1

1

( ) ( ) ,a
a a

T

p p p
p

 (4)

де 1

1 T
p

 – молекулярний об’єм чистого 

розчинника. Таким чином вираз для хімічного 

потенціалу відповідно можна записати: 

 1
0

( )
.a

a

x z

An
 (5)

 

 Розглянемо плоскопаралельний шар. 

Введемо тривимірну систему координат так, щоб 

вісь z була перпендикулярна до площини 

системи, яка вздовж осей x та y прямує до 

нескінченності. Система обмежена вздовж осі z, 

тобто, z може змінюватись в межах від L  до .L
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Очевидно, що за відсутності поля, що діє в 

площині 0x y  концентрація розчину вздовж осей 

x  та y  не змінюється. 

 Поблизу стінок, що є напівпроникними, 

діють симетричні сили притягання 

(відштовхування), потенціал яких промоделюємо 

наступними виразами [2]: 

 
( ) 2 ch ,

( ) 2 ch .

kL
a a

kL
b b

u z B e kz

u z B e kz
 (6) 

 В цьому випадку диференціальне рівняння 

відносно ( )
a
x z  має вигляд [3]: 

2
2 2

2
( 2 e ch )kLa

a ba

d x
x A B kz

dz
 (7) 

де 
1

2
,  – радіус кореляції, ( )A A  – 

стала, що залежить від параметрів критичної 

точки даного розчину, ( )
ba a lb
B B B N , 

l
N  – 

кількість частинок (вузлів) у шарі товщиною l . 

a
B  та 

b
B  – відповідні амплітуди ( 0B  

відповідає силам відштовхування, 0B  – 

притягання), k
–1 

– ефективний радіус дії цих сил, 

який вважаємо однаковим для частинок обох 

сортів, λ – стала, пов’язана з визначенням 

хімічного потенціалу обмеженої системи, 

значення якої може бути визначено з умови 

ізопериметризму. Рівняння (7) необхідно 

розв’язувати за умов трансверсальності та 

ізопериметризму [5]: 

 ( ) 0
S S
n x r  (8) 

 
1 1
( ) 0

V

dr x r  (9) 

Розв’язок рівняння (7) з врахуванням умов (8) та 

(9) в цьому випадку має вигляд: 

 

2

2 2

2 2 2

( ) 2 e

1 sh
ch

sh

1 1
ch sh .

kL
a ba
x z B A

k kL
z

Lk

kz L
k k L

 (10)

 

Одержаний просторовий розподіл 

концентрації бінарного розчину (10) дозволяє 

отримати залежність хімічного потенціалу 
1a  

від радіусу кореляції, що змінюється в межах від 

10
–7

 м. до 0,999×10
–5 

м. 

1 2 2
0

1 1

2 1
( )

1

.

kL
BA

a

B e

x k

L L L L shkL
k sh ch sh shkL chkL

kL

 (11) 

На рис. 2 наведено залежність хімічного 

потенціалу від радіусу кореляції модельного 

бінарного розчину для різних значень амплітуди 

i
B . Аналіз наведених на рис. 2 даних вказує на 

зменшення відносного хімічного потенціалу 

 
 

 

0,1 0,2 0,3 0,4 

1 

2 

3 

0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

(µ
1

а
–

µ
0
)/

µ
0
 

ξ/L 

Рис. 2. Залежність відносного осмотичного тиску 

(µ1a – µ0) / µ0 бінарного розчину в плоскій порі з 

симетричним пристінковим потенціалом від 

радіусу кореляції ξ для системи з k
–1

 = 3×10
–10

 м, 

L = 10
–5

 м та різних значень В: В = 0,1×10
–24

 Дж (1), 

В = 5×10
–24

 Дж (2), В = 1×10
–24

 Дж (3). 
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p
0
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Рис. 3. Залежність відносного осмотичного тиску 

(p1 – p0) / p0 бінарного розчину в плоскій порі з 

симетричним пристінковим потенціалом від 

радіусу кореляції ξ для системи з k
–1

 = 3×10
–10

 м, 

L  =  10
–5

 м та різних значень В: В = 0,1×10
–24

 Дж (1), 

В = 5×10
–24

 Дж (2), В = 1×10
–24

 Дж (3). 
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1 0

0

a  на 20 – 60% при зростанні радіусу 

кореляції .  

Одержана просторова залежність хімічного 

потенціалу (11) за допомогою формули (3) 

дозволяє отримати вираз залежності осмотичного 

тиску ( )p
 

від радіусу кореляції :

 

1 2 2
0
1 1

2 1
( )

1

kL
BAB e

p
Vx k

L L L L shkL
k sh ch sh shkL chkL

kL

 (12) 

На рис.  3 наведено залежність відносного 

осмотичного тиску від радіусу кореляції для 

систем з різними значеннями сталих B . Аналіз 

наведених на рис. 3 даних вказує на те, що зі 

збільшенням радіусу кореляції  відносний 

осмотичний тиск для даної системи зменшується 

на величину порядку 30 – 50%.  

 

Результати та висновки 

Побудовано вирази для обчислення 

осмотичного тиску бінарного розчину, що 

дозволяють проводити обчислення в широкому 

інтервалі зміни термодинамічних параметрів, 

включаючи окіл критичної точки розшарування.  

Встановлено, що з наближенням до 

критичної точки розшарування бінарного 

розчину відносна зміна хімічного потенціалу 

та осмотичного тиску досягає величини 20 –

 50 %. 
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Проведено ab initio розрахунок рівноважного положення домішкового атома кисню в надкомірці 

з 64 атомів кремнію. Розрахунок проведено методом функціоналу густини в узагальненому 

градієнтному наближенні за допомогою пакета програм ABINIT. Розрахований кут квазімолекули Si-

O-Si дорівнює ~ 136°. Представлені та проаналізовані електронні спектри надкомірки з 64 атомів 

кремнію, що містить домішковий атом кисню в тетраедричній порі та у рівноважному положенні. 

Обговорюється можливість формування магнітних моментів на дефектах. Показано, що частково 

заповнена домішкова підзона, яка спостерігається для випадку кисню в центрі тетраедричної пори, 

може призводити до формування магнітного моменту. 

Ключові слова: електронна структура, кремній, домішка кисню. 

  

Ab initio calculation of the electronic spectra of a supercell composed of 64 Si atoms with point defect O 

are presented. The oxygen impurity is considered in the interstitial position. The concentration of oxygen  is 

~ 1.5% (10
20

 cm
-3

). The density functional theory in the general gradient approximation using the software 

package ABINIT has been used for numerical calculation. The equilibrium position of oxygen in silicon has 

been investigated. We obtained that the angle of Si-O-Si quasimolecules is ~ 136 °. The electronic spectra of 

a supercell composed of 64 Si atoms with oxygen impurity in the tetrahedral pore and in the equilibrium 

position are presented and analyzed. In general, the obtained spectra corresponds to the spectra of pure Si, 

the main different is formation narrow impurity peak nearly Fermi level. Analysis of local spectra allows to 

associate a narrow peak in the vicinity of the Fermi level with the electronic states of impurity atoms O. The 

possible formation of magnetic moments on impurity atoms are discussed. It is shown that partially filled 

impurity subzone observed in the case of oxygen in the tetrahedral pore can lead to the formation of the 

magnetic moment.  

Key Words: electronic structure, silicon, oxygen impurity. 

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Макара В.А. 

Вступ 

Технологічною основою сучасної 

мікроелектроніки  та приладобудування є 

монокристалічний кремній. Електрофізичні, 

механічні та технологічні властивості 

кристалічного кремнію значною мірою зумовлені 

наявністю домішок, зокрема кисню – домінуючої 

домішки в монокристалах кремнію. Саме тому 

вивчення впливу домішки кисню на властивостi 

кремнiю залишається актуальною проблемою та 

привертає увагу багатьох дослідників. 

На даний час існують данi про незвичнi 

магнiтнi (навiть феромагнiтнi) властивостi 

монокристалiв кремнія, якi пов’язують з 

кисневмiсними дефектами. Наприклад, у роботi 

[1] отримано нелiнiйнi польовi залежностi 

магнiтної сприйнятливостi χ(H) монокристалiв 

кремнiю при T = 80 K, якi корелюють з 

концентрацiєю цих дефектiв. Згідно [1], таку 

феромагнiтну поведiнку магнiтної 

сприйнятливостi можна пояснити прямою 

обмiнною взаємодiєю мiж кисневмiсними 

дефектами в областях так званих мiкро-

флуктуацiй концентрацiї кисню з концентрацiєю 

тих самих дефектiв – 10
18

–10
21

 см
−3

. 

У роботі [2] зафiксовано феромагнiтний 

сигнал вiд зразкiв поруватого кремнiю (аж до 

температури 570 K) i вперше, наскiльки нам 

вiдомо, обговорювалася можливiсть виникнення 
© Т.В. Горкавенко, І.В. Плющай,  

В.А. Макара, 2015 
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магнетизму в системах дефектiв високої густини 

в кремнiї. За допомогою електронного 

парамагнiтного резонансу була зафiксована 

наявнiсть парамагнiтних центрiв, пов’язаних з 

обiрваними зв’язками. 

Питання наявностi або вiдсутностi магнiтних 

моментiв на домiшках кисню також цiкаве з 

точки зору нещодавно вiдкритого магнiто-

пластичного ефекту на монокристалах Si [3]. 

Послiдовного пояснення цього ефекту досi не 

iснує, але деякi дослiдники пов’язують вплив 

магнiтного поля на механiчнi характеристики 

кристалiв Si саме через вiдповiднi реакцiї 

дефектiв, що мають магнiтний момент. 

Попередньо проведені розрахунки [4] 

показали можливість формування магнітних 

моментів на домішках кисню, але в цих роботах 

не було проведено дослідження рівноважного 

положення кисню. 

З літературних джерел відомо, що атоми 

кисню займають в кристалічній гратці кремнію 

міжвузлове положення, утворюючи з най-

ближчими атомами кремнію ланцюг Si-O-Si [5]. 

Квазімолекула Si-O-Si паралельна напрямку [111] 

і є дещо вигнутою, утворюючи кут приблизно 

150° (рис. 1). Беручи до уваги симетрію 

кристалічної гратки, атом кисню може займати 

шість еквівалентних положень відносно двох 

найближчих атомів кремнію. Причому 

енергетичний барʼєр переорієнації між цими 

положеннями настільки малий, що навіть при 

кімнатній темпераурі атом кисню досить швидко 

змінює своє положення. Зміна положення атома 

кисню не повʼязана з його дифузійним стрибком, 

що вимагає розриву звʼязку Si-O-Si, як це 

відбувається при дифузії. 

З огляду на вищезазначене метою даної 

роботи було встановити рівноважне положення 

кисню в монокристалах кремнiю, а також 

особливостi електронних станiв домішок кисню 

та проаналiзувати можливiсть виникнення на них 

локалiзованих магнiтних моментiв. Для цього 

було проведено ab initio розрахунок електронних 

спектрів надкомірки кремнію з 64 атомів, кисень 

розглядався у міжвузловому положенні. 

Концентрацiя кисню ~ 1,5% (10
20 

см
−3

). 

Розрахунок проводився методом функцiоналу 

густини [6] в узагальненому градiєнтному 

наближеннi [7] за допомогою пакета програм 

ABINIT [8].  

Результати та обговорення 

Спочатку атом кисню ми розташували в 

центрі тетраедричного міжвузля в середині 

надкомірки з 64 атомів кремнію. В даному 

положенні атом кисню мав координати (000). 

Після цього ми провели чисельний експеримент 

по розрахунку рівноважного положення  

домішкового атома кисню у надкомірці кремнію 

з 64 атомів, рухаючи його з кроком 0,01 ат.од. до 

найближчих двох атомів кремнію, 

перпендикулярно напрямку [111]. 

Залежність повної енергії (Etot) надкомірки з 

64 атомів кремнію, що містить кисень у 

міжвузловому положенні, від зміщення кисню 

показано на рис. 2. Зміщення атома кисню ми 

відраховували від центра тетраедричної пори, 

тобто від початкового положення кисню. 

Мінімум цієї кривої знаходиться на відстані 

0,05 ат.од. від центра тетраедричного міжвузля, 

або на відстані 0,066 ат.од. від двох найближчих 

атомів кремнію. Згiдно з результатами 

розрахунку, повна енергiя атома O у 

рівноважному положенні на ~ 0,05 еВ менша за 

енергiю атома O у тетраедричній порі. Останнє 

підтверджує, що атоми кисню в кристалічній 

гратці кремнію займають міжвузлове положення, 

утворюючи з сусідніми атомами кремнію ланцюг 

 
Рис.1. Структурна модеь квазімолекули Si-O-Si. 

 
Рис. 2. Залежність повної енергії від положення 

атома кисню. 
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Si-O-Si. На основі першопринципних розрахунків 

ми встановили, що кут квазімолекули Si-O-Si 

дорівнює ~ 136°, отримане значення є дещо 

меншим від раніше передбаченого α(Si-O-

Si) = 150° [5] на основі модельних уявлень. 

На рис. 3 представлено розраховану нами 

енергетичну залежнiсть густини електронних 

станiв чистого кремнію (а), надкомірки з 64 

атомів кремнію, що містить один міжвузловий 

атом кисню в центрі тетраедричної пори (б), та у 

рівноважному положенні (в). Положення рівня 

Фермі показано вертикальною лінією. У цiлому, 

отримані спектри вiдповiдають спектру чистого 

Si, що свiдчить про адекватнiсть розрахунку – 

1,5% домішок атомів О не змінюють значно 

електронну структуру кристалів Si. Єдиною 

якiсною вiдмiннiстю є формування вузького 

додаткового пiка в забороненiй зонi 

безпосередньо над валентною зоною. 

Напівширина цього піка дорівнює ~ 0,11 еВ для 

положення атома кисню в центрі тетраедричної 

пори та ~ 0,07 еВ для рівноважного положення 

кисню. Висота домішкового піку для випадку 

розташування кисню в рівноважному положенні 

у ~ 1,6 рази менше, ніж для випадку кисню у 

тетраедричній порі. Рівень Фермі по мірі 

досягнення рівноважного положення дещо 

підвищується.  

На рис. 4 наведено локальні електронні 

спектри домішкового атома О в центрі тетра-

едричної пори (а) надкомірки з 64 атомів Si та у 

рівноважному положенні (б), а також найближ-

чого сусіднього атома Si у квазімолекулі Si-O-Si 

(в). Аналіз локальних спектрів дозволяє зв’язати 

вузький пiк в околі рівня Фермі саме зi станами 

домiшкових атомiв О. Вказаний гострий пiк в 

локальних спектрах усiх iнших атомiв розгля-

нутої надкомiрки виявляється у десятки разів 

меншим. Отже, частково заповнений гострий пiк, 

який спостерiгається в електронному спектрi 

надкомірки з 64 атомів Si з точковим дефектом 

О, пов’язаний з домішковими атомами О.  

Проаналiзуємо результати наших 

розрахункiв з точки зору можливостi виникнення 

зонного магнетизму. Утворення домiшкової 

пiдзони в околi забороненої зони є типовим для 

напiвпровiдникiв. Згiдно з критерiєм Стонера, 

для виникнення магнiтного впорядкування 

необхiдна наявнiсть вузького напiвзаповненого 

 
Рис. 3. Енергетична залежність густини 

електронних станів: а – кристалічний кремній; б – 

надкомірки з 64 атомів Si та атома кисню в 

тетраедричній порі; в – надкомірки з 64 атомів Si 

та атома кисню в рівноважному положенні. 

 
Рис. 4. Енергетична залежність густини 

електронних станів: а – атома кисню в центрі 

тетраедричної пори; б – атома кисню у 

рівноважному положенні; в – атома Si, що є 

першим сусідом домішки кисню.  
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пiка поблизу рiвня Фермi. Як раз таким i є 

домішковий субпiк (див. б, в на рис. 3), 

пов’язаний з наявністю домішкових атомів О у 

центрі тетраедричної пори (б) та у рівноважному 

положенні (в). В обох випадках домiшкова 

пiдзона електронних станiв кисню у 

мiжвузловому станi дуже вузька (плоска) і для 

випадку О у тетраедричній порі частково 

заповнена, а у випадку кисню в рівноважному 

положенні майже незаповнена, тобто рівень 

Фермі потряпляє в область початку цього 

домішкового піку. Частково заповнена вузька 

домішкова підзона у випадку розміщення атома 

кисню  у тетраедричній порі, згiдно з [4], може 

призвести до виникнення зонного магнетизму, як 

це вiдбувається в графiтових структурах. Як 

показали проведені нами розрахунки, у випадку 

коли домішковий кисень знаходиться точно у 

рівноважному положенні вищезазначений ефект 

стає менш виразним. 

 

Висновки 

Проведений нами першопринципний 

розрахунок рівноважного положення 

домішкового атома кисню в кремнії показав, що 

кут квазімолекули Si-O-Si становить ~ 136°. 

Аналіз електронних спектрів надкомірки 

кремнію з домішкою кисню в центрі 

тетраедричної пори і в рівноважному положенні 

виявив можливість формування магнітних 

моментів на домішковому кисні.  

 

Список використаних джерел 

1. Неймаш В.Б. Процеси трансформацiї станiв 

домiшки кисню в монокристалах кремнiю при 

високоенергетичному опромiненнi та термо-

обробках : дис. д-ра фiз.-мат. наук / В.Б. Неймаш 

– Київ, 2007. – 325 с. 

2. Laiho R. Magnetic Properties of Light-Emitting 

Porous Silicon / R. Laiho, E. L¨ahderanta, L. 

Vlasenko et al. // J. of Luminescence. – 1993. – V. 

57. – P. 197–201. 

3. Makara V.A. Effect of weak magnetic field on 

structural arrangement of extrinsic oxygen atoms and 

mechanical properties of silicon monocrystals / V.A. 

Makara, L.P. Steblenko, Yu.L. Kolchenko et al. // 

Semicond. Phys., Quantum Ellectron. and Optoelectron. 

– 2006. – V. 9, No 2. – P. 1–3. 

4. Plyushchay I.V Ab initio calculation of magnetic 

interaction between edge dislocation and oxygen 

impurity in silicon / I.V. Plyushchay, O.I. 

Plyushchay, V.A. Makara // Metallofizika i 

Noveishie Tekhnologii. – 2014. – V. 36, No 5, P. 

589–596. 

5. Бабич В.М. Кислород в монокристаллах 

кремния / В.М. Бабич, Н.И. Блецкан, Е.Ф. Венгер. 

– Киев: Интерпрес ЛТД, 1997. – 240 с.  

6. Gonzea X. ABINIT: First-principles approach of 

materials and nanosystem properties / X. Gonzea, B. 

Amadond, P.-M. Anglade et al. //Comput. Phys. 

Com. – 2009. – 180. – P. 2582–2615. 

7. Perdew J. P. Generalized gradient approximation 

made simple / J. P. Perdew, K. Burke, M. Ernzerhof 

// Phys. Rev.Lett. – 1996. – 77. – P. 3865–3868. 

8. Abinit (2014) [Online] Application. Available 

from: http://www.abinit.org [Accessed: 2004-2015]. 

 

References 

1. NEYMASH, V. B. (2007) Processes of oxygen 

impurity state transformation in the silicon single 

crystals under high energy irradiation and heat 

treatments (Doctoral dissertation). 

2. LAIHO, R. et al. (1993) Magnetic Properties of 

Light-Emitting Porous Silicon. Journal of 

Luminescence. 57. p.197-201. 

3. MAKARA, V. A. et al. (2006) Effect of weak 

magnetic field on structural arrangement of extrinsic 

oxygen atoms and mechanical properties of silicon 

monocrystals. Semiconductor Physics, Quantum 

Electronics and Optoelectronics. 9 (2). p.1-3. 

4. PLYUSHCHAY, I. V., PLYUSHCHAY, O. I. and 

MAKARA, V. A. (2014) Ab initio calculation of 

magnetic interaction between edge dislocation and 

oxygen impurity in silicon. Physics of Metals and 

Advanced Technologies. 36 (5), p. 589-596. 

5. BABYICH, V. M., BLETSKAN, N. I. and 

VENGER, E. F. (1997) Oxygen in the silicon single 

crystals. Kiev: Interpress LTD. 

6. GONZEA, X. et al. (2009) ABINIT: First-

principles approach of materials and nanosystem 

properties. Computer Physics Communications. 180. 

p.2582-2615. 

7. PERDEW, J. P., BURKE, K. and ERNZERHOF, 

M. (1996) Generalized gradient approximation made 

simple. Physical Review Letters. 77. p.3865-3868. 

8. Abinit (2014) [Online] Application. Available 

from: http://www.abinit.org [Accessed: 2004-2015].  

 

 
Надійшла до редколегії 20.04.15 

254



Вісник Київського національного університету  

імені Тараса Шевченка 

Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  

National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
УДК 535.324, 539.2 

 

Гоцульський В.Я.
1,2

, к.ф.-м.н., доц., 

Свечнікова О.С.
1
, к.ф.-м.н.,  

Стиранець М.В
2
, аспірант 

 

Тонка структура низькоконцентраційного 

піку розсіяння світла водними розчинами 

етанолу 
 

1
Київський національний університет імені 

Тараса Шевченка, 01601, м. Київ, вул. 

Володимирська, 64/13,  

е-mail: svechnikova@univ.kiev.ua 
2 
Одеський національний університет імені І. І. 

Мечникова, фізичний факультет, вул. Пастера 

42, Одеса, Україна  е-mail:
 2
 vygot@onu.edu.ua 

 

V.Ya.Gotsulskiy
1,2

, PhD, Asoc. Prof.,  

O.S. Svechnikova
1
 PhD, 

M.V. Stiranets
2
, СPhD stud. 

 

The fine structure of low concentration peak 

light scattering aqueous solutions of ethanol 
 

1
Taras Shevchenko National University of Kyiv, 

01601, Kyiv, Volodymyrska str., 64/13,  

е-mail: svechnikova@univ.kiev.ua
  

2
 I.I.Mechnikov National University of Odessa, 

Faculty of physics, 42, Pastera Str., Odesa 65001, 

Ukraine  

е-mail: 
2
 vygot@onu.edu.ua  

 

 

Робота присвячена експериментальному дослідженню концентраційної залежності 

низькоконцентраційного піку інтенсивності розсіяного світла у водних розчинах етанолу в околі 

особливої точки 1.005.0  x  (x- мольна частка етанолу у розчині). Увага приділяється околу 

особливої точки, яка визначається як точка перетину кривих концентраційних залежностей 

контракції при різних температурах або як точка, в якій спостерігається аномальний максимум 

інтенсивності молекулярного розсіяння світла. Показано, що рівноважні властивості розчинів 

встановлюються на протязі тривалого часу (тиждень та більше), при цьому аномальний максимум 

розпадається на два. Положення цих піків корелює з даними аналізу контракції водних розчинів 

етанолу таким чином, що вони розташовуються симетричне відносно границі області де суттєві 

квазікристалічні властивості води. Локальна в’язкість розчинів з максимальним розсіянням 

визначалась динамічним розсіянням світла на завісі у розчинах латексних частинок розміром 60 нм.  

Поведінка концентраційної залежності локальної в’язкості суттєво відрізняється для піків тонкої 

структури аномального розсіяння світла.  

Ключові слова: водні розчини етанолу, низькоконцентраційне розсіяння світла, динамічне 

розсіяння світла, особлива точка. 

 

This paper is concerned with experimental study of the concentration dependence of the scattered light's 

low-concentration intensity peak in water-ethanol solutions in the neighborhood of the peculiar point 

1.005.0  x  ( x  is a mole fraction of ethanol in solution). We pay attention to the neighborhood of the 

peculiar point defined as intersection point of the contraction's concentration dependence curves taken at 

different temperatures. Also peculiar point can be defined as the point of an anomalous maximum intensity of 

molecular light scattering. It is shown that the equilibrium properties of solutions are established for a long 

time (a week or more), while the maximum anomalous splits into two. The position of these peaks correlated 

with the contraction to the analysis of aqueous solutions of ethanol. They are arranged symmetrically with 

respect to border areas where significant quasicrystal properties of water. Local viscosity of solutions with 

maximum scattering defined by dynamic light scattering on suspension of latex particles 60 nm differs 

markedly for these peaks. 

Key Words: aqueous solutions of ethanol, low concentration of light scattering, dynamic light scattering, 

a singular point. 

 

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л. А. 
 

Молекулярне розсіяння світла стало одним з 

основних засобів вивчення властивостей 

розчинів ще в 50-ті роки минулого сторіччя і 

залишалося таким протягом усіх наступних 60-ти 

років. Це пов'язано з тим, що розсіяння світла 

визначається мікроскопічними оптичними 

неоднорідностями різного масштабу, які можуть 

вимірюватися шляхом зміни кутів розсіяння, а 

© В.Я. Гоцульський, О.С. Свечнікова,  

М.В. Стиранець, 2015  
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характер їх часової залежності - шляхом 

вимірювання частоти розсіяного світла [1-5]. 

В [1,6] було показано, що у водно-спиртових 

розчинах залежність повної інтенсивності 

молекулярного розсіяння світла від концентрації 

має два максимуми: один з них - основний при 

концентрації спирту 5,02,0~ x  і другий, 

більш різкий максимум, при концентрації спиртів 

1,001,0~ x  (рис.1).  

 
 

Рис. 1. Характерна концентраційна залежність 

інтегральної інтенсивності молекулярного 

розсіяння світла у водних розчинах спиртів [1-

4, 6]: 1– низькоконцентраційний максимум, 2 – 

основний максимум. 

 

Основний максимум зумовлений 

розсіюванням світла на флуктуаціях 

концентрації. Його положення і амплітуда чітко 

корелюють з розрахунками, проведеними в 

рамках термодинамічної теорії флуктуацій, а 

поведінка низькоконцентраційного максимуму є 

аномальною: він зменшується зі збільшенням 

температури і зміщується при цьому в область 

великих концентрацій. При цьому для водних 

розчинів етанолу і метанолу основний максимум 

концентраційного розсіювання світла практично 

відсутній, оскільки показники заломлення води і 

спирту близькі [7]. Експерименти по 

дослідженню концентраційної залежності 

теплоємності водно-спиртових розчинів показали 

наявність максимуму там же, де знаходиться 

додатковий максимум молекулярного розсіяння 

світла. Вважається, що це свідчить про наявність 

структурних змін в розглянутих системах  [1, 6]. 

Підкреслимо, що для отримання відтво-

рюваних результатів, необхідно тривале витриму-

вання розчину після його приготування [8,9].      

У цих роботах було показано, що рівноважний 

стан у водно-спиртових розчинах досягається 

протягом тривалого часу (від доби до декількох 

тижнів) після їх приготування. Ця обставина 

також вказує на те, що перерозподіл молекул 

спирту в розчині зумовлений не простим 

дифузійним механізмом, а має більш складний 

характер, який пов'язаний з виникненням і 

руйнуванням зародків метастабільної фази. 

Нами була поставлена задача по 

дослідженню зміни характеристик аномального 

піку розсіяння світла у водних розчинах етанолу 

з часом. Для цього забезпечувалось одночасне 

 
Рис. 2. Залежність мутності (turbidity) етII  

водних розчинів етанолу від його мольної 

частки, яка отримана відносним методом: а) в 

першу добу після змішання розчину, б) через 

тиждень після приготування розчину. Суцільна 

лінія – результат згладжування. етII  , - 

інтенсивності розсіяного світла на розчинах 

вода-етанол і на еталоному завісі латекса 

відповідно. 
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приготування у однакових умовах 20 зразків у 

концентраційному діапазоні 1,005,0  x   

мольної частки етанолу у водному розчині. Як 

правило, при дослідженні аномального 

максимуму розсіяння світла автори 

обмежувались констатуванням його наявності і 

на його концентраційний діапазон приходилось 

не більше 5 точок. 

Навіть візуальне спостереження всього ряду 

зразків при сталій температурі 22°С дозволило 

виявити те, що протягом тижня лише у двох 

зразках з концентраціями 065,0x  і 095,0x  

мольної частки утворювався стан з розсіянням 

світла по інтенсивності близький до 

опалесценції. Результати нефелометрії, які 

наведені на рис. 2, показують, що концентраційна 

залежність мутності розчину (turbidity), що 

визначена в початковий момент часу (рис. 2 а) і 

має один максимум, через два тижні 

трансформується у сукупність піків (рис. 2 б).  Їх 

положення повністю узгоджується з тим, що при 

цій температурі гранична концентрація області, 

де суттєві квазікристалічні властивості води у 

розчині, приходиться на концентрацію 08,0x , 

яка була отримана аналізом залежностей 

контракції [10,11]. 

На рис. 3 представлено результати 

вимірювань часів кореляції світла, розсіяного на 

латексних частинках з паспортним розміром 

60 нм, які були зважені в тих же водних розчинах 

етанолу, що були використані при попередніх 

експериментах.  

Автокореляційна функція інтенсивності 

розсіяного світла )(tI  на рухомих 

неоднорідностях має вигляд [3-5] 

сebatItIG






2

2 )()()(



      

(1) 

де c – характерний час флуктуацій інтенсивності 

розсіяного світла, a, b – константи. У разі, якщо 

неоднорідності в розчині є броунівськими 

частинками, використовуючи формулу 

Ейнштейна, можна пов'язати характерний час c  

з коефіцієнтом дифузії D  та хвильовим вектором 

розсіяння q  виразами 

       2sin
λ

 π4
    , 

1
2


n

q
Dq

с       
(2) 

n – показник заломлення,  – довжина хвилі 

зондуючого випромінювання,   – кут розсіяння. 

На рис. 3 в концентраційній залежності часів 

кореляції видно присутність двох піків. Їх 

концентраційне положення збігається з піками 

інтенсивності розсіяння (рис. 2).  

 

 
Рис. 3. Залежність від мольної частки етанолу 

часів кореляції інтенсивності світла, що розсіяне 

на завісі частинок латексу розміром 60 нм у 

розчинах вода-етанол. Температура 22°С.  

 

Особливість їх в тому, що в околі одного при 

x = 0,065  помітно зменшення часу кореляції, 

тобто збільшення рухливості частинок латексу, а 

при x = 0,095 мольної частки - зменшення 

рухливості. Це можна трактувати як зменшення 

або збільшення локальної в'язкості на 

наномасштабах, які визначають рух броунівський 

частинки розміром десятки нанометрів. Раніше 

розмір неоднорідностей в області аномального 

розсіювання світла оцінювався як 

мезомасштабний: 100-1000 нм [9,12]. 

Висновки  

1. Рівноважний стан у водних розчинах 

етанолу у околі особливої точки 1,005,0  x  

мольної частки досягається на протязі тижня. 

2. При утворенні рівноважного стану 

аномальний низькоконцентраційний пік 

розсіяння світла приймає складну форму – 

сукупність піків. 

3. Положення піків тонкої структури 

аномального піку розсіяння світла корелює з 

результатами аналізу контракції водних розчинів 

етанолу та наявністю області, де суттєві 

квазікристалічні властивості води. 

4. Динамічне розсіяння на частинках 

латексу у розчинах, що відповідають 

максимумам тонкої структури піку розсіяння, 

показує суттєву відмінність локальної в’язкості 

цих розчинів. 

.
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За допомогою термодинамічних розрахунків проведена оцінка можливості протікання процесу 

висхідної дифузії в аморфних сплавах системи Fe-B. Показано, що при ізотермічному відпалі 

аморфних сплавів системи Fe-B в області температур Т = 0,6Tев існує можливість розсмоктування 

вморожених центрів кристалізації за рахунок висхідної дифузії, що у свою чергу може підвищити 

термічну стабільність аморфного сплаву. Даний висновок підтверджено експериментально за 

допомогою дилатометричної методики. 

Ключові слова: аморфний сплав, вморожені центри кристалізації, висхідна дифузія  

 

The temperature stability of amorphous alloys is determined by their composition, the receipt 

technology, and also by the temperature interval of phase transformations’ activation. The study of kinetics 

and the mechanisms of amorphous alloys’ structural transformations allows to give concrete 

recommendations as for their thermal stability increase and the changes of physical properties in the 

necessary direction. It has been conducted the estimation of ascending diffusion process possibility in the 

amorphous alloys of Fe-B system through thermodynamics calculations. It has been also theoretically 

grounded and experimentally implemented the process of amorphous matrix cleaning from the frozen 

crystallization centers by the isothermal annealing of amorphous alloy at the temperature T = 0,6Tev, due to 

the initiated ascending diffusion caused by the difference between the chemical potentials of i-component in 

the amorphous and crystalline phases. The dilatometric method has revealed that the isothermal annealing 

at temperatures T = 0,6Tev results in the expansion of the temperature stability interval of amorphous alloys 

on (20-60) K. The increase of temperature of intensive crystallization beginning, which is explained by 

dissolution of the frozen crystallization centers, also testifies the previous issue. 

Key Words: amorphous alloy, freezed crystallization centers, ascending diffusion 
 

Статтю представив член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Макара В.А. 
 

Вступ 

 Сучасні термодинамічно нерівноважні 

матеріали з аморфною структурою 

характеризуються комплексом унікальних 

фізико-хімічних властивостей. Проте більшість 

аморфних сплавів мають суттєвий недолік – 

невисоку термічну стабільність. При нагріванні 

до певної температури аморфні металеві сплави 

переходять в більш стабільний кристалічний 

стан, втрачаючи при цьому свої характерні 

властивості.  Високотемпературну  стабільність 

аморфних сплавів часто пов’язують із повною 

відсутністю зародків кристалічної фази, але 

численні електронномікроскопічні дослідження 

показують, що в аморфних сплавах існують 

центри кристалізації, які є вмороженими в 

аморфну фазу [1, 2]. Згідно теорії гомогенного 

зародкоутворення при швидкому гартуванні 

розплаву зародки кристалічної фази утворюються 

в області температур Т ~ 0,7 Тр , при цьому 

переохолоджена рідина переходить в тверду 

аморфну фазу. Таким чином, утворюється 

гетерогенна система: вморожені центри 

кристалізації – аморфна фаза, в якій виникають 

пружні напруження. Термодинамічна рівновага в 

© В.І. Лисов, Т.Л. Цареградська, Г.В. 

Саєнко, О.В Турков, 2015  
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такій системі визначається різницею хімічних 

потенціалів компонентів сплаву в аморфній та 

кристалічній  фазах  i .  На процес зародження 

центрів кристалізації впливає різниця хімічних 

потенціалів між аморфною та кристалічною 

фазами i , при цьому зменшення i  сприяє 

підвищенню термічної стабільності сплавів. В 

роботі [3] отримано термодинамічні умови 

існування вморожених центрів кристалізації в 

аморфній фазі. Врахування додаткового тиску на 

поверхні розділу кристалічний зародок – 

аморфна фаза призводять до значного зменшення 

величини i  в порівнянні зі значенням i  в 

тій області, де пружні напруження відсутні. За 

умови 0   розмір вморожених центрів 

кристалізації може зменшуватись та відбуватися 

їх розчинення в аморфній матриці. В даному 

випадку має підвищуватись термічна стабільність 

аморфного сплаву. 

Термодинамічний аналіз можливості 

протікання процесу висхідної дифузії в 

аморфних сплавах 

 Причиною переміщення частинки і-го 

компонента у розчині є різниця між хімічними 

потенціалами i  в  (аморфній) і 

 (кристалічній) фазах, яка призводить до 

виникнення рушійної сили  

  
i i
F   .    (1) 

 Термодинамічний аналіз показує, що 

рушійна сила 
i
F , яка викликає дифузійний 

перенос речовини i-го компонента в 

багатокомпонентній системі визначається 

градієнтом хімічного потенціалу i-го компонента, 

а не градієнтом концентрації, як це слідує із 

першого рівняння Фіка.  

 Під дією сили 
i
F  атоми здійснюють 

спрямований рух із середньою швидкістю  

i i iF
v u F ,    (2) 

де iu  – рухливість атомів і-го компонента.  

 В результаті  виникає дифузійний потік 

атомів і-го компонента, густина якого дорівнює  

i i i i i i i i iJ c v c u F c u     . (3) 

 Хімічний потенціал і-го компонента в 

реальному розчині визначається так: 

0i i iRT lna   ,   (4) 

де ia  – активність і-го компонента, 0i  –

 хімічний потенціал чистого і-го компонента в 

стандартному стані. 

 Враховуємо, що активність визначається 

рівнянням 

i i ia c  ,   (5) 

де i – коефіцієнт активності. 

Отримаємо вираз для хімічного потенціалу і-го 

компонента 

0i i i iRT ln( c )    .   (6) 

 Таким чином, для густини дифузійного 

потоку атомів і-го компонента маємо вираз 

ln

i
i i i

i

lna
J u RT c

c


  


,   (7) 

або 

ln

ln

i
i i i

i

J u RT c
c

  
    

 
.   (8) 

 Порівнюючи (8) із першим законом Фіка 

отримаємо вираз 

1 i
i i

i

ln
D u RT

lnc

  
  

 
.    (9) 

 Вираз (9) показує можливість виникнення 

явища дифузії проти градієнту концентрації за умови 

ln

ln

i

ic

 


  .              (10) 

 Дана умова описує явище висхідної дифузії, 

при якій  потік компонента, що дифундує, 

спрямований в бік збільшення градієнта 

концентрацій; при цьому кристалічний зародок 

буде розчинятись  в аморфній фазі.  

 З урахуванням рівняння (9),  перше  рівняння 

Фіка для реальних розчинів можна записати так  

i i i i i iJ D c c v F    .        (11) 

 Порівнюючи (8) та (11) приходимо до 

висновку, що в реальному розчині з’являється 

додаткова сила  

i iF kT ln     .            (12) 

 Ця сила характеризує вплив градієнта 

власного потенціального поля кристала, в якому 

рухається атом, що дифундує.  

 Рушійна сила дифузії  ikT ln    

відрізняється від концентраційної ic , яка 

відповідає ентропії змішування.  

 Розглянемо можливість теоретичного 

розрахунку коефіцієнта активності i . 

Коефіцієнт активності і-компонента визначається 

рівнянням  

260



Вісник Київського національного університету  

імені Тараса Шевченка 

Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  

National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 

i
i

H
exp

RT

 
   

 
,   (13) 

де 
i

H  – відносна парціальна ентальпія 

перетворення кристал – аморфна фаза для і-го 

компонента. 

 Відносні парціальні ентальпії перетворення 

кристал – аморфна фаза для і-го компонента 

знайдемо через відносну інтегральну ентальпію 

сплаву 

 
d

1
d

i i

i

H
H H c

c


     ,   (14) 

де H  – відносна інтегральна ентальпія 

перетворення кристал – аморфна фаза, яку можна 

визначити з експерименту.  

Для бінарного розчину можна записати  

 

 

1 1

1

2 2

2

d H
H H c ,

dc

d H
H H c .

dc


    


    

        (15) 

Оцінимо можливість виконання критерію 

(10) протікання процесу висхідної дифузії в 

бінарних аморфних сплавах системи Fe-B.  

Скористаємось експериментальними 

залежностями відносної інтегральної ентальпії 

перетворення ( )H T кристалічного сплаву 

Fe82B18 в переохолоджений (метастабільний) 

розплав при температурі 850 К [4] та 

напівемпіричним виразом для бінарного сплаву, 

отриманим в роботі [5]  

 
 

  
1 1

2
1

1

1 2 1

c c
H

c

 
 

    
,   (16) 

де  – положення максимуму функції 1( )H c ,  

 – значення функції 1( )H c  в точці максимуму.  

Розрахунок параметра 
ln

ln

Fe

Fec

 


 згідно формул 

(10), (13), (14) для кристалічного зародка в сплаві 

Fe80B20 при Т = 0,6 Tе в = 850 K та 

H  = 8,0 кДж/моль, показав, що умова 

можливості протікання процесу висхідної дифузії 

виконується:  

ln

ln

Fe

Fec

 


 = –1,35. 

Таким чином, при ізотермічному відпалі 

аморфного сплаву Fe80B20 в області температур 

Т = 0,6Tев можливе розчинення вморожених 

центрів кристалізації за рахунок висхідної 

дифузії, що в свою чергу може підвищити 

термічну стабільність аморфного сплаву.  

Результати експериментальних досліджень та 

їх обговорення 

Даний теоретичний висновок було 

підтверджено експериментально. Визначення 

температури початку інтенсивної кристалізації 

проводилось за допомогою дилатометричного 

методу, суть якого полягає в наступному [6]. 

Молярний об’єм більшості сплавів в аморфному 

та кристалічному станах відрізняється на (1-3) %. 

При нагріванні аморфного сплаву з постійною 

швидкістю його об’єм монотонно зростає, коли 

температура досягає певного значення 

(температури початку інтенсивної кристалізації) 

відбувається перехід аморфного сплаву в 

кристалічний стан. Цей процес супроводжується 

різким зменшенням об’єму. Процес охолодження 

сплаву характеризується лінійною залежністю 

відносної зміни об’єму від температури.  

На матеріал з відомим коефіцієнтом 

термічного розширення закріплюється відрізок 

аморфної фольги та задається прогин. 

Вимірювання довжини досліджуваного зразка в 

процесі нагрівання безперервно фіксується за 

зміною стріли прогину, що викликана 

розширенням фольги відносно станка. Таким 

чином, можна дослідити процес кристалізації 

аморфного сплаву, фіксуючи зміну довжини 

зразка та перераховуючи її в об’ємні зміни. З 

отриманої температурної залежності відносної 

зміни об’єму визначають температуру початку 

інтенсивної кристалізації.  

Для вихідного аморфного сплаву Fe83B17 

температура початку інтенсивної кристалізації 

складає (690 ± 5) К, після ізотермічного відпалу 

при температурі Т = 0,6Tев досягає (730 ± 5) К, 

отже інтервал термічної стабільності 

розширюється на 40 К. Аналогічні дослідження 

було проведено для низки аморфних сплавів 

системи Fe-B: Fe80B20, Fe70Cr15B15, Fe80B14Si6, 
Fe70Mo10Si6B14,Fe76,2B14Si6Ni3,8,Fe77,5B16Si2Ni3,5Mo1.  

Були визначені температури початку інтенсивної 

кристалізації для вихідних аморфних сплавів та 

для сплавів, що пройшли попередній 

ізотермічний відпал при відповідних 

температурах, нижчих за температуру початку 

інтенсивної кристалізації.  

Аналіз отриманих експериментальних 

результатів (табл. 1).  показав, що ізотермічний 

відпал призводить до розширення інтервалу 

термічної стабільності аморфних сплавів на 

(20  60) К, про що свідчить збільшення 

температури початку інтенсивної кристалізації. 
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Таблиця 1  

Температури початку інтенсивної кристалізації 

для вихідних аморфних сплавів та сплавів після 

попереднього ізотермічного відпалу  

Склад аморфного 
сплаву 

(Tk  5) K 

вихідний після відпалу 

Fe80B20 650 690 

Fe83B17 695 730 

Fe70Cr15B15 750 810 

Fe80B14Si6 770 800 

Fe76Ni4Si6B14 770 790 

Fe77,5B16Si2Ni3,5Mo1 750 790 

  

 Підвищення термічної стабільності 

аморфних сплавів пояснюється розчинення 

вморожених центрів кристалізації за рахунок 

висхідної дифузії. 

 

 

Висновки 

 Теоретично обґрунтовано і 

експериментально реалізовано процес очищення 

аморфної матриці від вморожених центрів 

кристалізації шляхом ізотермічного відпалу 

аморфного сплаву в області температур 

Т = 0,6 Тев, за рахунок ініційованої висхідної 

дифузії, викликаної різницею хімічних 

потенціалів і-го компоненту в аморфній та 

кристалічній фазах. 

 За допомогою дилатометричної методики 

показано, що ізотермічний відпал в області 

температур Т = 0,6 Tев призводить до розширення 

інтервалу температурно-часової стабільності 

аморфних сплавів на (20  60) К, про що свідчить 

збільшення температури початку інтенсивної 

кристалізації, що пояснюється розчиненням 

вморожених центрів кристалізації. 
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Описано установку для вимірювання магнітної проникності рідинних наносистем і показано, що 

за виміряними значеннями магнітної проникності можливо визначати концентрацію наночастинок 

магнетиту в зразках (як рідинах, так і порошках). Проаналізовано джерела похибок вимірювань та 

вказано можливі шляхи подальшого збільшення точності вимірювань. 

Ключові слова: магнітні наночастинки, нанорідини, магнітна сприйнятливість. 

 

A measurement system for the determination of magnetic permeability of liquid nanosystems is 

presented and it is shown that with the proposed system it is possible to determine the concentration of 

magnetic nanoparticle in liquids and powder samples in the range of concentration from 0.1 to 500 mg/ml 

with accuracy not worse than 20%. Possible sources of measurement errors are analyzed possible ways to 

further increase the accuracy of measurements are sketched. An accuracy in magnetic permeability 

measurement is estimated to be better than 1·10
-5

 and linear relationship between the measured value of  

magnetic permeability and magnetite contents has been shown to work well for both liquid systems and dry 

mixtures. Test measurements of magnetic permeability were made for liquid system containing magnetite 

nanoparticle covered with sodium oleate in distilled water and the same particles in the form of aggregates 

mixed with silicon oxide. The proposed system can be used in medicinal physics, medical biophysics, 

biology, medicine to control the number of magnetic nanoparticles in biological samples. 

Key Words: magnetic nanoparticles, nanoliquids, magnetic permeability. 

Статтю представив академік НАН України, д.ф.-м.н., проф. Булавін Л.А. 

 

Вступ 

Задача визначення концентрації магнітних 

наночастинок у зразках, зокрема – біологічного 

походження, виникає при проведенні 

біомедичних досліджень на піддослідних 

тваринах з метою експериментального вивчення 

впливу зовнішнього магнітного поля на 

перерозподіл магнітних наночастинк-носіїв 

лікарських засобів в їх організмах і розробці 

магнітокерованих методів доставки молекул 

лікарських засобів, з’єднаних з магнітними 

наночастинками, у задану область організму [1, 2]. 

Серед відомих методів визначення 

концентрації магнітних наночастинок у зразках 

слід згадати магнітну силову мікроскопію [3], 

рентгенівську фотоелектронну спектроскопію 

[4], метод люмінесцентних міток [5], а також 

методи електронного (ЕПР) та ядерного 

магнітного резонансу (ЯМР) [6] і аналогічні їм 

[7]. Однак, всі ці методи або потребують 

використання доволі складного обладнання, яке є 

порівняно дорогим і потребує особливого 

налаштування та обслуговування, або 

потребують хімічної або ізотопної модифікації 

наночастинок, що не завжди є припустимим. 

© Т.Ю. Ніколаєнко, Є.В. Пилипчук, 2015 
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Значно простішим у реалізації, але водночас 

доволі ефективним способом визначення 

кількісного вмісту магнітних наночастинок в зразку 

є метод, заснований на вимірюванні магнітних 

властивостей речовин, а саме – магнітної 

сприйнятливості, або однозначно пов’язаної з нею 

магнітної проникності. Зазначимо, що оскільки 

мова йде про систему із великої кількості 

невзаємодіючих однодоменних магнітних части-

нок сферичної форми, магнетик, що їх містить, 

будемо вважати ізотропним, а його магнітну 

сприйнятливість – скалярною величиною. 

Метою даної роботи є встановити 

можливість визначення вмісту магнітних 

наночастинок в зразку біологічного походження 

на основі вимірювання його магнітної 

проникності та реалізувати цю можливість за 

допомогою конкретної конструкції 

вимірювального приладу. 

 

Матеріали і методи 

Досліджувані зразки являли собою розчини 

наночастинок магнетиту (Fe3O4), вкритих 

бішаром олеату натрію, у дистильованій воді. 

Концентрація магнетиту в розчинах складала від 

0,05 до 50 мг/мл. Крім того, досліджували зразки, 

що являли собою суміш порошків магнетиту і 

оксиду кремнію (SiO2) Kieselgel-40 з розміром 

частинок 0,063 – 0,200 мм. Середній діаметр 

наночастинок магнетиту складав 10 нм. 

Для вимірювання магнітної проникності 

досліджуваних зразків було розроблено прилад, 

принцип роботи якого пояснюється блок-схемою, 

наведеною на рис. 1.  
Вимірювальний прилад побудовано на базі 

генератора синусоїдальних коливань 1 на основі 

операційного підсилювача зі струмовим 

зворотним зв’язком LT1228 (вир. Linear 

Technologies), частотозадаючим елементом якого 

є коливальний контур з паралельно з’єднаних 

між собою конденсатора ємністю 6800 пФ та 

котушки індуктивності L (рис. 1), виконаної 

таким чином, що всередину неї може бути 

вміщений досліджуваний зразок S. Індуктивність 

котушки без зразка складає 486 мкГн, тож робоча 

частота створеного генератора (частота власних 

коливань коливального контура) складає близько 

88 кГц. При вміщенні у котушку зразка, що має 

відмінну від одиниці магнітну проникність μ 

(ненульову магнітну сприйнятливість χ, χ = μ – 1) 

індуктивність котушки змінюватиметься 

пропорційно до μ (L = μL0 , де L0 – індуктивність 

котушки без зразка), а період коливань 

генератора складатиме 

0 0T LC L C T       (1) 

де T0 – період коливань генератора за умови, що 

до катушки не вміщено зразок. 

До виходу генератора приєднано компаратор 

2 типу LT1715 (вир. Linear Technologies), який 

перетворює сигнал синусоїдальної форми у 

сигнал прямокутної форми, який далі подається 

на один з цифрових входів мікроконтролера 5 

(тип PIC18F14K50). Програма мікроконтролера 

визначає час 100000 повних періодів вхідного 

сигналу від генератора, використовуючи при 

цьому для вимірювання часу опорний сигнал з 

частотою 12 МГц від вбудованого кварцового 

резонатора 4. Блок живлення 3 забезпечує подачу 

необхідної стабілізованої напруги на вищеза-

значені елементи схеми. Приладом індикації 

слугує персональний комп’ютер, з’єднаний з 

мікроконтролером 5 по інтерфейсу USB. 

Для забезпечення якомога вищої точності 

вимірювань при конструюванні приладу 

особливу увагу було приділено часовій 

стабільності роботи генератора 1 та генератора 

опорного сигналу на основі кварцового 

резонатора 4. У частотозадаючому коливальному 

контурі було використано конденсатор КСО-1Г з 

посрібненим слюдяним діелектриком, що має 

температурний коефіцієнт ємності не вищий від 

50·10
-6

 1/К, а у кварцовому генераторі було 

використано кварц HC-49S серії 9B (вир. TXC), 

який характеризується відносною стабільністю 

частоти на рівні ±10·10
-6

 в діапазоні температур 

від -20 до +70°С та гладкістю залежності 

резонансної частоти від температури. В 

результаті за умови виходу приладу на штатний  

режим роботи було досягнуто дрейф 

вимірюваного значення магнітної проникності не 

 
 

Рис. 1. Блок-схема комп’ютеризованого приладу 

для вимірювання магнітної проникності 

наносистем. 
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вище 0,2·10

–7
 1/с. Таким чином, при тривалості 

одного виміру порядку 5 с похибка магнітної 

проникності, пов’язана із несталістю параметрів 

компонентів приладу не перевищувала 1·10
–6

. 

Результати та обговорення 

На рис. 2 представлено результати 

вимірювання магнітної проникності μ водних 

рідинних систем на основі наночастинок 

магнетину, вкритих бішаром олеїнової кислоти, 

проведені при різних концентраціях c розчинів, а 

також – два можливі варіанти апроксимації 

залежності μ – 1 = f(c) лінійними функціями. 

Відмітимо, що для представлення даних на 

графіку використано двічі логарифмічний 

масштаб. 

Можна зробити висновок, що лінійна 

функція досить добре описує залежність 

магнітної проникності від концентрації 

наночастинок магнетиту в усьому діапазоні 

досліджених концентрацій (середньоквадратична 

похибка апроксимації виду μ–1 = a + b·c складає 

7·10
-6

), вказуючи тим самим на можливість 

розв’язку і оберненої задачі – визначення 

концентрації наночастинок магнетиту у рідинній 

системі за виміряним значенням магнітної 

проникності. 

Аналогічну залежність μ – 1 = f(c) для 

випадку зразків, що являли собою сухі суміші 

високодисперсного магнетиту (агрегати розміром 

до 400 нм) із оксидом кремнію представлено на 

рис. 3. В цьому випадку за величину, що 

відкладено по осі абсцис, було вибрано загальну 

масу магнетиту як величину, що характеризує 

загальну кількість частинок, що мають магнітний 

момент і можуть орієнтуватися під впливом 

зовнішнього магнітного поля. 

Слід відзначити, що якщо у випадку водних 

рідинних систем з магнетитом об’єм усіх зразків 

складав 1 мл (а маса рідинної системи 1,0 г), то у 

другому випадку загальна маса лежала в межах 

від 0,9 до 1,5 г залежно від маси оксиду кремнію, 

що використовувався для доведення об’єму 

суміші до 1,5 мл, необхідного, для заповнення 

вимірювальної комірки. 

Утім, незважаючи на згадані додаткові 

джерела похибок, лінійна функція μ – 1 = a + b·c 

досить добре апроксимує одержану залежність 

μ – 1 = f(c) (середньоквадратична похибка 

апроксимації складає 0,014), причому значення 

коефіцієнта b виявляється слабко чутливим до 

агрегатного стану зразка (3,8·10
–4

 1/мг у випадку 

рідинної системи та 3,3·10
–4

 1/мг у випадку сухої 

суміші). При цьому слід відзначити, що загалом в 

проведених експериментах було досліджено 

діапазон масового вмісту магнетиту від 0,1 до 

500 мг, який сягає 4 порядків величини. 

Окремої уваги заслуговує питання про 

відмінність коефіцієнта апроксимації a від нуля 

(2·10
–5

) у випадку рідинних наносистем та його 

рівність нулеві в межах похибки апроксимації 

(-1,6 ± 1,3) у випадку сухої суміші. Причина такої 

відмінності пов’язана із наявністю магнітних 

властивостей у води та її значною діелектричною 

проникністю, яка могла підвищити ефективну 

ємність котушки індуктивності вимірювальної 

комірки. Цю особливість необхідно враховувати 

при використанні запропонованої методики 

визначення вмісту наночастинок магнетиту у 

рідинних системах на основі води. 

 

 
Рис. 2. Залежність магнітної проникності 

рідинних систем «магнетит + вода» від 

концентрації магнетиту та її апроксимації 

лінійними функціями. 

 
Рис. 3. Залежність магнітної проникності сухих 

сумішей «магнетит + SiO2» від концентрації 

магнетиту та її апроксимація лінійною функцією. 

265



Вісник Київського національного університету  

імені Тараса Шевченка  

Серія фізико-математичні науки  

2015, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  

National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
Висновки 

Запропоновано вимірювальну систему для 

визначення вмісту магнітних наночастинок у 

рідинних системах та сухих сумішах. Система 

дозволяє визначати ефективну магнітну 

проникність середовищ із точністю  не гірше 

1·10
–5

 та вміст наночастинок магнетиту в одиниці 

об’єму зразка – не гірше 20% у діапазоні від 0,1 

до 500 мг/мл. Показано, що магнітна проникність  

досліджених водних рідинних систем на основі 

наночастинок магнетиту пов’язана з 

концентрацією c (мг/мл) магнетиту лінійним 

співвідношенням μ = 2,3·10
-5

 + 3,8·10
-4

·c. 

Розроблена система може бути застосована у 

медичній біофізиці, біології, медицині для 

здійснення контролю кількості магнітних 

наночастинок у зразках біологічного 

походження. 

 

Роботу виконано в рамках теми молодих 

вчених Київського національного університету 

імені Тараса Шевченка №15БФ051-01. 
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