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Розглядаються процеси повзучості тонкостінних трубчастих елементів з лінійно-вʼязкопружних 
матеріалів за умов складного напруженого стану. Об’єктом дослідження є базові експериментальні 
дані на одновісний розтяг і чисте кручення у вигляді дискретних значень. Ці дискретні значення 
використовуються для подальшої ідентифікації ядер спадковості, що використовують в процесах 
моделювання повзучості за умов складного напруженого стану. Розрахунки здійснюються на 
прикладі оргскла СТ1. Обґрунтовується область лінійності моделі, виходячи зі значення квантиля 
статистики і гіпотези існування єдиної функції повзучості у певному, заданому наперед, довірчому 
інтервалі. Функція повзучості інваріантна відносно напружень та побудована по кривим 
податливості. Визначальні рівняння моделі містять набір функцій і коефіцієнтів, що визначаються 
з базових експериментів. Для подальших розрахунків експериментальні дані апроксимуються 
степеневою функцією і згладжуючими кубічними сплайнами. Проводиться аналіз апроксимації на 
підставі мінімуму квадратичного відхилення експериментальних даних від розрахункових. Виходячи з 
мінімуму квадратичного відхилення аналізується  апроксимуюча функція.  

Ключові слова: лінійна в'язкопружність, складний напружений стан, сплайн апроксимація, 
функція повзучості, ядра спадковості, квадратичне відхилення, квантиль статистики. 

 
The processes of creep of thin-walled tubular elements made of linear viscoelastic materials under 

complex stress conditions are considered. The discrete values of basic experimental data on uniaxial tension 
and pure torsion are considered. These discrete values are used for identification of hereditary kernels 
normally used in creep modeling processes under complex stress conditions. As an example material, 
plexiglass ST1 is used for calculations. The area of linearity of the model is substantiated by the value of the 
quantile of statistics and the hypothesis of the existence of a unified creep function in a certain, 
predetermined confidence interval. The creep function is invariant with respect to stresses and is built with 
making use of the yield curves. Constitutive equations of the model contain a set of functions and coefficients 
determined from basic experiments. For further calculations, the experimental data are approximated by a 
power function followed by the smoothing with cubic splines. Approximation analysis is carried out by 
evaluation of the least squared deviation of experimental data from the calculated data. The approximating 
function is analyzed with making use of minimum of the quadratic deviation,. 

Keywords: linear viscoelasticity, complex stress state, spline approximation, creep function, hereditarty 
kernels, quadratic deviation, quantile of statistics. 
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Вступ 

У лінійній теорії вʼязкопружності квазістатичні 
механічні властивості матеріалів досить точно мо-
жуть бути задані за допомогою функцій повзучості 
релаксації. Ці функції будуються за результатами 
прямих одновісних експериментів на повзучість 
при постійних напруженнях або відповідно на ре-
лаксацію при фіксованих деформаціях. Загальний 
підхід – логічні процедури, експериментальна і 
чисельна реалізація процедур, потрібні для 
визначення механічних характеристик у лінійній 
теорії вʼязкопружності, досліджуються в [1,2]. 

Моделювання процесів повзучості лінійно-
вʼязкопружних матеріалів за умов складного на-
пруженого стану є фундаментальною задачею су-
часної механіки деформівного твердого тіла. При 
розвʼязуванні цієї задачі основну роль відіграє 
експеримент на повзучість, в якому дані пред-
ставляють у вигляді дискретних значень дефор-
мацій при постійних напруженнях у певний 
момент часу. Функції, що задані дискретно за до-
помогою таблиць первинних або перетворених 
експериментальних даних, необхідно апрокси-
мувати аналітичними виразами, які дають змогу 
визначити значення деформацій в довільний 
момент часу. Від точності апроксимацій експери-
ментальних даних суттєво залежать подальші 
розрахунки. В роботі за допомогою згладжуючих 
кубічних сплайнів апроксимуються експеримен-
тальні дані, а методом найменших квадратів 
знаходиться похибка шляхом мінімізації 
функціоналу [1].   

1. Постановка задачі 

У роботі розглядається деформування ізотроп-
них лінійно-в’язкопружних середовищ зі ста-
більними механічними властивостями за умов 
складного напруженого стану із заданою 
програмою навантаження, так що 

),,0(),( tij    (1) 

де ij  – компоненти тензора напружень; t – час 

спостереження;   –час, що передує моменту 
спостереження. Процес навантаження (1) 
вважаємо простим, так що виконуються 
співвідношення [2] 

,...)(,...,)( 12121111  tt   

Базові експерименти, за допомогою яких іден-
тифікуються ядра спадковості задаються криви-
ми повзучості за умов одновісного розтягу із 
заміром повздовжніх і поперечних деформацій 
при постійних напруженнях у вигляді дискрет-
них значень. Для подальших розрахунків 

дискретні значення необхідно апроксимувати 
неперервними функціями, які описують процеси 
повзучості і в області сингулярності, і в області 
великих часів. Є різні варіанти апроксимуючих 
функцій, але найкращі результати дають 
наближення у вигляді сплайн апроксимації. 
Сплайн апроксимація досить точно описує 
процеси повзучості і релаксації на всій області 
визначення, оскільки представляє собою 
множину кубічних парабол у вказаному інтервалі 
розбиття. У роботі на прикладі оргскла СТ1 
будується сплайн апроксимація і визначаються 
коефіцієнти моделі, а також знаходиться похибка 
апроксимації.  

2.Побудова сплайн апроксимації 
експериментальних даних 

Функції, задані дискретно за допомогою 
таблиць первинних або перетворених експери-
ментальних даних, які використовуються для 
визначення механічних характеристик матеріалу, 
аналітично можуть бути представлені зглад-
жуючими кубічними сплайнами у вигляді [4] 

 

 

 

;    , 
 

де jk  – коефіцієнти сплайна, що визначаються з 

умови неперервності першої похідної в точках xj  

і деяких краєвих умов на кінцях відрізка, що 
задає апроксимуючу функцію у(х); hj– табличні 
значення функції, що апроксимується в точках xj. 
На рис. 1 як приклад наведено сплайн апрокси-
мацію кривих поздовжньої повзучості оргскла 
СТ1, що побудовані за умов одновісного розтягу 
при постійних напруженнях. Напруження для 

кривих 1, 2 і 3 відповідно складають 11 = 7,65 

(1), 11,45 (2) і 15,30 (3) МПа. Тут і далі 
експериментальні дані нанесено точками. 
Апроксимацію експериментальних даних 
згладжуючими кубічними сплайнами нанесено 
суцільними лініями. Коефіцієнти сплайн 
апроксимації кривих поздовжньої повзучості 
структурою (2) наведено в таблицях 1-3.  
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Рис. 1 – Сплайн апроксимація кривих 
 повздовжньої і повзучості оргскла СТ-1. 

 
Таблиця 1.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0125 0,000145 -0,0004 0,000462 0,00179 
0,9375 1,35E-06 -1,3E-05 8,21E-05 0,00191 
3,2085 -2,7E-10 -3,8E-09 4,04E-05 0,00195 
6 0 0 0 0 

 
Таблиця 2.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0156 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 
0,2444 8,21E-05 -0,00026 0,000353 0,00269 
1,0654 -8,6E-07 1,09E-06 7E-05 0,00279 
1,9958 -1,1E-06 2,59E-06 6,7E-05 0,00279 
3,1835 5,56E-07 -1,3E-05 0,000118 0,00273 
7 0 0 0 0 

 
Таблиця 3.  
Коефіцієнти сплайн апроксимації при   

tj А0 А1 А2 А3 
0,0156 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 
0,2444 8,21E-05 -0,00026 0,000353 0,00269 
1,0654 -8,6E-07 1,09E-06 7E-05 0,00279 
1,9958 -1,1E-06 2,59E-06 6,7E-05 0,00279 
3,1835 5,56E-07 -1,3E-05 0,000118 0,00273 
7 0,007807 -0,00593 0,001737 0,00257 

 
З таблиць 1-3 бачимо, що кількість інтервалів 

розбиття відрізняється. Це пов’язано з тим, що чим 
більше інтервалів розбиття, тим точнішою є сплайн 
апроксимація експериментальних даних. Для 
першої кривої для досягнення точності апрок-
симації не менше 95% достатньо трьох інтервалів, 
для другої і третьої кривої для досягнення даної 
точності знадобилось 5 інтервалів розбиття [4].  

 

3. Обгрунтування застосування  моделі 
в’язкопружності 

Побудова сплайн апроксимації кривих повзу-
чості є першим етапом при виборі моделі в'язко-
пружного деформування. Розрізняють лінійні і 
нелінійні моделі вʼязкопружного деформування 

[3]. Матеріал вважають лінійно-в’язкоупружним, 
якщо функція  повзучості )(tJ  інваріантна по 

відношенню до рівня напруження  kmm ,1  
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а розрахункове значення квантиля статистики 

kt ,  більше його критичного табличного значен-

ня 
kt , . Тобто виконується умова 
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Тут )( jk tJ  – значення функції повзучості в 

момент часу jt  при напруженнях k ; )( jtJ  

вибіркове середнє функції повзучості [4].  
Для побудови єдиної функції повзучості аналі-

тичні значення кривих повзучості діляться на від-
повідні значення напружень, сплайн апроксима-
ція кривих дозволяє знайти значення функції 
повзучості в довільний момент часу визначеного 
інтервалу.  

Величина похибки   в розрахунках прийнята 
рівною +5%, а ймовірність p попадання 
експериментальних функцій повзучості в 
інтервал, обмежений величиною похибки   
становить 90%.  

На рис. 2 як приклад наведено функції поз-
довжньої )(11 ltJ  і поперечної повзучості 

)(22 ltJ оргскла СТ-1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2 – Функції поздовжньої і поперечної 
повзучості оргскла СТ-1 

 
Тут суцільними лініями нанесено апроксимацію 
дискретних значень функцій повзучості 
згладжуючими кубічними сплайнами, на основі 
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яких розраховувалось вибіркове среднє )(11 ltJ  і 

)(22 ltJ . Штриховими лініями нанесено межі 

інтервала, який відповідає величині максималь-

ної похибки max = +5% від величин )(11 ltJ  і 

)(22 ltJ . Як видно з рис.2, склопластик СТ1 

проявляє лінійність вʼязкопружних властивостей 
при даних напруженнях на всьому проміжку, що 
досліджується, а тому до даного матеріалу можна 
застососувати лінійну теорію вʼязкопружності. 

 
4. Висновки 

У роботі розглядається актуальна тема моде-
лювання процесів повзучості лінійно-вʼязко-

пружних матеріалів за умов складного напруже-
ного стану. Ееспериментальні дані на поздовжню 
повзучість представлено у вигляді дискретних 
значень деформацій при постійних напруженнях 
у певний момент часу. Функції, що задані дис-
кретно за допомогою таблиць, апроксимуються  
згладжуючими кубічними сплайнами. Дана 
апроксимація дозволяє отримати досить точну 
апроксимацію експериментальних даних, від 
яких суттєво залежать подальші розрахунки. 

За допомогою сплайн апроксимації кривих 
досліджується лінійність або нелінійність 
матеріалу, що дозволяє обрати модель 
в’язкопружного деформування.  
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